
Ëèñòîê 13. Ïàðîñî÷åòàíèÿ

1. Êâàäðàòíûé ëèñò áóìàãè ðàçáèò íà ñòî ìíîãîóãîëüíèêîâ îäèíàêîâîé ïëîùàäè ñ îäíîé ñòîðîíû
è íà ñòî äðóãèõ òîé æå ïëîùàäè ñ îáðàòíîé ñòîðîíû. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò êâàäðàò ìîæíî ïðîòêíóòü
ñòà èãîëêàìè òàê, ÷òî êàæäûé èç äâóõñîò ìíîãîóãîëüíèêîâ áóäåò ïðîòêíóò ïî ðàçó.
2. Íà óëèöå Áîëòóíîâ æèâóò n þíîøåé è n äåâóøåê, ïðè÷åì êàæäûé þíîøà çíàêîì ðîâíî ñ k
äåâóøêàìè, à êàæäàÿ äåâóøêà - ðîâíî ñ k þíîøàìè. à) Äîêàæèòå, ÷òî âñå þíîøè è äåâóøêè ìîãóò
îäíîâðåìåííî ãîâîðèòü ñî ñâîèìè çíàêîìûìè ïî òåëåôîíó. á) Äîêàæèòå, ÷òî þíîøè è äåâóøêè
ìîãóò çâîíèòü äðóã äðóãó ïî òåëåôîíó òàê, ÷òîáû çà k ÷àñîâ êàæäûé ïîãîâîðèë ñ êàæäûì èç
ñâîèõ çíàêîìûõ ïî ÷àñó.
3. (Ïîëèãàìíûé âàðèàíò ëåììû î äåâóøêàõ). Êàæäîìó þíîøå íðàâèòñÿ íåñêîëüêî äåâóøåê, ïðè-
÷åì ëþáîìó íàáîðó èç k þíîøåé â ñîâîêóïíîñòè íðàâèòñÿ íå ìåíåå, ÷åì km äåâóøåê. Äîêàæèòå,
÷òî êàæäîìó þíîøå ìîæíî âûäåëèòü ãàðåì èç m íðàâèâøèõñÿ åìó äåâóøåê òàê, ÷òîáû ãàðåìû íå
ïåðåñåêàëèñü.
4. Åñòü n þíîøåé è n äåâóøåê. Êàæäûé þíîøà çíàåò õîòÿ áû îäíó äåâóøêó. Òîãäà ìîæíî íåêî-
òîðûõ þíîøåé ïîæåíèòü íà çíàêîìûõ äåâóøêàõ òàê, ÷òîáû æåíàòûå þíîøè íå çíàëè íåçàìóæíèõ
äåâóøåê.
5. Äàíû k ìàëü÷èêîâ è 2k − 1 êîíôåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî äàòü êàæäîìó ìàëü÷èêó ïî êîí-
ôåòå òàê, ÷òîáû ìàëü÷èêó, êîòîðîìó íå íðàâèòñÿ åãî êîíôåòà, íå íðàâèëèñü è êîíôåòû îñòàëüíûõ
ìàëü÷èêîâ.

Ñòàðûå çàäà÷è

8.8 Â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì k âèñÿ÷èõ âåðøèí è åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â
êîòîðîì m âèñÿ÷èõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ` ìåæäó k è m â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ
îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì ` âèñÿ÷èõ âåðøèí.
9.10 Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî
ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì
ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
10.4 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôîðìóëû â ÊÍÔ, ñîñòîÿùåé èç m äèçúþíêòîâ, â êîòîðîé ëþáûå òðè
äèçúþíêòà ìîæíî îäíîâðåìåííî âûïîëíèòü, ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âû-
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3m äèçúþíêòîâ.
Ïîäñêàçêà: íàäî âûáèðàòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ïðè÷åì íåîáÿçàòåëüíî ðàâ-
íîâåðîÿòíî. Äëÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âõîäÿò â äèçúþíêòû èç îäíîãî ëèòåðàëà, íàäî âûáèðàòü ñ
áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ çíà÷åíèå, êîòîðîå âûïîëíèò ýòîò äèçúþíêò.
11.2á Íàçîâåì âåðîÿòíîñòíîé áóëåâîé ñõåìîé òàêóþ ñõåìó, ÷àñòü âõîäîâ êîòîðîé íàçûâàþòñÿ ñëó-
÷àéíûìè áèòàìè. Ïóñòü ñõåìà C èìååò n + m âõîäîâ, ïåðâûå n âõîäîâ ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê
íåïîñðåäñòâåííî âõîäû, îñòàâøèåñÿ m âõîäîâ êàê ñëó÷àéíûå áèòû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà C
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : {0, 1}n → {0, 1} ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ {0, 1}n âû-
ïîëíÿåòñÿ P[f(x) = C(x, r)] ≥ 2

3 , ãäå âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíîé ñòðîêå r, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}m ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1}
âû÷èñëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ñõåìîé C ðàçìåðà s ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. à) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà p(n) íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ñõåìà C ′ ñ n+m′ âõîäàìè, ðàçìåð êîòîðîé
ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî sn, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ {0, 1}n âûïîëíÿåòñÿ P[f(x) = C(x, r)] ≥ 1−2−p(n),
ãäå âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíîé ñòðîêå r, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{0, 1}m′

ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. á) Ïîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ îáû÷íàÿ ñõåìà c n âõîäàìè, ðàçìåð
êîòîðîé ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî sn, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n âûïîëíÿåòñÿ f(x) = C(x).
Ïîäñêàçêà: Ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà è ïóíêòà à) äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðîêà
ñëó÷àéíûõ áèòîâ, ñ êîòîðîé ñõåìà áóäåò âåðíî âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ f íà âñåõ âõîäàõ.
11.5 Ïóñòü α(G) � ðàçìåð ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â ãðàôå G (íåçàâèñèìîå ìíî-
æåñòâî � ýòî òàêîå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî ðåáåð ìåæäó íèìè íåò). Â ãðàôå n âåðøèí è dn

2 ðåáåð.
Äîêàæèòå, ÷òî α(G) ≥ n

2d .
Ïîäñêàçêà: Ðàññìîòðèòå ñëó÷àéíîå ìíîæåñòâî âåðøèí, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà âûáèðàåòñÿ ñ
âåðîÿòíîñòüþ p. Ïîñëå ýòîãî èç ýòîãî ìíîæåñòâà íóæíî âûêèíóòü ïî îäíîé âåðøèíå äëÿ êàæäîãî
ðåáðà. Ïîñ÷èòàéòå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà îñòàâøèõñÿ âåðøèí.
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11.6áÊîäû Óîëøà-Àäàìàðà. à) Êàæäîìó a ∈ {0, 1}n ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fa : {0, 1}n →
{0, 1}, îïðåäåëÿåìàÿ òàê: fa(x1x2 . . . xn) =

∑n
i=1 aixi mod 2. Êîäîì Óîëøà-Àäàìàðà ñòðîêè a ∈

{0, 1}n íàçûâàåòñÿ òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè fa è îáîçíà÷àåòñÿ WH(a), íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
äëèíà ñòðîêè WH(a) ðàâíÿåòñÿ 2n. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòðîê a, b ∈ {0, 1}n èõ
êîäû WH(a) è WH(b) îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â ïîëîâèíå ïîçèöèé.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü îðàêóëüíûé äîñòóï ê ñòðîêå Z (ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî äåëàòü
çàïðîñû ê ñòðîêå Z, çà îäèí çàïðîñ ìîæíî óçíàòü îäèí áèò ñòðîêè Z), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îòWH(a)
íå áîëåå, ÷åì â äîëå 1

4 − ε ïîçèöèé, ãäå ε � ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðè÷åì ñòðîêà a ∈ {0, 1}n íàì
íåèçâåñòíà. Ïðèäóìàéòå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n âû÷èñëèò fa(x) ñ
âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìèìóì 9

10 , ïðè÷åì ýòîò àëãîðèòì ìîæåò äîëæåí äåëàòü ëèøü êîíñòàíòíîå
÷èñëî çàïðîñîâ ê ñòðîêå Z è ðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ.
Ïîäñêàçêà: Z � ýòî ñòðîêà äëèíû 2n, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Z � ýòî òàáëèöà çíà÷åíèé íåêîòîðîé
ôóíêöèè g : {0, 1}n → {0, 1}. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x è g(r)+g(x+ r) = fa(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ
õîòÿ áû 1

2 + 2ε, åñëè r âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî èç ìíîæåñòâà ñòðîê äëèíû {0, 1}n.
12.2 Ïðèâåäèòå ïðèìåð çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,
à ó äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïóñòî. Èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêîãî ïðèìåðà
íå ñóùåñòâóåò.
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