
Ëèñòîê 14. Ïîñëåäíèé.

1. Â øåðåíãó ñòîèò mn+1 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ëèáî m+1 ÷åëîâåê, ñòîÿùèå ïî ðîñòó
ñïðàâà íàëåâî, ëèáî n+ 1 ÷åëîâåê, ñòîÿùèå ïî ðîñòó ñëåâà íàïðàâî.
2. Ïóñòü S ⊆ N � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ñðåäè ëþáûõ n èç íèõ ìîæíî âûáðàòü äâà,
÷òî îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà äðóãîå. Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà ìíîæåñòâà S ìîæíî ïîêðàñèòü â n−1
öâåò òàê, ÷òîáû èç ëþáûõ äâóõ ÷èñåë îäíîãî öâåòà, îäíî èç íèõ äåëèëîñü áû íà äðóãîå.
3. Íà ïðÿìîé îòìå÷åíî ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îòðåçêîâ. Ïóñòü M � íàèìåíüøåå êîëè÷åñòâî
òî÷åê íà ïðÿìîé, ÷òî êàæäûé èç îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ýòèõ òî÷åê;
à m � íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îòðåçêîâ, êîòîðûå ìîæíî âûáðàòü èç
îòìå÷åííûõ îòðåçêîâ. Äîêàæèòå, ÷òî M = m.
4. Â êîìíàòå íàõîäÿòñÿ n ìóäðåöîâ. Íà êàæäîì ìóäðåöå íàõîäèòñÿ êîëïàê ÷åðíîãî èëè áåëîãî
öâåòà. Êîëïàê âûäàþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Êàæäûé ìóäðåö ìîæåò
âèäåòü êîëïàê âñåõ îñòàëüíûõ ìóäðåöîâ, íî íå ìîæåò âèäåòü ñâîþ. Êàæäîãî ìóäðåöà ñïðàøèâàþò,
íå õî÷åò ëè îí ïîïðîáîâàòü óãàäàòü öâåò ñâîåé øëÿïû. Ìóäðåö ìîæåò ïîïðîáîâàòü èëè îòêàçàòüñÿ.
Êàæäûé ìóäðåö äåëàåò âûáîð, íå çíàÿ îòâåòû îñòàëüíûõ ëþäåé. Âûèãðûâàþò èëè ïðîèãðûâàþò
ìóäðåöû âìåñòå. Îíè âûèãðûâàþò, åñëè âñå, êòî ðåøèë îòâå÷àòü îòâå÷àþò âåðíî, è õîòÿ áû îäèí
ìóäðåö îòâå÷àåò. Âî âñåõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ ëþäè ïðîèãðûâàþò. Ñòðàòåãèÿ â èãðå � ýòî íàáîð ôóíê-
öèé äëÿ êàæäîãî ìóäðåöà, ïî êîòîðûì îíè ðåøàþò, ÷òî îòâå÷àòü â çàâèñèìîñòè ïî öâåòàì êîëïàêîâ
îñòàëüíûõ èãðîêîâ.

a) Íàçîâåì ãðàô G îðèåíòèðîâàííûì ïîäãðàôîì n-ìåðíîãî ãèïåðêóáà, åñëè åãî âåðøèíû ñîîò-
âåòñòâóþò áèíàðíûì ñòðîêàì äëèíû n è åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî u→ v, òî ñòðîêè u, v ðàçëè÷àþòñÿ
íå áîëåå, ÷åì â îäíîì áèòå. Ïóñòü K(G) � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå G ñî âõîäÿùåé ñòåïåíüþ íå
ìåíåå 1 è èñõîäÿùåé 0. Ïîêàæèòå, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîáåäû â èãðå (ïî âñåì ñòðàòå-
ãèÿì) ðàâíà ìàêñèìóìó ïî âûáîðàì ïîäãðàôà n-ìåðíîãî ãèïåðêóáà âåëè÷èíû K(G)/2n.

á) Èñïîëüçóÿ ôàêò, ÷òî èñõîäÿùàÿ ñòåïåíü âåðøèí íå ïðåâîñõîäèò n, ïîêàæèòå, ÷òî K(G)/2n ≤
n

n+1 äëÿ ëþáîãî ãðàôà G ïîäãðàôà n-ìåðíîãî ãèïåðêóáà.

â) Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè n = 2l − 1, òî ñóùåñòâóåò ãðàô G, äëÿ êîòîðîãî K(G)/2n = n
n+1 . (Ïîä-

ñêàçêà: èñïîëüçóéòå êîäû Õåììèíãà).

5. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ à) 6 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 3 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî 3 ïîïàðíî
íåçíàêîìûõ, à èç ëþáûõ 10 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 3 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî 4 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.
á) Ïîêàæèòå, ÷òî èç 9 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 3 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî 4 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ. â)
Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 18 ÷åëîâåê åñòü ëèáî 4 ïîïàðíî çíàêîìûõ, ëèáî 4 ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

Ñòàðûå çàäà÷è

8.8 Â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì k âèñÿ÷èõ âåðøèí è åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â
êîòîðîì m âèñÿ÷èõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ` ìåæäó k è m â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ
îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì ` âèñÿ÷èõ âåðøèí.
9.10 Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî
ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì
ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.
10.4 Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ôîðìóëû â ÊÍÔ, ñîñòîÿùåé èç m äèçúþíêòîâ, â êîòîðîé ëþáûå òðè
äèçúþíêòà ìîæíî îäíîâðåìåííî âûïîëíèòü, ñóùåñòâóåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âû-
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3m äèçúþíêòîâ.
Ïîäñêàçêà: íàäî âûáèðàòü çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, ïðè÷åì íåîáÿçàòåëüíî ðàâ-
íîâåðîÿòíî. Äëÿ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âõîäÿò â äèçúþíêòû èç îäíîãî ëèòåðàëà, íàäî âûáèðàòü ñ
áîëüøåé âåðîÿòíîñòüþ çíà÷åíèå, êîòîðîå âûïîëíèò ýòîò äèçúþíêò.
11.2á Íàçîâåì âåðîÿòíîñòíîé áóëåâîé ñõåìîé òàêóþ ñõåìó, ÷àñòü âõîäîâ êîòîðîé íàçûâàþòñÿ ñëó-
÷àéíûìè áèòàìè. Ïóñòü ñõåìà C èìååò n + m âõîäîâ, ïåðâûå n âõîäîâ ìû áóäåì ïîíèìàòü êàê
íåïîñðåäñòâåííî âõîäû, îñòàâøèåñÿ m âõîäîâ êàê ñëó÷àéíûå áèòû. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñõåìà C
âû÷èñëÿåò ôóíêöèþ f : {0, 1}n → {0, 1} ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé, åñëè äëÿ êàæäîãî x ∈ {0, 1}n âû-
ïîëíÿåòñÿ P[f(x) = C(x, r)] ≥ 2

3 , ãäå âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíîé ñòðîêå r, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò
âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}m ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1}
âû÷èñëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ñõåìîé C ðàçìåðà s ñ îãðàíè÷åííîé îøèáêîé. à) Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ
êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà p(n) íàéäåòñÿ òàêàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ñõåìà C ′ ñ n+m′ âõîäàìè, ðàçìåð êîòîðîé
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ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî sn, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ {0, 1}n âûïîëíÿåòñÿ P[f(x) = C(x, r)] ≥ 1−2−p(n),
ãäå âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíîé ñòðîêå r, êîòîðàÿ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà
{0, 1}m′

ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. á) Ïîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ îáû÷íàÿ ñõåìà c n âõîäàìè, ðàçìåð
êîòîðîé ïîëèíîìèàëåí îòíîñèòåëüíî sn, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n âûïîëíÿåòñÿ f(x) = C(x).
Ïîäñêàçêà: Ñ ïîìîùüþ âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà è ïóíêòà à) äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðîêà
ñëó÷àéíûõ áèòîâ, ñ êîòîðîé ñõåìà áóäåò âåðíî âû÷èñëÿòü ôóíêöèþ f íà âñåõ âõîäàõ.
11.6áÊîäû Óîëøà-Àäàìàðà. à) Êàæäîìó a ∈ {0, 1}n ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fa : {0, 1}n →
{0, 1}, îïðåäåëÿåìàÿ òàê: fa(x1x2 . . . xn) =

∑n
i=1 aixi mod 2. Êîäîì Óîëøà-Àäàìàðà ñòðîêè a ∈

{0, 1}n íàçûâàåòñÿ òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè fa è îáîçíà÷àåòñÿ WH(a), íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî
äëèíà ñòðîêè WH(a) ðàâíÿåòñÿ 2n. Ïðîâåðüòå, ÷òî äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñòðîê a, b ∈ {0, 1}n èõ
êîäû WH(a) è WH(b) îòëè÷àþòñÿ ðîâíî â ïîëîâèíå ïîçèöèé.

á) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ó íàñ åñòü îðàêóëüíûé äîñòóï ê ñòðîêå Z (ýòî çíà÷èò, ÷òî ìîæíî äåëàòü
çàïðîñû ê ñòðîêå Z, çà îäèí çàïðîñ ìîæíî óçíàòü îäèí áèò ñòðîêè Z), êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îòWH(a)
íå áîëåå, ÷åì â äîëå 1

4 − ε ïîçèöèé, ãäå ε � ýòî íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ïðè÷åì ñòðîêà a ∈ {0, 1}n íàì
íåèçâåñòíà. Ïðèäóìàéòå âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ âñåõ x ∈ {0, 1}n âû÷èñëèò fa(x) ñ
âåðîÿòíîñòüþ êàê ìèíèìèìóì 9

10 , ïðè÷åì ýòîò àëãîðèòì ìîæåò äîëæåí äåëàòü ëèøü êîíñòàíòíîå
÷èñëî çàïðîñîâ ê ñòðîêå Z è ðàáîòàòü ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ.
Ïîäñêàçêà: Z � ýòî ñòðîêà äëèíû 2n, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Z � ýòî òàáëèöà çíà÷åíèé íåêîòîðîé
ôóíêöèè g : {0, 1}n → {0, 1}. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x è g(r)+g(x+ r) = fa(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ
õîòÿ áû 1

2 + 2ε, åñëè r âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî èç ìíîæåñòâà ñòðîê äëèíû {0, 1}n.
12.2 Ïðèâåäèòå ïðèìåð çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ èìååò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå,
à ó äâîéñòâåííîé çàäà÷è ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ïóñòî. Èëè äîêàæèòå, ÷òî òàêîãî ïðèìåðà
íå ñóùåñòâóåò.
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