
Ëèñòîê 2. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû

1. à) Áóëåâà ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1}n íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè ïðè x ≤ y âûïîëíÿåòñÿ
f(x) ≤ f(y) (x ≤ y, åñëè äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ n âûïîëíÿåòñÿ xi ≤ yi). Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïðîïîçèöèî-
íàëüíàÿ ôîðìóëà èñïîëüçóåò òîëüêî ñâÿçêè ∨ è ∧, òî çàäàâàåìàÿ åé áóëåâà ôóíêöèÿ ìîíîòîííà. á)
Äîêàæèòå, ÷òî ìîíîòîííóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôîðìóëû, êîòîðàÿ èñïîëüçóåò
òîëüêî ñâÿçêè ∨ è ∧.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü, èñïîëüçóÿ òîëüêî îäíó áèíàðíóþ
ñâÿçêó: ñòðåëêó Ïèðñà ↓: ðåçóëüòàò a ↓ b ñîâïàäàåò ñ ¬(a ∨ b) èëè øòðèõ Øåôôåðà ↑: ðåçóëüòàò
a ↑ b ñîâïàäàåò ñ ¬(a ∧ b). Ïîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ òàêèõ áèíàðíûõ ñâÿçîê íåò.
Îïðåäåëåíèå. Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî f(1−
x1, 1−x2, . . . , 1−xn) = 1−f(x1, . . . , xn). Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè îíà èìååò âèä
f(x) = a0 + a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn mod 2, ãäå ai ∈ {0, 1}.
3. (Òåîðåìà Ïîñòà) Ïóñòü åñòü íàáîð áóëåâûõ ôóíêöèé, ñðåäè êîòîðûõ åñòü íå ìîíîòîíàÿ, íå
ñîõðàíÿþùàÿ íîëü (ò.å., f(0, . . . , 0) = 1), íå ñîõðàíÿþùàÿ åäèíèöó (ò.å., g(1, . . . , 1) = 0), íå ëèíåéíàÿ,
íå ñàìîäâîéñòâåííàÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ñ ïîìîùüþ êîìïîçèöèé ýòèõ ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü à)
îòðèöàíèå, êîíñòàíòó 1, êîíñòàíòó 0; á) ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ. â) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè íàáîð
áóëåâûõ ôóíêöèé íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû Ïîñòà, òî ÷åðåç êîìïîçèöèþ ýòèõ ôóíêöèé
íåëüçÿ âûðàçèòü âñå áóëåâû ôóíêöèè.
4. Ïóñòü ôîðìóëà φ→ ψ ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ôîðìóëà τ , êîòîðàÿ
ñîäåðæèò òîëüêî îáùèå äëÿ φ è ψ ïåðåìåííûå, ÷òî ôîðìóëû φ→ τ è τ → ψ ÿâëÿþòñÿ òàâòîëîãèÿìè.
5. Ïðèâåäèòå ïðèìåð áóëåâîé ôóíêöèè îò n àðãóìåíòîâ, ó êîòîðîé ëþáàÿ äèçúþíêòèâíàÿ è êîíú-
þíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà ñîäåðæèò ëèøü ÷ëåíû (äèçúþíêòû èëè êîíúþíêòû) äëèíû n.

6. Äâå ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ïåðåìåííûå è ñâÿçêè ∨, ∧ è ¬ ýêâèâàëåíòíû. Äîêàæèòå, ÷òî
îíè îñòàíóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè âñþäó ∨ çàìåíèòü íà ∧ è íàîáîðîò.
7. Ñ Ìàðñà äîñòàâèëè óñòðîéñòâî, êîòîðîå ìãíîâåííî ïî ôîðìóëå â ÊÍÔ âûäàåò åå íàáîð çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âûïîëíÿåò ýòó ôîðìóëó, åñëè òàêîé íàáîð ñóùåñòâóåò. Ïîêàæèòå, êàê
ñ ïîìîùüþ ýòîãî óñòðîéñòâà ðàñêëàäûâàòü ñîñòàâíûå ÷èñëà íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé,
áîëüøèõ 1, çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàçìåðà èñõîäíîãî ÷èñëà.
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