
Ëèñòîê 3. Ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû - 2

Îïðåäåëåíèå. Ðàññìîòðèì ïðîïîçèöèîíàëüíûå ôîðìóëû, êîòîðûå èñïîëüçóþò êîíñòàíòó 1, êîíú-
þíêöèþ ∧ è ñóììó ïî ìîäóëþ äâà ⊕ (ïðèîðèòåò ∧ âûøå, ÷åì ⊕). Ìîíîìîì áóäåì íàçûâàòü êîí-
ñòàíòó 1 è êîíúþíêöèþ íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ. Ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà íàçûâàåòñÿ ôîðìóëà
âèäà m1 ⊕m2 ⊕ · · · ⊕mk, ãäå mi � ðàçëè÷íûå ìîíîìû, k ≥ 0. Ïðèìåð: x1x2 ⊕ x2 ⊕ 1.
1. à) Ïðåäñòàâüòå â âèäå ìíîãî÷ëåíàÆåãàëêèíà ∨,∧ è ¬; á) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà. â) Äîêàæèòå, ÷òî òàêîå ïðåäñòàâëåíèå
åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ìîíîìîâ.
2. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàæäîé íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû â ÊÍÔ, èñïîëüçóþùåé n ïåðåìåííûõ, åñòü
ðåçîëþöèîííîå îïðîâåðæåíèå, ñîñòîÿùèå èç íå áîëåå, ÷åì 2n+1 − 1 äèçúþíêòîâ.
3. Â êàæäóþ êëåòêó êâàäðàòà n × n ïîñòàâèì ñâîþ ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ, çàòåì äëÿ
êàæäîé êëåòêè, â êîòîðîé ñòîèò ïåðåìåííàÿ x çàïèøèì äèçúþíêò (¬x ∨ u(x) ∨ r(x)), ãäå u(x) �
ýòî ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â âåðõíåé ñîñåäíåé êëåòêå äëÿ x, à r(x) � ýòî ïåðåìåíåíàÿ �
ïðàâûé ñîñåä x (åñëè âåðõíåãî ñîñåäà íåò, òî u(x) = 0, à åñëè ïðàâîãî íåò, òî r(x) = 0). Ïóñòü
a � ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ ñòîèò â ëåâîé íèæíåé êëåòêå, äîïèøåì åùå äèçúþíêò (a). Ïîêàæèòå, ÷òî
êîíúþíêöèÿ âûïèñàííûõ äèçúþíêòîâ � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà è äëÿ íåå ñóùåòñâóåò ðåçîëþöè-
îííîå îïðîâåðæåíèå äëèíû O(n2).

4. Êàê ìîäèôèöèðîâàòü ðàññêàçàííûé íà ëåêöèè àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé âûïîëíèìîñòü ôîð-
ìóëû â 2-ÊÍÔ, ÷òîáû îí çà ïîëèíîìèàëüíîå îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ âðåìÿ òàêæå âûäàâàë íàáîð
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âûïîëíÿåò ôîðìóëó?
5. Ôîðìóëà â ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ Õîðíîâñêîé, åñëè êàæäûé åå äèçúþíêò ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
ïåðåìåííîé áåç îòðèöàíèÿ. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, êîòîðûé çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû âõîäíîé
ôîðìóëû âðåìÿ ïðîâåðèò, âûïîëíèìà ëè Õîðíîâñêàÿ ôîðìóëà.
6. Ïî ôîðìóëå â 2-ÊÍÔ ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Âåðøèíàìè ãðàôà áóäóò ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà (l1 ∨ l2) â ãðàôå ïðîâîäèòñÿ äâà
ðåáðà èç ¬l1 â l2 è èç ¬l2 â l1. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
êàæäîé ïåðåìåííîé x âåðøèíû x è ¬x íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñèëüíîé ñâÿçíîñòè (ò.å.
ëèáî èç x íåò ïóòè â ¬x, ëèáî èç ¬x íåò ïóòè â x).

2.6 Äâå ôîðìóëû, ñîäåðæàùèå òîëüêî ïåðåìåííûå è ñâÿçêè ∨, ∧ è ¬ ýêâèâàëåíòíû. Äîêàæèòå, ÷òî
îíè îñòàíóòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè âñþäó ∨ çàìåíèòü íà ∧ è íàîáîðîò.
2.7 Ñ Ìàðñà äîñòàâèëè óñòðîéñòâî, êîòîðîå ìãíîâåííî ïî ôîðìóëå â ÊÍÔ âûäàåò åå íàáîð çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âûïîëíÿåò ýòó ôîðìóëó, åñëè òàêîé íàáîð ñóùåñòâóåò. Ïîêàæèòå, êàê
ñ ïîìîùüþ ýòîãî óñòðîéñòâà ðàñêëàäûâàòü ñîñòàâíûå ÷èñëà íà ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîìíîæèòåëåé,
áîëüøèõ 1, çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàçìåðà èñõîäíîãî ÷èñëà.
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