
Ëèñòîê 4. Ôîðìóëû è ñõåìû

1. Ïðàâèëî îñëàáëåíèå ïîçâîëÿåò âûâåñòè èç äèçúþíêòà A äèçúþíêò A∨B äëÿ ëþáîãî äèçúþíê-
òà B. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè èç äèçúþíêòîâ D1, D2, . . . , Dn ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò äèçúþíêò C (ýòî
çíà÷èò, ÷òî ëþáîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âûïîëíÿåò âñå äèçúþíêòû Di, âûïîëíÿåò
òàêæå è C), òî C ìîæíî âûâåñòè èç Di ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèé ïðàâèë ðåçîëþöèè è îñëàáëåíèÿ.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ñóììèðîâàíèè äâîè÷íûõ ÷èñåë anan−1 . . . a1 è bnbn−1 . . . b1 ïåðåíîñ â i-ì

ðàçðÿäå ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî aiai−1 . . . a1 áîëüøå ÷èñëà b′ib
′
i−1 . . . b

′
1, ãäå

b′k = 1−bk äëÿ âñåõ k îò 1 äî n. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî n = 2m. á) Ïîñòðîéòå ñõåìó ðàçìåðà O(n) è ãëó-

áèíû O(log n), êîòîðàÿ âû÷èñëèò ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèé ÷èñåë ajaj−1 . . . aj−2k+1 c b
′
jb
′
j−1 . . . b

′
j−2k+1

äëÿ âñåõ k ≤ m è âñåõ j, êðàòíûõ 2k (ïðè ýòîì j ≤ n). Ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ ìîæíî õðàíèòü â
äâóõ áèòàõ: 00, åñëè ïåðâîå ÷èñëî ìåíüøå, 11, åñëè ïåðâîå ÷èñëî áîëüøå è 10, åñëè ÷èñëà ðàâíû. â)
Ïîñòðîéòå ñõåìó ðàçìåðà O(n) è ãëóáèíû O(log n), êîòîðàÿ âû÷èñëèò ðåçóëüòàòû ñðàâíåíèé ÷èñåë
aiai−1 . . . a1 è b′ib

′
i−1 . . . b

′
1 äëÿ âñåõ i îò 1 äî n. ã) Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñõåìà äëÿ ñëîæåíèÿ

äâóõ n-áèòíûõ ÷èñåë ðàçìåðà O(n) è ãëóáèíû O(log n).

3. Ïîëüçóÿñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñõåìà äëÿ óìíîæåíèÿ
äâóõ n-áèòíûõ ÷èñåë ðàçìåðà O(n2) è ãëóáèíû O(log n).

4. Ïîêàæèòå, ÷òî åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñõåìû ïîëèíîìèàëüíîãî îò ÷èñëà
âõîäîâ ðàçìåðà è ãëóáèíîé O(log n), òî îíà âû÷èñëÿåòñÿ è ôîðìóëîé ïîëèíîìèàëüíîãî îò ÷èñëà
ïåðåìåííûõ ðàçìåðà.
5. Äîêàæèòå, ÷òî ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ áóëåâó ôóíêöèþ f : {0, 1}n → {0, 1}, êîòîðàÿ çàâèñèò îò
âñåõ n àðãóìåíòîâ, èìååò ðàçìåð íå ìåíüøå cn è ãëóáèíó íå ìåíüøå c log n, ãäå c > 0 � íåêîòîðàÿ
êîíñòàíòà, êîòîðàÿ çàâèñèò òîëüêî îò áàçèñà ñõåìû.
6. Ôóíêöèÿ ãîëîñîâàíèÿ Maj2k+1 : {0, 1}2k+1 → {0, 1} ðàâíÿåòñÿ 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
õîòÿ áû k + 1 áèòîâ âõîäà ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñõåìà, âû÷èñëÿþùàÿ
ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ, ðàçìåðà O(k).

3.5 Ôîðìóëà â ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ Õîðíîâñêîé, åñëè êàæäûé åå äèçúþíêò ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîé
ïåðåìåííîé áåç îòðèöàíèÿ. Ïðèäóìàéòå àëãîðèòì, êîòîðûé çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû âõîäíîé
ôîðìóëû âðåìÿ ïðîâåðèò, âûïîëíèìà ëè Õîðíîâñêàÿ ôîðìóëà.
3.6 Ïî ôîðìóëå â 2-ÊÍÔ ïîñòðîèì îðèåíòèðîâàííûé ãðàô. Âåðøèíàìè ãðàôà áóäóò ìíîæåñòâî
ïåðåìåííûõ è îòðèöàíèé ïåðåìåííûõ. Äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà (l1 ∨ l2) â ãðàôå ïðîâîäèòñÿ äâà
ðåáðà èç ¬l1 â l2 è èç ¬l2 â l1. Äîêàæèòå, ÷òî ôîðìóëà âûïîëíèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ
êàæäîé ïåðåìåííîé x âåðøèíû x è ¬x íàõîäÿòñÿ â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñèëüíîé ñâÿçíîñòè (ò.å.
ëèáî èç x íåò ïóòè â ¬x, ëèáî èç ¬x íåò ïóòè â x).

1


