
Ëèñòîê 8. Ãðàôû.

1. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ãðàôå åñòü äâå âåðøèíû îäèíàêîâîé ñòåïåíè.

2. à) Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî. á) Âåðøèíû ñâÿçíîãî
ãðàôà ïîêðàøåíû â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ÷åðíûõ âåðøèí ÷åòíî. Äîêàæèòå,
÷òî ìîæíî â ýòîì ãðàôå âûêèíóòü íåñêîëüêî ðåáåð òàê, ÷òîáû â ïîëó÷èâøåìñÿ ãðàôå âñå ÷åðíûå
âåðøèíû èìåëè áû íå÷åòíóþ ñòåïåíü, à âñå áåëûå âåðøèíû èìåëè áû ÷åòíóþ ñòåïåíü.
3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå n âåðøèí è n−k ðåáåð, òî â íåì êàê ìèíèìóì
k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.
4. Èìååòñÿ ñåòêà â âèäå êâàäðàòà n× n. Ðàçðåæàåòñÿ ðàçðåçàòü ëþáîå ðåáðî ñåòêè. Êàêîå ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî ðàçðåçîâ ìîæíî ñäåëàòü òàê, ÷òîáû ñåòêà âñå åùå íå ðàçâàëèëàñü íà äâå ÷àñòè?
5. à) Äîêàæèòå, ÷òî èç ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà ìîæíî âûêèíóòü âåðøèíó è âñå âûõîäÿùèå
èç íåå ðåáðà òàê, ÷òîáû îñòàâøèéñÿ ãðàô áûë ñâÿçíûì. á) Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí
íå ìåíåå äâóõ. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì ìîæíî óäàëèòü äâå ñîåäèíåííûå ðåáðîì âåðøèíû áåç ïîòåðè
ñâÿçíîñòè.
6. Â ñâÿçíîì ãðàôå íà êàæäîì ðåáðå íàïèñàëè ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Âåñîì îñòâíîãî äåðåâà ìû
íàçûâàåì ñóììó ÷èñåë íà ðåáðàõ, âõîäÿùèõ â íåãî. à) Äîêàæèòå, ÷òî ìèíèìàëüíîå ïî âåñó îñòîâíîå
äåðåâî ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî ìèíèìàëüíîãî âåñà. á) Äîêàæèòå, ÷òî êàæäîå ìèíèìàëüíîå
ðåáðî ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû â îäíîì èç îñòîâíûõ äåðåâüåâ ìèíèìàëüíîãî âåñà. â) Äîêàæèòå, ÷òî
îñòîâíîå äåðåâî, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ñóììû íàïèñàííûõ ÷èñåë ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç
îñòîâíûõ äåðåâüåâ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ñóììû êâàäðàòîâ íàïèñàííûõ ÷èñåë.
7. Â ñâÿçíîì ãðàôå ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ðàâíÿþòñÿ 10. Äîêàæèòå, ÷òî ýòîò ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿç-
íûì, åñëè èç íåãî óäàëèòü ëþáîå ðåáðî.
8. Â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì k âèñÿ÷èõ âåðøèí è åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â
êîòîðîì m âèñÿ÷èõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ` ìåæäó k è m â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ
îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì ` âèñÿ÷èõ âåðøèí.

5.6 Íà ìíîæåñòâå N çàäàéòå ôîðìóëó â ñèãíàòóðå (S,=), êîòîðàÿ âûðàæàåò ïðåäèêàò x = y +N ,
ãäå S � ýòî ôóíêöèÿ ïðèáàâëåíèÿ 1, N � êîíêðåòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëèíà òàêîé ôîðìóëû
äîëæíà áûòü O(log2 N).
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