
Ëèñòîê 9. Ãðàôû è âåðîÿòíîñòü.

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè
(
n
k

)
(1 − 2−k)n−k < 1, òî n êîìàíä ìîãóò òàê ñûãðàòü â âîëåéáîë (êàæäàÿ

êîìàíäà èãðàåò ñ êàæäîé ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó, íè÷üèõ íåò), ÷òîáû äëÿ ëþáûõ k êîìàíä íàøëàñü
áû êîìàíäà, êîòîðàÿ âûèãðàëà áû ó ýòèõ k êîìàíä.

2. Â øêîëå â êàæäîì êðóæêå ó÷èòñÿ n ≥ 4 ÷åëîâåê, ÷èñëî êðóæêîâ íå ïðåâîñõîäèò 4n−1

3n . Äîêà-
æèòå, ÷òî ìîæíî âñåì øêîëüíèêàì âûñòàâèòü îöåíêè ïî ïîâåäåíèþ (÷åòûðå îöåíêè: îò 2 äî 5), ÷òî
â êàæäîì êðóæêå áóäóò ïðåäñòàâëåíû âñå 4 îöåíêè.
3. Ïóñòü Ω � êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà Ω.
Äîêàæèòå ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé: Äëÿ ëþáûõ ñîáûòèé A1, A2, . . . , An ⊆ Ω âûïîëíÿåòñÿ

P (∪iAi) =
∑
i

P (Ai)−
∑
i<j

P (Ai ∩Aj) +
∑

i<j<k

P (Ai ∩Aj ∩Ak)− . . .

4. Ïóñòü F � òàêîå ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ [n], ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ A,B ∈ F âûïîëíÿåòñÿ
A ∩B 6= ∅. Ïîêàæèòå, ÷òî |F| ≤ 2n−1.

5. Ìíîæåñòâî ñîáûòèé A1, A2, . . . , An ⊆ Ω íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè P (
⋂

i Ai) =
∏

i P (Ai).
Ïðèâåäèòå ïðèìåð êîíå÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà è òðåõ ñîáûòèé A,B,C, ÷òî ëþáûå äâà
èç íèõ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, íî â ñîâîêóïíîñòè îíè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè.
6. Äëÿ äâóõ ñòðîê x, y ∈ {0, 1}n îáîçíà÷èì èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ïî ìîäóëþ äâà: <x, y> =∑n

i=1 xiyi mod 2. ×åìó ðàâíÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ <x, y> = 1, åñëè ñòðîêà y âûáèðàåòñÿ ñëó-
÷àéíî (è âñå âàðèàíòû ðàâíîâåðîÿòíû), à ñòðîêà x ôèêñèðîâàíà?

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðøèíû íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà èìåþò ñòåïåíü íå áîëüøå, ÷åì k, òî
åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â k + 1 öâåò òàê, ÷òîáû êîíöû ëþáîãî ðåáðà áûëè ïîêðàøåíû â
ðàçíûå öâåòà.
8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè âåðøèíû ãðàôà èìåþò ñòåïåíü íå áîëüøå, ÷åì k, òî åãî âåðøèíû ìîæíî
ïîêðàñèòü â [k/2] + 1 öâåò òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé âåðøèíû íå áîëåå îäíîãî ðåáðà èñõîäèëî â
âåðøèíû òîãî æå öâåòà ([x] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà x).

9. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (èç êàæäîé âåðøèíû ìîæíî äîáðàòüñÿ â êàæäóþ) ó
êàæäîé âåðøèíû âõîäÿùàÿ ñòåïåíü ðàâíà èñõîäÿùåé. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñâòóåò öèêë, ïðîõîäÿùèé
ïî êàæäîìó ðåáðó ðîâíî 1 ðàç.
10. Â ñèëüíî ñâÿçíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå (ñèëüíî ñâÿçíûé ãðàô, çíà÷èò èç ëþáîé âåðøèíû
ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîé äðóãîé) ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì îäíî
ðåáðî, êðîìå òîãî èç ëþáîé âåðøèíû âûõîäèò ïî êðàéíå ìåðå äâà ðåáðà. Äîêàæèòå, ÷òî â òàêîì
ãðàôå ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó áåç ïîòåðè ñèëüíîé ñâÿçíîñòè.

5.6 Íà ìíîæåñòâå N çàäàéòå ôîðìóëó â ñèãíàòóðå (S,=), êîòîðàÿ âûðàæàåò ïðåäèêàò x = y + N ,
ãäå S � ýòî ôóíêöèÿ ïðèáàâëåíèÿ 1, N � êîíêðåòíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëèíà òàêîé ôîðìóëû
äîëæíà áûòü O(log2 N).
8.8 Â ñâÿçíîì ãðàôå åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì k âèñÿ÷èõ âåðøèí è åñòü îñòîâíîå äåðåâî, â
êîòîðîì m âèñÿ÷èõ âåðøèí. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà ` ìåæäó k è m â ýòîì ãðàôå íàéäåòñÿ
îñòîâíîå äåðåâî, â êîòîðîì ` âèñÿ÷èõ âåðøèí.
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