
×òî íàäî ðåøàòü:

• Åâãåíèé: 3, 9, 11, 20, 22, 25

• Íèêîëàé: 8, 10, 17, 20, 23, 25

• Àííà: 8, 12, 14, 16, 17, 18

• Àëåêñåé: 2, 6, 12, 17, 18, 25

• Äìèòðèé 4, 7, 11, 12, 16, 20

Çàäà÷è ïî òåîðèè âû÷èñëèìîñòè.

1. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ìîæíî ýêâèâàëåíòíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî ÷èñåë,
êîòîðûå ìîãóò ïîÿâèòüñÿ íà âûõîäå íåäåòåðìèíèðîâàííîé Ìàøèíû Òüþðèíãà (ïðè ôèêñèðîâàííîì
âõîäå).

2. Ïóñòü F ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âû÷èñ-
ëèìàÿ ôóíêöèÿ f , îïðåäåëåííàÿ íà òåõ è òîëüêî òåõ x, äëÿ êîòîðûõ íàéäåòñÿ y, ïðè êîòîðîì
(x, y) ∈ F , ïðè÷åì çíà÷åíèå f(x) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òàêèõ y.
Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî α íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì, åñëè ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ a, êîòîðàÿ ïî ëþáîìó ðàöèîíàëüíîìó ε > 0 äàåò ðàöèîíàëüíîå ïðèáëèæåíèå ê α ñ îøèáêîé
íå áîëåå ε, ò.å. |α− a(ε)| ≤ ε äëÿ ëþáîãî ðàöèîíàëüíîãî ε > 0.

3. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî α âû÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë,
ìåíüøèõ α, ðàçðåøèìî.
4. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî α âû÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíàêîâ
ïðåäñòàâëÿþùåé åãî äåñÿòè÷íîé (èëè äâîè÷íîé) äðîáè âû÷èñëèìà.

5. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî α âû÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âû÷èñëèìàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, âû÷èñëèìî ñõîäÿùàÿñÿ ê α (ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî
àëãîðèòìè÷åñêè óêàçàòü N ïî ε â ñòàíäàðòíîì ε−N -îïðåäåëåíèè ñõîäèìîñòè.)

6. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóììà, ïðîèçâåäåíèå, ðàçíîñòü è ÷àñòíîå âû÷èñëèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
âû÷èñëèìû. Ïîêàæèòå, ÷òî êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ñ âû÷èñëèìûìè êîýôôèöèåíòàìè âû÷èñëèì.
7. Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî ïðåäåë âû÷èñëèìî ñõîäÿùåéñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè âû÷èñëèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âû÷èñëèì.
8. Äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî íàçûâàþò ïåðå÷èñëèìûì ñíèçó, åñëè ìíîæåñòâî âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷è-
ñåë, ìåíüøèõ α, ïåðå÷èñëèìî. (Ïåðå÷èñëèìîñòü ñâåðõó îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî.) Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî ïåðå÷èñëèìî ñíèçó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëîì íåêîòîðîé âû÷èñëèìîé
âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
9. Äîêàæèòå, ÷òî äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî âû÷èñëèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî ïåðå÷èñëèìî
ñíèçó è ñâåðõó.
10. Âñå ñå÷åíèÿ Un íåêîòîðîé ôóíêöèè U äâóõ àðãóìåíòîâ âû÷èñëèìû. Ñëåäóåò ëè îòñþäà, ÷òî
ôóíêöèÿ U âû÷èñëèìà?
11. Ïóñòü U ïåðå÷èñëèìîå ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, óíèâåðñàëüíîå äëÿ êëàññà âñåõ
ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ¾äèàãîíàëüíîå ñå÷åíèå¿ K = {x |
(x, x) ∈ U} ÿâëÿåòñÿ ïåðå÷èñëèìûì íåðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì.

12. Íåêîòîðîå ìíîæåñòâî S íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàçðåøèìî. Ðàçëîæèì âñå ÷èñëà èç S íà ïðîñòûå
ìíîæèòåëè è ñîñòàâèì ìíîæåñòâî D âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, âñòðå÷àþùèõñÿ â ýòèõ ðàçëîæåíèÿõ.
Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî D ðàçðåøèìî?
13. Ìíîæåñòâî U ⊆ N × N ðàçðåøèìî. Ìîæíî ëè óòâåðæäàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ¾íèæíèõ òî÷åê¿
ìíîæåñòâà U , òî åñòü ìíîæåñòâî V = {(x, y) | (x, y) ∈ U ∧ ((x, z) /∈ U äëÿ âñåõ z < y)} ðàçðåøèìî?
14. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò ïåðå÷èñëèìûå ñíèçó, íî íå âû÷èñëèìûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà.
Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü ôèêñèðîâàíà ãëàâíàÿ óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ êëàññà âû÷èñëèìûõ ôóíê-
öèé îäíîãî àðãóìåíòà. Òîãäà âîçíèêàåò íóìåðàöèÿ âû÷èñëèìûõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì: íîìåðîì ÷èñëà α ÿâëÿåòñÿ ëþáîé íîìåð ëþáîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ ïî ðàöè-
îíàëüíîìó ε > 0 äàåò ε-ïðèáëèæåíèå ê α.
15. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ëþáûì äâóì íîìåðàì äâóõ âû÷èñëèìûõ
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë äàåò (íåêîòîðûé) íîìåð èõ ñóììû.



16. Ïîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ëþáîìó íîìåðó ëþáîãî âû÷èñëèìîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà îòâå÷àåò íà âîïðîñ, ðàâíî ëè ýòî ÷èñëî íóëþ.
17. Èçâåñòíî, ÷òî âñÿêîå âû÷èñëèìîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî èìååò âû÷èñëèìîå äåñÿòè÷íîå ðàçëî-
æåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî òåì íå ìåíåå íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé ïî ëþáîìó íîìåðó ëþáîãî âû÷èñëèìîãî
äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà äàåò íîìåð âû÷èñëèìîé ôóíêöèè, çàäàþùåé åãî äåñÿòè÷íîå ðàçëîæåíèå.
18. Äîêàæèòå, ÷òî â ëþáîì ðàçóìíîì (çàäàþùåì ãëàâíóþ íóìåðàöèþ) ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ïðîãðàìì p0, p1, p2, . . . ñ òàêèì ñâîéñòâîì: ïðîãðàììà
pi ïå÷àòàåò ïðîãðàììó pi+1.

19. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðà ïðîãðàìì A, B òàêèõ, ÷òî A ïå÷àòàåò òåêñò B (îáû÷íûì
îáðàçîì), à B ïå÷àòàåò òåêñò A çàäîì íàïåðåä.

20. Ïóñòü f è g âû÷èñëèìûå âñþäó îïðåäåëåííûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå íîìåðà
ìàøèí Òüþðèíãà m è n ÷òî àëãîðèòì ñ íîìåðîè f(n) âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê è àëãîðèòì ñ íîìåðîì
m, à àëãîðèòì ñ íîìåðîì g(m) âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê è àëãîðèòì ñ íîìåðîì n.

21. Ïðîâåðüòå, ÷òî ìíîæåñòâà Σn è Πn çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ è
äåêàðòîãî ïðîèçâåäåíèÿ.
22. ßâëÿþòñÿ ëè ïåðå÷èñëèìûìè ìíîæåñòâî âñåõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ èíúåêòèâíûå ôóíê-
öèè. À êîïåðå÷èñëèìûì?
23. ßâëÿþòñÿ ëè ïåðå÷èñëèìûìè ìíîæåñòâî âñåõ ïðîãðàìì, âû÷èñëÿþùèõ ñþðúåêòèâíûå ôóíê-
öèè. À êîïåðå÷èñëèìûì?
24. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóþò íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïåðå÷èñëèìûå ìíîæåñòâà A è B, êîòîðûå íå
ìîãóò áûòü îòäåëåíû ðàçðåøèìûì ìíîæåñòâîì: íå ñóùåñòâóåò òàêîãî ðàçðåøèìîãî C, ÷òî A ⊆ C
è B ∩ C = ∅.
25. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ÷èñëî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïåðå÷èñëèìûõ ìíîæåñòâ, íèêàêèå
äâà èç êîòîðûõ íå îòäåëèòü ðàçðåøèìûì.


