
Çàäà÷è ê çà÷åòó ïî ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå
1. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçðàñòàþùàÿ âû÷èñëèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë an,
êîòîðàÿ îãðàíè÷åíà ñ âåðõó, òàêàÿ, ÷òî íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé áû ïî k âûäàâàë áû n, ÷òî α−an < 2−k,
ãäå α = lim an.
2. Ðàññìîòðèì ðåçîëþöèîííóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ äëÿ èñ÷èñëåíèÿ ïðåäèêàòîâ. Ñèñòåìà äîêàçû-
âàåò, ÷òî çàìêíóòàÿ ôîðìóëà ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: ôîðìóëà ïðèâîäèòñÿ â
ïðåäâàðåííóþ íîðìàëüíóþ ôîðìó, çàòåì ïðîâîäèòñÿ ñêóëåìèçàöèÿ (èçáàâëÿåìñÿ îò ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ). Ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà ∀x1∀x2 . . . xkφ, ïðèâîäèì φ â ÊÍÔ, ïóñòü A � ýòî ìíîæåñòâî ïîëó÷åí-
íûõ êëîçîâ. Îïðîâåðæåíèåì ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ÿâëÿåòñÿ ñïèñîê êëîçîâ, çàêàí÷èâàþùèéñÿ ïóñòûì
êëîçîì, êàæäûé êëîç èç ñïèñêà ëèáî ïðèíàäëåæèò A, ëèáî ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé çàìêíóòîãî òåðìà
âìåñòî ïåðåìåííîé èç îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ êëîçîâ, ëèáî âûâîäèòñÿ ïî ïðàâèëó ðåçîëþöèè èç äâóõ
ïðåäûäóùèõ. Äîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà êîððåêòíà è ïîëíà.
3. Ïóñòü ïðîïîçèöèîíàëüíàÿ ôîðìóëà ϕ → ψ ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãèåé. à) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ òàêàÿ
ôîðìóëà τ , êîòîðàÿ âêëþ÷àåò òîëüêî îáùèå äëÿ ϕ è ψ ïåðåìåííûå, ÷òî ôîðìóëû ϕ → τ è τ → ψ ÿâëÿ-
þòñÿ òàâòîëîãèÿìè. á) Åñëè ïðè ýòîì ϕ è ψ ìîíîòîííûå ôîðìóëû, òî τ ìîæíî âûáðàòü ìîíîòîííîé.
4. Îïèñàòü ìíîæåñòâî âûðàçèìûõ ïðåäèêàòîâ â èíòåðïðåòàöèÿõ: à) (Q,=, S), ãäå S(x) � ýòî ïðèáàâ-
ëåíèå åäèíè÷êè, á) (N,=, S), â) (N, =, S, P ), ãäå P (x) çíà÷èò �áûòü ñòåïåíüþ äâîéêè�.
5. Áóäåò ëè èíòåðïðåòàöèÿ (N, =, <) ýëåìåíòàðíî ýêâèâàëåíòíà à) (N+ N,=, <), á) (N+ Z, =, <)?
6. Áóäóò ëè òåîðèè Th(Z, =, <) è Th(N, =, <) êîíå÷íî àêñèîìàòèçèðîâàííû?
7. Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé áèåêöèè i : N → N, ìîæåò íå áûòü
ïðèìèòèâíî ðåêóðñèâíîé.
8. Ïóñòü Γ � ìíîæåñòâî çàìêíóòûõ ôîðìóë â ñèãíàòóðå ñ ðàâåíñòâîì. Ïîêàæèòå, ÷òî çàìêíóòàÿ
ôîðìóëà ϕ ýòîé ñèãíàòóðû èñòèííà âî âñåõ íîðìàëüíûõ ìîäåëÿõ Γ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
âûâîäèìà èç Γ è àêñèîì ðàâåíñòâà.
9. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò äâà ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìà ñ íîìåðàìè p è q, òàêèå, ÷òî àëãîðèòì p íà
âñåõ âõîäàõ ïå÷àòàåò q, à àëãîðèòì q íà âñåõ âõîäàõ ïå÷àòàåò p.
10. Ïóñòü A � ýòî ìíîæåñòâî íîìåðîâ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå îñòàíàâëèâàþòñÿ íà ïóñòîì âõîäå. Ïîñòðîé-
òå ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ A-ïåðå÷èñëèìûì è åãî äîïîëíåíèå íå ÿâëÿåòñÿ A-ïåðå÷èñëèìûì.
Â êàêîé ñàìûé ìàëåíüêèé óðîâåíü àðèôìåòè÷åñêîé èåðàðõèè òàêîå ìíîæåñòâî ìîæåò ïîïàñòü?


