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Ëåêöèÿ 11

Ââåäåíèå â ñëîæíîñòü â ñðåäíåì

(Êîíñïåêò: Ã. ßðîñëàâöåâ)

Êàê ìû çíàåì èç ïåðâîé ëåêöèè, îäíîñòîðîííèå â íàèõóäøåì ñëó÷àå ôóíêöèè ñóùå-
ñòâóþò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P 6= NP . Õîòÿ îäíîñòîðîííèå â íàèõóäøåì ñëó÷àå
ôóíêöèè ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà íå ïðåäñòàâëÿþò, ó íèõ î÷åíü ïðèâû÷íîå äëÿ òåîðèè
ñëîæíîñòè îïðåäåëåíèå, çàäà÷à èõ îáðàùåíèÿ íå ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Êðèïòîãðàôè÷åñêè îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè íå î÷åíü õîðîøè ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè
ñëîæíîñòè, ïîñêîëüêó èõ ñóùåñòâîâàíèå íå ñëåäóåò íè èç êàêèõ ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ î ñëîæíîñòíûõ êëàññàõ. Âàæíåéøèì îòêðûòûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå
òàêèõ ïðåäïîëîæåíèé. Ðàçóìíî èñêàòü òàêèå ïðåäïîëîæåíèÿ íà ÿçûêå íå ñëîæíîñòè â
íàèõóäøåì ñëó÷àå, à íà ÿçûêå ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ñëó÷àå.

Òåîðèÿ ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ñëó÷àå âîçíèêëà â 80-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà, åå îñíîâîïî-
ëîæíèêàìè ñòàëè Ë. Ëåâèí è Þ. Ãóðåâè÷.

11.0.1 Îïðåäåëåíèÿ

Â òåîðèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì âñå âû÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ âìåñòå ñ
âåðîÿòíîñòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè íà èñõîäíûõ äàííûõ.
Îïðåäåëåíèå 11.1 (Àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé). Ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååòñÿ
àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé {Dn}∞n=1, åñëè çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñïðåäåëíèé Di :
{0, 1}∗ → [0, 1] è ñóùåñòâóåò òàêîé ìíîãî÷ëåí p(n), ÷òî∑

x∈{0,1}∗
Dn(x) =

∑
|x|≤p(n)

Dn(x) = 1

. Çäåñü n � ýòî õàðàêòåðíûé ðàçìåð âõîäà äëÿ çàäà÷è (íàïðèìåð, ÷èñëî âåðøèí â ãðà-
ôå, ÷èñëî ïåðåìåííîé â ôîðìóëå èëè ïðîñòî ðàçìåð âõîäà). Íîñèòåëåì ðàñïðåäåëåíèÿ
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî suppDn = {x ∈ {0, 1}n | Dn(x) > 0}.
Ïðèìåð 11.1. Un(x) = 2−n, åñëè |x| = n. Ýòî àíñàìáëü ðàâíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Îïðåäåëåíèå 11.2. Ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷åé ðàñïîçíàâàíèÿ íàçûâàåòñÿ ïàðà (L,D),
ãäå L ⊆ {0, 1}∗ � ýòî ÿçûê, à D ýòî àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé.
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Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó
çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ. Íà÷íåì ñ íàèâíîãî îïðåäåëåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü,
÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåä-
íåì âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì A, ÷òî îí ðàñïîçíàåò ÿçûê L è ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå âðåìåíè åãî ðàáîòû íà âõîäàõ, ç àäàâàåìûõ àíñàìáëåì ðàñïðåäåëåíèåé
Dn, îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò n.

Ïî÷åìó äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü õîðîøèì? Äåëî â òîì, ÷òî êëàññ
îïðåäåëåííûõ âûøå çàäà÷ íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî òàêîé ï ðîñòîé îïåðàöèè êàê âîç-
âåäåíèå â êâàäðàò, íàïðèìåð (íàïîìíèì, ÷òî êëàññ ïîëèíîìîâ êàê ðàç òåì è õîðîø, ÷òî
çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Dn ýòî ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà âõîäàõ äëèíû n, A � àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L, à tA(x) �
âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà âõîäå x. Ïóñòü tA(x) = 2n, åñëè x = 0n è tA(x) = 1 ïðè
x 6= 0n. Â òàêîì ñëó÷àå E[tA(x)] îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì, à E[t2A(x)] óæå ýêñïîíåíöèàëü-
íî.

Ïðèâåäåííûé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî íàèâíîå îïðåäåëåíèå íå î÷åíü óäà÷íî. Ïîýòî-
ìó íàøå îïðåäåëåíèå áóäåò ÷óòü áîëåå ñëàáûì.
Îïðåäåëåíèå 11.3 (Ëåâèí). Àëãîðèòì A ðåøàåò ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó ðàñïîçíà-
âàíèÿ (L,D) çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ, åñëè ∃ε > 0 : E

x←Dn

[tεA(x, 1n)] = O(n).

Äðóãîå ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå äàë Èìïàëüÿööî.
Îïðåäåëåíèå 11.4 (Èìïàëüÿööî). Çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D) ðåøàåòñÿ çà ïîëè-
íîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, δ, 1n) (çäåñü δ ýòî ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî èç èíòåðâàëà [0..1]) òàêîé, ÷òî:

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì p( |x|
δ

)

2. A(x, δ, 1n) ∈ {L(x),⊥} ïðè x ∈ suppDn

3. Pr
x←Dn

[A(x, δ, 1n) = ⊥] < δ

Òåîðåìà 11.1. Îïðåäåëåíèÿ Ëåâèíà è Èìïàëüÿööî ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ Ëåâèíà ñëåäóåò îïðåäåëåíèå Èìïà-
ëüÿööî.

Ïóñòü çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðå-
ìÿ â îïðåäåëåíèè Ëåâèíà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêîé àëãîðèòì A è êîíñòàíòû ε, c, ÷òî
E

x←Dn

[tA(x, 1n)ε] ≤ cn. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àëãîðèòì B(x, δ, 1n), êîòî-

ðûé óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ Èìïàëüÿööî. Àëãîðèòì B çàïóñêàåò A(x, 1n) íà ( c|x|
δ

)
1
ε

øàãîâ. Åñëè óñïåâàåò îñòàíîâèòüñÿ, òî B âûäàåò åãî îòâåò, èíà÷å âûäàåò ⊥.
Ñâîéñòâà 1 è 2 èç îïðåäåëåíèÿ Èìïàëüÿööî âûïîëíåíû, îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîë-

íåíèå Ñâîéñòâà 3:

Pr
x←Dn

[B(x, δ, 1n) = ⊥] = Pr
x←Dn

[tA(x, 1n) > (
cn

δ
)

1
ε
] = Pr

x←Dn

[tεA(x, 1n) >
cn

δ
] < δ
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà.
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ Èìïàëüÿööî ñëåäóåò îïðåäåëåíèå Ëåâèíà.
Ïóñòü àëãîðèòì A(x, δ, 1n) ðåøàåò ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ çà ïîëè-

íîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ â îïðåäåëåíèè Èìïàëüÿööî. Ïîñòðîèì àëãîðèòì B(x, 1n)
òàêîé, ÷òî îí ðåøàåò ýòó æå çàäà÷ó çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ â îïðåäåëå-
íèè Ëåâèíà. Àëãîðèòì B çàïóñêàåò àëãîðèòì íà ñëåäóþùèõ âõîäàõ: A(x, 1

2
) . . . A(x, 1

2k )
ïîêà íå âñòðåòèòñÿ ïåðâûé îòâåò, îòëè÷íûé îò ⊥. Ýòîò îòâåò B è âûäàåò â êà÷åñòâå
ðåçóëüòàòà ñâîåé ðàáîòû.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé àëãîðèòì óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ Ëåâèíà. Ïóñòü
âðåìÿ ðàáîòû (x, δ, 1n) îãðàíè÷åíî (n

δ
)c è ïóñòü ε = 1

2c
. Òîãäà:

E
x←Dn

[tεB(x, 1n)] ≤
∞∑

k=1

(n2k)
1
2

1

2k
=
∞∑

k=1

n
1
2

2
k
2

= O(n
1
2 ) = O(n)

Ââåäåì îïðåäåëåíèÿ íåñêîëüêèõ ñëîæíîñòíûõ êëàññîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñëîæíîñòüþ â
ñðåäíåì.
Îïðåäåëåíèå 11.5. AvgP � ýòî êëàññ ðàñïðåäåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D), êî-
òîðûå ðåøàþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ.

Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåìíîãî ïîõîæèé êëàññ, êëàññ çàäà÷, êîòîðûå ðå-
øàþòñÿ çà ýâðèñòè÷åñêîå ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
Îïðåäåëåíèå 11.6. HeurP � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D),
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, δ, 1n) òàêîé, ÷òî:

1. Âðåìÿ åãî ðàáîòû îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì p( |x|
δ

)

2. Pr
x←Dn

[A(x, δ, 1n) 6= L(x)] < δ

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî AvgP ⊆ HeurP (äîñòàòî÷íî îòâåò ⊥ çàìåíèòü íà 0).
Îïðåäåëåíèå 11.7. Avgδ(n)P � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D),
äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, 1n) òàêîé, ÷òî:

1. A(x, 1n) ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
2. A(x, 1n) ∈ {L(x),⊥}

3. Pr
x←Dn

[A(x, 1n) = ⊥] < δ(n)

Îïðåäåëåíèå 11.8. Heurδ(n)P � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ
(L,D), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, 1n) òàêîé, ÷òî:

1. A(x, 1n) ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
2. Pr

x←Dn

[A(x, 1n) 6= L(x)] < δ(n)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî AvgP ⊆ Avg 1
nc

P ⊆ Heur 1
nc

P .
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11.1 Ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñëîæíîñòü

â õóäøåì ñëó÷àå è â ñðåäíåì ñîâïàäàþò

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé, ïî îòíîøåíèþ ê
êîòîðîìó ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè â ñðåäíåì è â õóäøåì ñëó÷àå ñîâïàäàþò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå
ïðè èçó÷åíèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì îáû÷íî íå ðàññìàòðèâàþò âñå âîçìîæíûå ðàñïðå-
äåëåíèÿ, à ðàññìàòðèâàþò òîëüêî íåêîòîðûå èõ êëàññû.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïàðû (M, w), ãäå M ýòî ìàøèíà Òüþðèíãà, à w � ñòðîêà.
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè äëèíà çàïèñè M ðàâíà l, à äëèíà çàïèñè w ðàâíà n, òî äëèíà çàïèñè
(M, w) ðàâíà l + n + 2 log l + 2 log n + O(1).

Äëÿ äâîè÷íîé ñòðîêè x îáîçíà÷èì ÷åðåç K(x) äëèíó ñàìîé êîðîòêîé ïàðû (M, w)
òàêîé, ÷òî ìàøèíà M íà âõîäå w âûäàåò x. Âåëè÷èíà K(x) íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíîé
êîëìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñòðîêè x.

Óíèâåðñàëüíîå âåðîÿòíîñòíîå ðàñïðåäåëåíèå K îïðåäåëÿåòñÿ òàê, ÷òîáû âåðîÿò-
íîñòü ñòðîêè x áûëà ðàâíà 2−K(x). Çàìåòèì, ÷òî ∑

x 2−K(x) ≤ 1, ïîñêîëüêó ïðåäñòàâ-
ëåíèå (M, w) ïðåôèêñíî ñâîáîäíîå (íà ñàìîì äåëå, ∑

x 2−K(x) ≤ 1, ïîýòîìó ôîðìàëüíî
K íå ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì, íî ìû ìîæåì åãî ïîäïðàâèòü, ïðèñâîèâ,
íàïðèìåð, ïóñòîé ñòðîêå ε âåðîÿòíîñòü 1−

∑
x 6=0 2−K(x)). Íàêîíåö, ïóñòü {Kn} ýòî áóäåò

àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé, ãäå Kn ýòî ðàñïðåäåëåíèå K òîëüêî, îãðàíè÷åííîå íà ñòðî÷êè
äëèíû n.
Òåîðåìà 11.2. Ñóùåñòâóåò òàêîé àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé D, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçðå-
øèìîãî ÿçûêà L åñëè ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D)ëåæèò â Heur 1

n3
P ,

òî L ∈ P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îïðåäåëåííûé âûøå àíñàìáëü ðàñïðåäåëå-
íèé {Kn}.

Ïóñòü A ýòî ïîëíèîìèàëüíûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîäòâåðæäàåò òîò
ôàêò, ÷òî (L, {Kn}) ∈ Heur 1

n3
P . Ïîêàæåì, ÷òî ëèøü äëÿ êîëå÷íîãî ÷èñëà ñòðîê

A(x, |x|) 6= L(x), èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî L ∈ P .
Ïî îïðåäåëåíèþ:

Kn(x) =
2−K(x)∑

y∈{0,1}n 2−K(y)

è ìîæíî âèäåòü, ÷òî ∑
y∈{0,1}n 2−K(y) = Ω( 1

n(log n)2
), ïîñêîëüêó ñòðîêà 0n èìååò êîë-

ìîãîðîâñêóþ ñëîæíîñòü íå áîëåå, ÷åì log n + 2 log log n + O(1) è òàêèì îáðàçîì âíîñèò
âêëàä õîòÿ áû Ω( 1

n(log n)2
) â îáùóþ ñóììó. Èç ýòîãî ñëåäóåò:

Kn(x) = O(n(log n)2 · 2−K(x)) = 2−K(x)+log n+2 log log n+O(1)

Ïóñòü òåïåðü x ýòî ñòðîêà äëèíû n òàêàÿ, ÷òî A(x, n) 6= L(x). Ïîñêîëüêó ïîëíàÿ
âåðîÿòíîñòü âñåõ òàêèõ ñòðîê íå áîëåå, ÷åì 1

n3 , òî â ÷àñòíîñòè ìû èìååì Kx(x) ≤ 1
n3 , è

K(x) = log
1

Kn(x)
− log n− 2 log log n−O(1) ≥ 2 log n− 2 log log n−O(1).
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Ðàññìîòðèì òîãäà ïåðâóþ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè òàêóþ ñòðî÷êó x ∈ {0, 1}n (åñëè îíà
åñòü), ÷òî A(x, n) 6= L(x). Òàêàÿ ñòðîêà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àëãîðèòìîì, êîòîðûé
ïîëó÷àåò n è âû÷èñëÿåò A(x, n) è L(x) äëÿ âñåõ ñòðîê x ∈ {0, 1}n è âûâîäèò ëåêñè-
êîãðàôè÷åñêè ïåðâûé x òàêîé, ÷òî A(x, n) 6= L(x) (çäåñü ìû èñïîëüçóåì ïðåäïîëî-
æåíèå î ðàçðåøèìîñòè ÿçûêà L). Ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî àëãîðèòìà äîêàçûâàåò, ÷òî
K(x) ≤ log n + 2 log log n + O(1), òî åñòü äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ýòî ïðîòèâîðå÷èò
ïðèâåäåííîìó âûøå íåðàâåíñòâó äëÿ K(x).

Èç ýòîãî ìû äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî äëèí âõîäîâ,
íà êîòîðûõ A è L îòëè÷àþòñÿ, à çíà÷èò è êîíå÷íîå ÷èñëî ñàìèõ òàêèõ âõîäîâ.


