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Ëåêöèÿ 14

Ñâåäåíèå ïîëèíîìèàëüíî

ìîäåëèðóåìîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê

ðàâíîìåðíîìó

(Êîíñïåêò: Ñ. Êàïóëêèí)

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü äëÿ ìíîãèõ NP-òðóäíûõ çàäà÷ íàéäåíû áûñòðûå â ñðåäíåì àë-
ãîðèòìû. Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ôîðìàëüíî òðóäíûå çàäà÷è ìîãóò
îêàçàòüñÿ ëåãêî ðàçðåøèìû äëÿ âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ íà ïðàêòèêå ñëó÷àåâ. Âñòàåò ïðî-
áëåìà ïîèñêà äåéñòâèòåëüíî ñëîæíûõ çàäà÷, êîòîðûå áûëè áû òðóäíû â ñðåäíåì. Ïðè
ýòîì îáúåêòîì äëÿ èçó÷åíèÿ ñòàíîâÿòñÿ êëàññû çàäà÷ ñ çàäàííûì ïî âõîäàì ðàññïå-
ðåäåëåíèåì, ñ ó÷åòîì êîòîðîãî ñëîæíîñòü â ñðåäíåì è ðàññ÷èòûâàåòñÿ. Åñòåñòâåííûì
áóäåò ðàññìîòðåòü çàäà÷è (â òîì ÷èñëå, íî íå òîëüêî, èç êëàññà NP), âõîäû äëÿ êîòîðûõ
çàäàþòñÿ íåêîòîðûìè êîíêðåòíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

14.1 Ñâåäåíèÿ â êëàññàõ çàäà÷, òðóäíûõ â ñðåäíåì

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êëàññîâ çàäà÷ ìîæíî îïðåäåëèòü àëãîðèòìû, ñâîäÿùèå äðóã ê
äðóãó êàê ÿçûêè ñ ôèêñèðîâàííûì ðàñïðåäåëåíèåì, òàê è êëàññû, çàäàííûå îäíèì
ÿçûêîì, íî íàä ðàçëè÷íûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 14.1. PSamp íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå.

Â äàííîé ëåêöèè äîêàçûâàåòñÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷ ïîèñêà ˜(NP,PSamp) ê ˜(NP,U).
Ìîæíî ïðîäîëæèòü ñâåäåíèå è äàëüøå, ïîëó÷èâ ñëåäóþùóþ öåïî÷êó:

˜(NP,PSamp) −→ ˜(NP,U) −→ (NP,U) −→ (BH,UBH) −→ (BH′,U)

Â ïåðâûõ äâóõ ïåðåõîäàõ â öåïî÷êå èñïîëüçóåòñÿ âåðîÿòíîñòíîå ñâåäåíèå, îïðåäåëåíèå
êîòîðîãî äàíî íèæå.
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14.2 Âåðîÿòíîñòíîå ñâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 14.2. Çàäà÷à ïîèñêà (̃L, D) âåðîÿòíîñòíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà
˜(L′, D′), åñëè ñóùåñòâóåò ïàðà àëãîðèòìîâ f(x, n) : L → L ∪ L̄ � âåðîÿòíîñòíûé è

g(x) : L′ → L � äåòåòåðìåíèðîâàííûé òàêèå, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

Îáîçíà÷åíèå. ∀xVx ⊆ suppf(x, n)

1. ∀x, x′ ∈ L, x 6= x′ : Vx ∩ Vx′ = ∅

2. íàéäåòñÿ ïîëèíîì q1(n) : ∀x ∈ suppDn Pr[f(x, n) ∈ Vx] ≥ 1/q1(n)

3. íàéäåòñÿ ïàðà ïîëèíîìîâ p(n) è q2(n) : Dn(x) ≤ q2(n)D′
p(n)(Vx)

4. äëÿ âñåõ äëèí n ∀x ∈ L, ∀y ∈ Vx, y ∈ L′ ëþáàÿ ïîäñêàçêà w äëÿ y ïåðåâîäèòñÿ
àëãîðèòìîì g â ïîäñêàçêó äëÿ x : g(w) � ïîäñêàçêà äëÿ x.

Âåðîÿòíîñòíîå ñâåäåíèå äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôóíêöèÿ f ïåðåâîäèò ñëîâà
èç ÿçûêà L â ñëîâà èç ÿçûêà L′. Ïðè ýòîì f ìîæåò îøèáàòüñÿ, ò.å. ïåðåâîäèòü ñëîâà èç
L â L̄′, íî äåëàåò ýòî íå ñëèøêîì ÷àñòî. Ôóíöèÿ g ïåðåâîäèò ïîäñêàçêè äëÿ ÿçûêà L′ â
ïîäñêàçêè äëÿ ÿçûêà L.

Ëåììà 14.1. Ïóñòü (̃L, D) ñâîäèòñÿ ê ˜(L′, D′) è ˜(L′, D′) ∈ HeurBPP, òîãäà (̃L, D) ∈
HeurBPP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A′(x, δ) � àëãîðèòì äëÿ ˜(L′, D′). Ïîñòðîèì àëãîðèòì A(x, δ)

äëÿ (̃L, D):
Íåçàâèñèìî N = 100q1(n) ðàç âûáåðåì y1 = f(x, n), y2 = f(x, n) . . . yN = f(x, n)

Äëÿ êàæäîãî yi çàïóñòèì A′(yi,
δ

2q2(n)
) = wi. Åñëè ∃i : g(wi) � ïîäñêàçêà äëÿ x, òî

âîçâðàùàåì g(wi), èíà÷å 0.
Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî A óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ HeurBPP.

]F = {y : A′(y, p(n),
δ

2q2(n)
âûäàåò íå ïîäñêàçêè äëÿ y ñ âåð. ≥ 1/4}

D′
p(n)(F ) ≤ δ

2q2(n)

]B = {x ∈ suppDn : D′
p(n)(Vx ∩ F ) ≥ D′

p(n)(Vx)/2}

Dn(B) ≤ q2(n)
∑
x∈B

Dp(n)(Vx) ≤ 2q2

∑
x∈B

D′
p(n)(Vx ∩ F ) ≤ 2q2(n)D′

p(n)(F ) ≤ δ

Äëÿ x /∈ B â âèäó ìíîãîêðàòíîé (N ðàç) âûáîðêè ñ êîíñòàíòíîé âåðîÿòíîñòüþ ïîäñêàçêà
áóäåò âûäàâàòüñÿ äîñòàòî÷íî ÷àñòî (ñ âåð. ≥ 3/4).
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14.3 Ñâåäåíèå PSamp ê ðàâíîìåðíîìó

Îáîçíà÷åíèå. Sn = {0, 1}n � ïîëå èç 2n ýëåìåíòîâ, ñëîæåíèå ïîêîîðäèíàòíî. Sk =
{0, 1}k � ïîäìíîæåñòâî Sn, åãî ïåðâûå k áèòîâ.
Ëåììà 14.2. Ïóñòü X ⊆ {0, 1}n, |X| ≥ 2n+1−k. Òîãäà ÷èñëî ïàð a, b ∈ {0, 1}n : ∃r ∈
{0, 1}k−1 : ar + b ∈ X áîëüøå ëèáî ðàâíî 22n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ]r ∈ {0, 1}k−1 è p ∈ X � âñåãî ≥ 2n ðàçëè÷íûõ ïàð (r, p). Äëÿ
êàæäîé ïàðû (r, p) ñóùåñòâóåò 2n ïàð (a, b), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ar + b = p �
äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî a èç {0, 1}n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ b = p − ar. Ïðè
ýòîì äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïàð (r1, p1), (r2, p2) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå îäíîé
ïîäõîäÿùåé ïàðû (a, b):{

ar1 + b = p1

ar2 + b = p2
=⇒ a(r1 − r2) = p1 − p2 =⇒ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ a è b

Òîãäà ïî ôîðìóëëå âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 2n × 2n −
2n × (2n − 1)/2 > 22n/2 ïàð (a, b), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ.

Òåîðåìà 14.1. Äëÿ ëþáîãî ˜(L, PSamp) ∈ ˜(NP,PSamp) íàéäåòñÿ ÿçûê L′ ∈ NP :
˜(L, PSamp) ñâîäèòñÿ ê (̃L′, U)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûïîëíèì ïðîìåæóòî÷íîå ñâåäåíèå. Ïóñòü D � ðàñïðåäåëåíèå äëÿ
ÿçûêà L èç PSamp è S � ñåìïëåð, ïîë. âû÷. ôóíêöèÿ, çàäàþùàÿ ðàñïðåäåëåíèå D.
Dn � ðàñïðåäåëåíèå íà ñòðîêàõ äëèíû ≤ p(n). Çàìåíèì åãî íà ðàñïðåäåëåíèå D̂n �
ðàñïðåäåëåíèå íà ñòðîêàõ äëèíû p(n) + 1, äîáàâèâ íåîáõîäèììûé padd-èíã èç íóëåé,
äîïîëíèòåëüíûé áèò áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ çàïÿòîé.
Ñëåäóþùèé øàã: D̂n −→ ˆ̂

Dp(n) � ðàñïðåäåëåíèå D̂n, èñïîëüçóþùåå äëÿ ãåíåðàöèè n

áèò, çàìåíèì íà ðàñïðåäåëåíèå, èñïîëüçóþùåå p(n) áèò. Ïðè ýòîì ˆ̂
Dq : q íå ðàâíî p(n)

íè äëÿ êàêîãî n, ïîëîæèì ðàâíîìåðíûì.
Âûïîëíèâ îïèñàííîå ñâåäåíèå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî Dn � ðàñïðåäåëåíèå íà ñòðî÷êàõ
äëèíû n : {0, 1}n → {0, 1}n, ãäå n - ÷èñëî áèò, èñïîëüçóåìîå ñýìïëåðîì S. Dn = S(Un).

Ïîñòðîèì ÿçûê L′ èç NP è äîêàæåì ñâîäèìîñòü L ê L′.
L = {x : äëÿ x ñóùåñòâóåò ïîäñêàçêà w}
L′ = {hk(x), h, a, b, k|x ∈ L, ∃r : x = S(ar + b)}, ãäå
• h � õåø-ôóíêöèÿ
• hk : {0, 1}n → {0, 1}k, ãäå 1 ≤ k ≤ n - ñòðî÷êà èç log n áèòîâ.
• a, b ∈ {0, 1}n

L′ ∈ NP, ò.ê. ñåðòèôèêàòîì äëÿ {hk(x), h, a, b, k} ÿâëÿåòñÿ x, ïîäñêàçêà w è r.
Ñâåäåíèå:

f(x, n) = (hk(x), h, a, b, k), ãäå h ← H, a, b ← Un, k ← Ulog n. Ïðîâåðèì âûïîëíèìîñòü
óñëîâèé ñâåäåíèÿ.
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1. äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé ëåììû 14.2 ïîäáåðåì k : 2n+2−k ≥ S−1(x) ≥ 2n+1−k. Òàêîå
k óãàäàåì ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1/n

2. ∃r : S(ar + b) = x � òàêîå r ïî ëåììå íàéäåòñÿ íå ìåíüøå, ÷åì äëÿ ïîëîâèíû a, b

3. Åñëè S(ar + b) 6= x, òî hk(S(ar + b)) 6= hk(x) ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1− 1/2k

Óñëîâèÿ 1)�3) âûïîëíÿþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ ≥ 1/poly(n). Òàê æå èç óñëîâèé 1)�2) ñëå-
äóåò ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìà q1(n) èç îïðåäåëåíèÿ ñâîäèìîñòè.

Çàìåòèì, ÷òî Vx ∩ Vy = ∅ äëÿ x 6= y, ò.ê.
x (hk(x), h, a, b, k) x = S(ar + b)
y  (hk(y), h, a, b, k) y = S(ar′ + b)

⇒hk(x)=hk(y) ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ 3)

Íàéäåì q2(n) : Dn(x) ≤ q2(n)Up(n)(Vx). Ñóùåñòâîâàíèå ïîëèíîìà ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

Up(n)(Vx) ≥ 2−k 1

q(n)
Dn(x) ≤ 2−k+1


