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Ëåêöèÿ 4

Ïñåâäîñëó÷àéíûå ôóíêöèè

(Êîíñïåêò: Ã. ßðîñëàâöåâ)

Âíèìàíèå! Ýòîò òåêñò íå ÿâëÿåòñÿ êîíñïåêòîì ëåêöèè, à ÿâëÿåòñÿ ïåðåâîäîì ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ìåñò èç êíèãè O. Goldreich �Foundation of cryptography�. (Ä.Ì. Èöûêñîí)

4.1 Äîïîëíåíèÿ ê ïðåäûäóùåé ëåêöèè

Îïðåäåëåíèå 4.1 (Íåðàçëè÷èìîñòü ñ ïîëèíîìèàëüíûì êîëè÷åñòâîì
ñýìïëîâ). Äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X = {Xn}n∈N è Y = {Yn}n∈N
íàûçâàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè ïðè ïîëèíîìèàëüíîì êîëè÷åñòâå ñýìïëîâ,
åñëè äëÿ ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà D, äëÿ ëþáûõ äâóõ
ïîëîæèòåëüíûõ ïîëèíîìîâ m(·) è p(·) è ëþáûõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

|Pr[D(X(1)
n , . . . , X(m(n))

n ) = 1]− Pr[D(Y (1)
n , . . . , Y (m(n))

n ) = 1]| < 1

p(n)

ãäå âåëè÷èíû îò X(1)
n äî X(m(n))

n è îò Y (1)
n äî Y (m(n))

n ñëó÷àéíû è íåçàâèñèìû è âñå X(i)
n

ñîâïàäàþò ñ Xn, à âñå Y (i)
n ñîâïàäàþò ñ Yn.

Îïðåäåëåíèå 4.2 (Ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ). Ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X = {Xn}n∈N íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìîé,
åñëè ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì S, òàêîé ÷òî äëÿ ëþáîãî n
ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû S(1n) è Xn ðàñïðåäåëåíû îäèíàêîâî.
Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü X = {Xn}n∈N è Y = {Yn}n∈N ýòî ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ïóñòü X è Y âû÷èñëèòåëüíî íåðàçëè÷èìû.
Òîãäà X è Y íåðàçëè÷èìû è ñ ïîëèíîìèàëüíûì êîëè÷åñòâîì ñýìïëîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåò îñíîâàíî íà ñâåäåíèè. Ìû ïîêàæåì, ÷òî èç
ñóùåñòâîâàíèÿ àëãîðèòìà, êîòîðûé îòëè÷àåòX è Y ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîëèíîìèàëüíîãî
êîëè÷åñòâà ñýìïëîâ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà, êîòîðûé îòëè÷àåò X îò Y ñ
èñïîëüçîâàíèåì îäíîãî ñýìïëà. Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò ãèáðèäíûé ìåòîä.
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Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì D è ïîëèíîìû m(·) è p(·), òàêèå ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà n
âûïîëíÿåòñÿ

∆(n)
def
= |Pr[D(X(1)

n , . . . , X(m(n))
n ) = 1]− Pr[D(Y (1)

n , . . . , Y (m(n))
n ) = 1]| > 1

p(n)

ãäå X(i)
n è Y (i)

n òàêèå æå, êàê â îïðåäåëåíèè íåðàçëè÷èìîñòè ñ ïîëèíîìèàëüíûì êîëè-
÷åñòâîì ñýìïëîâ. Òîãäà ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå, ïîñòðîèâ âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì D′, êîòîðûé áóäåò ðàçëè÷àòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y .

Äëÿ âñåõ k, ãäå 0 ≤ k ≤ m, îïðåäåëèì ãèáðèäíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Hk
n êàê

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû k, ñîñòîÿùóþ èç k íåçàâèñèìûõ êîïèé Xn, çà êîòîðûìè
ñëåäóþò m− k íåçàâèñèìûõ êîïèé Yn. À èìååííî

Hk
n

def
= (X(1)

n , . . . , X(k)
n , Y (k+1)

n , . . . , Y (m)
n )

ãäå âåëè÷èíû îò X(1)
n äî X(k)

n è îò Y (k+1)
n äî Y (m)

n íåçàâèñèìû è ñëó÷àéíû, òàê ÷òî âñå
X

(i)
n ñîâïàäàþò ñ Xn, à âñå Y (i)

n ñîâïàäàþò ñ Yn. Òàêèì îáðàçîì, Hm
n = (X

(1)
n , . . . , X

(m)
n ),

à H0
n = (Y

(1)
n , . . . , Y

(m)
n ).

Ïîñòðîèì íà îñíîâå àëãîðèòìàD àëãîðèòìD′. Íà âõîäå α (íàõîäÿùåìñÿ â îáðàçåXn

èëè Yn) àëãîðèòì D′ âûáèðàåò k ðàâíîìåðíî èõ ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m − 1}. Èñïîëü-
çóÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ñýìïëèðîâàíèÿ âåëè÷èíû X, àëãîðèòì D′ ãåíåðèðóåò
k íåçàâèñèìûõ ñýìïëîâ Xn. Ýòè ñýìïëû ìû îáîçíà÷èì çà x1, . . . , xk. Àíàëîãè÷íî, èñ-
ïîëüçóÿ ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì ñýìïëèðîâàíèÿ âåëè÷èíû Y , àëãîðèòì D′ ãåíåðèðóåò
m−k−1 íåçàâèñèìûõ ñýìïëîâ Yn, êîòîðûå ìû îáîçíà÷èì çà yk+2, . . . , ym. Íàêîíåö, àëãî-
ðèòìD′ çàïóñêàåò àëãîðèòìD è îñòàíàâëèâàåòñÿ, âûäàâàÿD(x1, . . . , xk, α, yk+2, . . . , ym).
Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì D′ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí âåðîÿòíîñòíî çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ. Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:
Óòâåðæäåíèå 4.1.

Pr[D′(Xn) = 1] =
1

m

m−1∑
k=0

Pr[D(Hk+1
n ) = 1]

è

Pr[D′(Yn) = 1] =
1

m

m−1∑
k=0

Pr[D(Hk
n) = 1]

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ïîñòðîåíèþ àëãîðèòìà D′ ìû èìååì
D′(α) = D(X(1)

n , . . . , X(k)
n , α, Y (k+2)

n , . . . , Y (m)
n )

ãäå k ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå {0, 1, . . . ,m− 1}. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå
ãèáðèäîâ Hk

n, ïîëó÷àåì, ÷òî óòâåðæäåíèå âåðíî.
Óòâåðæäåíèå 4.2. Äëÿ ∆(n) (â òîì âèäå, â êîòîðîì îíî îïðåäåëÿëîñü âûøå) ñïðà-
âåäëèâî

|Pr[D′(Xn) = 1]− Pr[D′(Yn) = 1]| =
∆(n)

m(n)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå óòâåðæäåíèå â ïåðâîì ðàâåíñòâå ïîëó÷àåì:

|Pr[D′(Xn) = 1]− Pr[D′(Yn) = 1]| =
1

m

∣∣∣∣∣
m−1∑
k=0

Pr[D(Hk+1
n ) = 1]− Pr[D(Hk

n) = 1]

∣∣∣∣∣
=

1

m

∣∣Pr[D(Hm
n ) = 1]− Pr[D(H0

n) = 1]
∣∣ =

∆(n)

m
(4.1)

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Hm
n = (X

(1)
n , . . . , X

(m)
n ) è H0

n =

(Y
(1)
n , . . . , Y

(m)
n ) è îïðåäåëåíèÿ ∆(n).

Òàêèì îáðàçîì, èç íàøåãî ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ∆(n) > 1
p(n)

äëÿ áåñêîíå÷íî
áîëüøîãî ÷èñëà n ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì D ðàçëè÷àåò
X è Y , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà äîêàçàíà.

4.2 Ââåäåíèå

Â ýòîé ëåêöèè áóäóò ðàññìîòðåíû îïðåäåëåíèÿ è êîíñòðóêöèè ïñåâäîñëó÷àéíûõ ôóíê-
öèé (èñïîëüçóþùèå ïñåâäîñëó÷àéíûé ãåíåðàòîð â êà÷åñòâå ñîñòàâíîé ÷àñòè).

Ìîòèâàöèÿ. Âñïîìíèì î òîì, ÷òî ïñåâäîñëó÷àéíûå ãåíåðàòîðû ïîçâîëÿþò íàì
ãåíåðèðîâàòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïñåâäîñëó÷àéíûõ áèòîâ, èñïîëüçóÿ ïðè ýòîì ìåíü-
øåå êîëè÷åñòâî ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Åñëè ãîâîðèòü áîëåå òî÷íî, òî ìîæíî ñãåíåðèðîâàòü
poly(n) ïñåâäîñëó÷àéíûõ áèòîâ, èñïîëüçîâàâ äëÿ ýòîãî n ñëó÷àéíûõ áèòîâ. Ïîñêîëüêó
ëþáîé ýôôåêòèâíûé àëãîðèòì èñïîëüçóåò ëèøü ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî ñëó÷àé-
íûõ çíà÷åíèé, íàëè÷èå äîñòóïà ê ïîëèíîìèàëüíîìó êîëè÷åñòâó ïñåâäîñëó÷àéíûõ ýëå-
ìåíòîâ ìîæåò ïîêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ëþáîãî òàêîãî àëãîðèòìà. Îäíàêî, òàêîå
çàêëþ÷åíèå ñëèøêîì ïîñïåøíî, ïîñêîëüêó îíî íåÿâíî ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ýòè ýëåìåíòû
(òî åñòü àäðåñà, ê êîòîðûì áóäåò îñóùåñòâëÿòüñÿ äîñòóï) áóäóò ôèêñèðîâàíû çàðàíåå.
Â íåêîòîðûõ åñòåñòâåííûõ ïðèëîæåíèÿõ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ äîñòóï ê àäðåñàì, êî-
òîðûå îïðåäåëÿþòñÿ �äèíàìè÷åñêè� â õîäå ðàáîòû ïðèëîæåíèÿ. Íàïðèìåð, íàì ìîæåò
ïîíàäîáèòüñÿ ïðèñâîèòü çíà÷åíèÿ ïîëèíîìèàëüíîìó îò n êîëè÷åñòâó n-áèòîâûõ ñòðîê.
Ïðîáëåìà, êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ â ýòîé ëåêöèè, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ðåøèòü ýòó çà-
äà÷ó, ñãåíåðèðîâàâ âñåãî ëèøü n ñëó÷àéíûõ áèòîâ è ïîòðàòèâ ìåñòî íà õðàíåíèå âñåãî
ëèøü n áèòîâ. Êëþ÷îì ê ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ïñåâäîñëó÷àéíûõ ôóíêöèé. Åñëè
ãîâîðèòü íåôîðìàëüíî, òî ïñåâäîñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ ãðóïïîé ïîëüçîâà-
òåëåé, äàåò èì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ êàæåòñÿ ñëó÷àéíîé ïðîòèâíèêàì çà ïðåäåëàìè ýòîé
ãðóïïû.

4.3 Îïðåäåëåíèÿ

Ãðóáî ãîâîðÿ, ïñåâäîñëó÷àéíûå ôóíêöèè ýòî ôóíêöèè êîòîðûå íå ìîãóò áûòü îòëè÷å-
íû îò èñòèííî ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ýôôåêòèâíîé ïðîöåäóðîé, êîòîðàÿ ìîæåò ïîëó÷àòü
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çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíûõ àðãóìåíòàõ ïî ñâîåìó âûáîðó. Òàêèì îáðàçîì, îò-
ëè÷àþùàÿ ïðîöåäóðà ìîæåò çàïðàøèâàòü çíà÷åíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ôóíêöèé â ðàç-
ëè÷íûõ òî÷êàõ, êîòîðûå âîçìîæíî çàâèñÿò îò ïðåäûäóùèõ ïîëó÷åííûõ îòâåòîâ, è âñå
ðàâíî íå ìîæåò îïðåäåëèòü, áûëè ëè îòâåòû ïðåäîñòàâëåíû ôóíêöèåé, âçÿòîé èç ïñåâ-
äîñëó÷àéíîãî àíñàìáëÿ ôóíêöèé èëè æå âûáðàííîé èç ðàâíîìåðíîãî àíñàìáëÿ ôóíê-
öèé. Äëÿ ïðîñòîòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíñàìáëè ñîõðàíÿþùèõ äëèíó ôóíêöèé, à
òàêæå äëÿ ïðîñòîòû ÷èòàòåëü ìîæåò â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ñ÷èòàòü, ÷òî l(n) = n.

Îïðåäåëåíèå 4.3 (Àíñàìáëü ôóíêöèé). Ïóñòü l : N → N (íàïðèìåð, l(n) = n).
Àíñàìáëåì l-áèòîâûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü F = {Fn}n∈N ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí, òàêàÿ ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Fn ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå
ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ l-áèòíûå ñòðîêè â l-áèòíûå ñòðîêè. Ðàâíîìåðíûé àíñàìáëü
l-áèòîâûõ ôóíêöèé, îáîçíà÷àåìûé êàê H = {Hn}n∈N, èìååò â êà÷åñòâå Hn ðàâíîìåð-
íîå ðàñïðåäåëåíèå íà ìíîæåñòâå âñåõ ôóíêöèé, ïåðåâîäÿùèõ l-áèòíûå ñòðîêè â l-áèòíûå
ñòðîêè.

×òîáû ôîðìàëèçîâàòü ïîíÿòèå ïñåâäîñëó÷àéíûõ ôóíêöèé ìû èñïîëüçóåì (âåðîÿò-
íîñòíûå ïîëèíîìèàëüíûå) îðàêóëüíûå ìàøèíû. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå òåð-
ìèíà �îðàêóëüíàÿ ìàøèíà� ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ åãî ñòàíäàðòíûì èñïîëüçîâàíèåì. Íåçíà-
÷èòåëüíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî îðàêóëüíûå ìàøèíû, êîòîðûå ìû ðàññìàòðèâàåì,
èñïîëüçóþò â êà÷åñòâå îðàêóëà ñîõðàíÿþùóþ äëèíó ôóíêöèþ âìåñòî áóëåâîé ôóíêöèè
(÷òî áîëåå ñòàíäàðòíî â òåîðèè ñëîæíîñòè). Áîëåå òîãî, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà âõîäå
1n îðàêóëüíàÿ ìàøèíà äåëàåò çàïðîñû òîëüêî äëèíû l(n). Òàêèå ñîãëàøåíèÿ íå ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðèíöèïèàëüíûìè, à ïðîñòî ïîçâîëÿþò íåñêîëüêî óïðîñòèòü èçëîæåíèå. Ìû
îáîçíà÷àåì êàê M f îðàêóëüíóþ ìàøèíó M , êîòîðîé äàí äîñòóï ê îðàêóëó f .

Îïðåäåëåíèå 4.4 (Ïñåâäîñëó÷àéíûé àíñàìáëü ôóíêöèé). : Àíñàìáëü l-áèòîâûõ
ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûì, åñëè äëÿ ëþáîé âåðîÿòíîñòíîé ïîëèíîìè-
àëüíîé îðàêóëüíîé ìàøèíû M , äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìà p(·) è âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
n,

|Pr[MFn(1n) = 1]− Pr[MHn(1n) = 1]| < 1

p(n)

ãäå H = {Hn}n∈N ýòî ðàâíîìåðíûé àíñàìáëü l-áèòîâûõ ôóíêöèé.

×òîáû àíñàìáëü ôóíêöèé èìåë ïðàêòè÷åñêèé ñìûñë, ìû òðåáóåì, ÷òîáû ïñåâäî-
ñëó÷àéíûå ôóíêöèè ìîãëè áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíû. Òî åñòü ôóíêöèè â àíñàìáëå
äîëæíû èìåòü êîðîòêèå ïðåäñòàâëåíèÿ, êîòîðûå ïîçâîëÿþò èõ âûáèðàòü è âû÷èñëÿòü.
Ýòè ñâîéñòâà çàêëàäûâàþòñÿ â ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå, â êîòîðîì I ýòî àëãîðèòì, âû-
áèðàþùèé ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé (êîòîðûå ñâÿçûâàþòñÿ ñ ñàìèìè ôóíêöèÿìè ïðè
ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ φ).

Îïðåäåëåíèå 4.5 (Ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûå àíñàìáëè ôóíêöèé). Àíñàìáëü
l-áèòîâûõ ôóíêöèé F = {Fn}n∈N íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûì, åñëè âû-
ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:
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1. Ýôôåêòèâíàÿ èíäåêñàöèÿ: Ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì
I è îòîáðàæåíèå èç ñòðîê â ôóíêöèè φ, òàêèå ÷òî φ(I(1n)) è Fn ðàñïðåäåëåíû
îäèíàêîâî.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê fi ôóíêöèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñòðîêå i (òî åñòü fi

def
=

φ(i)).
2. Ýôôåêòèâíîå âû÷èñëåíèå: Ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì V , òàêîé ÷òî
V (i, x) = fi(x) äëÿ ëþáûõ i â îáðàçå I(1n) è x ∈ {0, 1}l(n).

Â ÷àñòíîñòè, èç ïðèâåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè èç ýôôåêòèâíî
âû÷èñëèìîãî ïñåâäîñëó÷àéíîãî àíñàìáëÿ èìåþò îòíîñèòåëüíî êîðîòêèå ïðåäñòàâëåíèÿ
(ïîëèíîìèàëüíîãî, à íå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ïî n ðàçìåðà). Ñëåäîâàòåëüíî ýôôåêòèâíî
âû÷èñëèìûå àíñàìáëè ôóíêöèé ìîãóò ñîäåðæàòü òîëüêî ýêñïîíåíöèàëüíîå êîëè÷åñòâî
ôóíêöèé (ïðè òîì, ÷òî â ïðåäïîëîæåíèè l(n) = n âñåãî ôóíêöèé äâàæäû ýêñïîíåíöè-
àëüíîå êîëè÷åñòâî).

Åøå îäèí ìîìåíò, íà êîòîðûé ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ýòî òî, ÷òî ýôôåêòèâíî
âû÷èñëèìûå ïñåâäîñëó÷àéíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü ýôôåêòèâíî âû÷èñëåíû â äàííûõ
òî÷êàõ ïðè óñëîâèè, ÷òî îïèñàíèÿ ôóíêöèé òàêæå äàíû. Îäíàêî, åñëè ôóíêöèÿ (èëè åå
îïèñàíèå) íåèçâåñòíî, òî çíà÷åíèå ôóíêöèè â äàííîé òî÷êå íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî
ïðèáëèæåííî, äàæå â î÷åíü ñëàáîì ñìûñëå è äàæå åñëè çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â äðóãèõ
òî÷êàõ èçâåñòíû.

Òåðìèíîëîãèÿ. Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ýôôåêòèâíî âû-
÷èñëèìûå àíñàìáëè ôóíêöèé. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìû ãîâîðèì î ïñåâäîñëó÷àéíûõ
ôóíêöèÿõ, òî íà ñàìîì äåëå èìåþòñÿ â âèäó ôóíêöèè, âûáðàííûå ñëó÷àéíûì îáðàçîì
èç ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìîãî ïñåâäîñëó÷àéíîãî àíñàìáëÿ.

4.4 Êîíñòðóêöèÿ

Èñïîëüçóÿ ïñåâäîñëó÷àéíûé ãåíåðàòîð, ìû ìîæåì ïîñòðîèòü ïñåâäîñëó÷àéíûé àí-
ñàìáëü ôóíêöèé (äëÿ l(n) = n), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûì.

Êîíñòðóêöèÿ: Ïóñòü G ýòî äåòåðìèíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò
âõîäû äëèíû n â ñòðîêè äëèíû 2n. Îáîçíà÷èì çà G0(s) |s|-áèòíûé ïðåôèêñ G(s), à çà
G1(s) � |s|-áèòíûé ñóôôèêñ G(s) (òî åñòü G(s) = G0(s)G1(s)). Äëÿ âñåõ s ∈ {0, 1}n ìû
îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ fs : {0, 1}n → {0, 1}n, òàêóþ ÷òî äëÿ âñåõ σ1, . . . , σn ∈ {0, 1},

fs(σ1σ2 · · ·σn)
def
= Gσn(· · · (Gσ2(Gσ1(s))) · · · )

Ïóñòü Fn ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïîëó÷àåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñëó÷àéíî âûáè-
ðàåì s ∈ {0, 1}n è ïîëàãàåì Fn = fs. Òîãäà ïóñòü F = {Fn}n∈N áóäåò íàøèì àíñàìáëåì
ôóíêöèé.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè fs ìîæíî îïðåäåëÿòü, ïðîõîäÿ ïî ïóòÿìè äëèíû
n îò êîðíÿ ê ëèñòüÿì â ïîëíîì äâîè÷íîì äåðåâå ãëóáèíû n, èìåþùåì ìåòêè â âåðøè-
íàõ. Êîðåíü äåðåâà, êîòîðûé ìû â äàëüíåéøåì áóäåì íàçûâàòü âåðøèíîé óðîâíÿ 0 â
äåðåâå èìååò â êà÷åñòâå ìåòêè ñòðîêó s. Åñëè âíóòðåííÿÿ âåðøèíà èìååò ìåòêó r, òî
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åå ëåâûé ñûí èìååò ìåòêó G0(r), à ïðàâûé � ìåòêó G1(r). Çíà÷åíèå fs(x) ýòî ñòðîêà,
êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ â ëèñòå äåðåâà, äîñòèæèìîì îò êîðíÿ ïî ïóòè, ñîîòâåòñòâóþùåì
ñòðîêå x. Ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ Fn ðàñïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì 2n âîçìîæíûì ïîìåòêàì êîðíÿ, ðàâíîìåðíûì îáðàçîì.

Ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà n-áèòîâûõ ñòðîêàõ ïîñòðîåííîãî àíñàìáëÿ, ìîæåò îïè-
ñàíà ïðè ïîìîùè n áèòîâ. Òàêèì îáðàçîì, âûáîð, çàìåíà è õðàíåíèå òàêîé ôóíêöèè
ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî ïóòåì âûáîðà, çàìåíû è õðàíåíèÿ îäíîãî n-áèòîâîãî ÷èñëà.
Òåîðåìà 4.2. Ïóñòü G è F òàêèå, êàê â Êîíñòðóêöèè, è ïðåäïîëîæèì, ÷òî G ýòî
ïñåâäîñëó÷àéíûé ãåíåðàòîð. Òîãäà F ýòî ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûé àíñàìáëü ïñåâäî-
ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé.

Ïîñêîëüêó èç ñóùåñòâîâàíèÿ îäíîñòîðîííèõ ôóíêöèé ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïñåâ-
äîñëó÷àéíîãî ãåíåðàòîðà, òî ìû ñðàçó ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå:
Ñëåäñòâèå 4.1. Åñëè ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè, òî ñóùåñòâóþò è ïñåâ-
äîñëó÷àéíûå ôóíêöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî àíñàìáëü F ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìûì. ×òî-
áû äîêàçàòü, ÷òî F ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûì, ìû èñïîëüçóåì ãèáðèäíûé ìåòîä. Â
êà÷åñòâå k-îãî ãèáðèäà ìû âîçüìåì ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ïðè ðàâíîìåðíîì
âûáîðå ìåòîê äëÿ âåðøèí k-îãî (ñâåðõó) óðîâíÿ äåðåâà è âû÷èñëåíèè ìåòîê äëÿ íèæ-
íèõ óðîâíåé, êàê ýòî äåëàåòñÿ â Êîíñòðóêöèè 4. Ãèáðèä íîìåð 0 áóäåò ñîîòâåòñòâî-
âàòü ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå Fn (ïîñêîëüêó êîðíþ ïðèñâàèâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ ìåòêà), â òî
âðåìÿ êàê ãèáðèä íîìåð n áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíå Hn (ïîñêîëüêó êàæäîìó ëèñòó â òàêîì ñëó÷àå ïðèñâàèâàåòñÿ ðàâíîìåðíî
ðàñïðåäåëåííàÿ ìåòêà). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýôôåêòèâíàÿ îðàêóëüíàÿ ìàøèíà,
êîòîðàÿ ðàçëè÷àåò ñîñåäíèå ãèáðèäû, ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â àëãîðèòì, êîòîðûé
ðàçëè÷àåò ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî ñýìïëîâ G(Un) îò ïîëèíîìèàëüíîãî êîëè÷åñòâà
ñýìïëîâ U2n. Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 5??????, ìû ïîëó÷èì ïðîòèâîðå÷èå ñ èñõîäíîé ãèïîòå-
çîé, ñîñòîÿùåé â òîì, ÷òî G ýòî ïñåâäîñëó÷àéíûé ãåíåðàòîð. Äåòàëè áóäóò èçëîæåíû
íèæå.

Äëÿ âñåõ k, ãäå 0 ≤ k ≤ n, ìû îïðåäåëÿåì ãèáðèäíîå ðàñïðåäåëåíèåHk
n íà ìíîæåñòâå

ôóíêöèé f : {0, 1}n → {0, 1}n, êàê áóäåò îïèñàíî íèæå. Äëÿ âñåõ s1, s2, . . . , s2k ∈ {0, 1}n,
ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèþ fs1,s2,...,s

2k
: {0, 1}n → {0, 1}n, òàêóþ ÷òî

fs1,s2,...,s
2k

(σ1, σ2, . . . , σn)
def
= Gσn(· · ·Gσk+2

(Gσk+1
(sidx(σk···σ1))) · · · )

ãäå idx(α) ýòî èíäåêñ α â ñòàíäàðòíîì ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïîðÿäêå äâîèíûõ ñòðîê
äëèíû |α|. Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî fs1,s2,...,s

2k
(x) âû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïðå-

ôèêñ x äëèíû k èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âûáîðà îäíîãî èç sj, à çàòåì ñóôôèêñ äëèíû n − k
èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ òîãî, êàêèå èç ôóíêöèé G0 è G1 ïðèìåíÿòü íà îñòàâøèõ-
ñÿ óðîâíÿõ (êàê â Êîíñòðóêöèè 4). Ñëó÷àéíàÿ ïåðåìåííàÿ Hk

n ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà
íà ìíîæåñòâå âñåõ (2n)2k âîçìîæíûõ ôóíêöèé (ñîîòâåòñòâóþùèõ âñåì âîçìîæíûì âû-
áîðàì s1, s2, . . . , s2k ∈ {0, 1}n). À èìåííî:

Hk
n

def
= f

U
(1)
n ,...,U

(2k)
n
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ãäå U (j)
n ýòî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, êîòîðûå ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû íà

ìíîæåñòâå {0, 1}n.
Òåïåðü ïîíÿòíî, ÷òî H0

n ñîâïàäàåò ñ Fn, â òî âðåìÿ êàê Hn
n ñîâïàäàåò ñ Hn. Ñíîâà,

êàê ýòî îáû÷íî áûâàåò ïðè èñïîëüçîâàíèè ãèáðèäíîãî ìåòîäà, âîçìîæíîñòü îòëè÷èòü
êðàéíèå ãèáðèäû äàåò âîçìîæíîñòü îòëè÷èòü ïàðó ñîñåäíèõ ãèáðèäîâ. Ýòà âîçìîæíîñòü
ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ ïñåâäîñëó÷àéíîñòüþ G. Íèæå áóäåò èçëîæåíî ïî÷åìó.

Áóäåì äîêàçûâàòü îò ïðîòèâíîãî, òî åñòü ïðåäïîëîæèì, ÷òî àíñàìáëü ôóíêöèé F
íå ïñåâäîñëó÷àåí. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíàÿ ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàøèíà
M è ïîëèíîì p, òàêîé ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íî áîëüøîãî êîëè÷åñòâà n

∆(n)
def
= |Pr[MFn(1n) = 1]− Pr[MHn(1n) = 1]| > 1

p(n)

Ïóñòü t(·) ýòî ïîëèíîì, îãðàíè÷èâàþùèé âðåìÿ ðàáîòû M(1n) (òàêîé ïîëèíîì ñóùå-
ñòâóåò, ïîñêîëüêóM ýòî ïîëèíîìèàëüíàÿ ìàøèíà). Ñëåäîâàòåëüíî íà âõîäå 1n îðàêóëü-
íàÿ ìàøèíàM äåëàåò íå áîëåå t(n) çàïðîñîâ ê îðàêóëó (ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî çàïðîñîâ
î÷åâèäíî îãðàíè÷åíî âðåìåíåì ðàáîòû). Èñïîëüçóÿ ìàøèíó M , ìû ïîñòðîèì àëãîðèòì
D, êîòîðûé áóäåò îòëè÷àòü t(·)-ðåçóëüòàòû àíñàìáëÿ {G(Un)}n∈N îò t(·)-ðåçóëüòàòîâ
àíñàìáëÿ {U2n}n∈N òàê, êàê áóäåò îïèñàíî íèæå.

Àëãîðèòì D: Íà âõîäå α1, α2, . . . , αt ∈ {0, 1}2n (çäåñü t = t(n)) àëãîðèòì D ðàáîòàåò
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà D âûáèðàåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííóþ âåëè÷èíó k ∈
{0, 1, . . . , n − 1}. Ýòîò ñëó÷àéíûé âûáîð, êîòîðûé ìû áóäåì â äàëüíåéøåì íàçûâàòü
êîíòðîëüíîé òî÷êîé ýòî åäèíñòâåííûé ñëó÷àéíûé âûáîð, êîòîðûé äåëàåò àëãîðèòì
D. Çàòåì àëãîðèòì D çàïóñêàåò îðàêóëüíóþ ìàøèíó M (íà âõîäå 1n) è îòâå÷àåò íà
çàïðîñûM ê îðàêóëó, êàê áóäåò îïèñàíî äàëåå. Íà ïåðâûé çàïðîñ ìàøèíûM , êîòîðûé
ìû îáîçíà÷èì êàê q1, îòâåòîì ÿâëÿåòñÿ

Gσn(· · · (Gσk+2
(Pσk+1

(α1))) · · · )

ãäå q1 = σ1, · · ·σn, (α1 ýòî ïåðâàÿ ñòðîêà èç âõîäà), à P0(α) (è ñîîòâåòñòâåííî P1(α))
ýòî îáîçíà÷åíèÿ äëÿ n-áèòîâîãî ïðåôèêñà α (è ñîîòâåòñòâåííî n-áèòîâîãî cóôôèêñà
α). Àëãîðèòì D äîïîëíèòåëüíî çàïèñûâàåò ýòîò çàïðîñ (ò.å. q1). Îòâåò íà êàæäûé ïî-
ñëåäóþùèé çàïðîñ ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà ïðîâåðÿåòñÿ, íå ðàâåí ëè åãî
k-áèòîâûé ïðåôèêñ k-áèòîâîìó ïðåôèêñó îäíîãî èç ïðåäûäóùèõ çàïðîñîâ. Â ñëó÷àå,
åñëè k-áèòîâûé ïðåôèêñ òåêóùåãî çàïðîñà, êîòîðûé ìû îáîçíà÷àåì êàê qi, îòëè÷àåòñÿ
îò k-áèòîâîãî ïðåôèêñà âñåõ ïðåäûäóùèõ çàïðîñîâ, ìû àññîöèèðóåì ýòîò ïðåôèêñ ñ
íîâîé ñòðîêîé èõ âõîäà (ò.å. αi). Ñîîòâåòñòâåííî ìû îòâå÷àåì íà çàïðîñ qi ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

Gσn(· · · (Gσk+2
(Pσk+1

(αi))) · · · )
ãäå qi = σ1, · · · , σn. Àëãîðèòì D äîïîëíèòåëüíî çàïèñûâàåò òåêóùèé çàïðîñ (ò.å. qi).
Îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé ýòî êîãäà k-áèòîâûé ïðåôèêñ i-ãî çàïðîñà ñîâïàäàåò ñ k-áèòîâûì
ïðåôèêñîì j-ãî çàïðîñà (ïî ïðåäïîëîæåíèþ j < i). Òîãäà ìû çàïèñûâàåì òåêóùèé
çàïðîñ (ò.å. qi), íî îòâå÷àåì íà íåãî, èñïîëüçóÿ ñòðîêó, àññîöèèðîâàííóþ ñ çàïðîñîì qj
(òî åñòü âõîäíóþ ñòðîêó αj). Ñîîòâåòñòâåííî îòâåò íà çàïðîñ qi âûãëÿäèò òàê:

Gσn(· · · (Gσk+2
(Pσk+1

(αj))) · · · )
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ãäå qi = σ1, · · · , σn. Íàêîíåö, êîãäà ìàøèíà M îñòàíàâëèâàåòñÿ, àëãîðèòì D òîæå îñòà-
íàâëèâàåòñÿ è âûäàò òî æå, ÷òî âûäàåò ìàøèíà M .

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýòîò ïðîöåññ íà äâîè÷íîì äåðåâå, êîòîðîå áûëî îïèñàíî ðàíåå,
òî àëãîðèòì D îòâå÷àåò íà ïåðâûé çàïðîñ, ñíà÷àëà ïîìåùàÿ äâå ïîëîâèíû α1 â ñîîò-
âåòñòâóþùèõ äåòåé âåðøèíû äåðåâà, êîòîðàÿ äîñòèæèìà ïî ïóòè îò êîðíÿ, êîòîðûé
ñîîòâåòñòâóåò σ1, · · · , σk. Ïîìåòêè âñåõ âåðøèí ïîääåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî σ1, · · · , σk

îïðåäåëÿþòñÿ ïîìåòêàìè ýòèõ äâóõ äåòåé (êàê â êîíñòðóêöèè F ). Îòâåòû íà ïîñëåäóþ-
ùèå çàïðîñû ïîëó÷àþòñÿ ïóòåì ïðîõîäà ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïóòÿì îò êîðíÿ. Â ñëó÷àå,
åñëè ïóòü íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó (k+1)-ãî óðîâíÿ, ó êîòîðîé óæå åñòü ïîìåòêà, ìû
ïðèñâàèâàåì ýòîé âåðøèíå è åå áðàòó íîâóþ ñòðîêó (âçÿòóþ èç âõîäà). Äëÿ ïðîñòîòû
â ñëó÷àå, åñëè i-ûé çàïðîñ òðåáóåò íîâóþ ñòðîêó, ìû èñïîëüçóåì i-óþ ñòðîêó èç âõîäà
(âìåñòî òîãî, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïåðâóþ èç íåèñïîëüçîâàííûõ ñòðîê). Â ñëó÷àå, åñëè
ïóòü äëÿ íîâîãî çàïðîñà ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó (k + 1)-ãî óðîâíÿ, êîòîðàÿ óæå áûëà
ïîìå÷åíà, ìû èñïîëüçóåì ýòó ìåòêó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäóþùèõ ìåòîê âäîëü ïóòè
(è â ÷àñòíîñòè ìåòêó ëèñòà). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî àëãîðèòì íå âû÷èñëÿåò ìåòêè âî âñåõ
âåðøèíàõ ïîääåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî σ1, · · · , σk (õîòÿ ýòè ìåòêè è îïðåäåëÿþòñÿ ìåò-
êîé â âåðøèíå, ñîîòâåòñòâóþùåé σ1, · · · , σk), à âìåñòî ýòîãî âû÷èñëÿåò òîëüêî ìåòêè â
âåðøèíàõ, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ íà ïóòÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çàïðîñàì.

Î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì D ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Îñòà-
ëîñü ïðîâåðèòü, ïðàâèëüíî ëè îí ðàáîòàåò. Êëþ÷åâûì çàìå÷àíèåì çäåñü ÿâëÿåòñÿ ñî-
îòâåòñòâèå ìåæäó äåéñòâèÿìè àëãîðèòìà D â êîíòðîëüíîé òî÷êå k è ãèáðèäàìè íîìåð
k è k + 1:

• Êîãäà âõîäû áåðóòñÿ èç t(n)-ðåçóëüòàòà U2n (è àëãîðèòì D âûáèðàåò k â êà÷åñòâå
êîíòðîëüíîé òî÷êè), çàïóñêàåìàÿ ìàøèíà M âåä¼ò ñåáÿ â òî÷íîñòè òàê, êàê ýòî
äåëàåò k + 1-ûé ãèáðèä. Ýòî òàê, ïîñêîëüêó D ïîìåùàåò äâå ïîëîâèíû èñòèííî
ñëó÷àéíûõ 2n-áèòîâûõ ñòðîê íà óðîâåíü k + 1 (÷òî òî æå ñàìîå, ÷òî ïîìåñòèòü
èñòèííî ñëó÷àéíûå n-áèòîâûå ñòðîêè íà âåñü k + 1-ûé óðîâåíü).

• Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êîãäà âõîäû áåðóòñÿ èç t(n)-ðåçóëüòàòà G(Un) (è àëãîðèòì D
âûáèðàåò k â êà÷åñòâå êîíòðîëüíîé òî÷êè), òî M âåäåò ñåáÿ òî÷íî òàê æå, êàê íà
k-îì ãèáðèäå. Äåéñòâèòåëüíî, D íå ïîìåùàåò (íåèçâåñòíûå åìó) èñõîäíûå ñòðîêè
(íà îñíîâå êîòîðûõ ãåíåðèðóþòñÿ ïñåâäîñëó÷àéíûå ñòðîêè) íà óðîâåíü k; îäíàêî
ïîìåùåíèå äâóõ ïîëîâèí ïñåâäîñëó÷àéíûõ ñòðîê íà óðîâåíü k + 1 äà¼ò òîò æå
ñàìûé ýôôåêò.

Òàêèì îáðàçîì:
Óòâåðæäåíèå 4.3. Ïóñòü n ýòî öåëîå ÷èñëî, à t

def
= t(n). Ïóñòü K ýòî ñëó÷àé-

íàÿ ïåðåìåííàÿ, êîòîðàÿ çàäàåò ñëó÷àéíûé âûáîð êîíòðîëüíîé òî÷êè àëãîðèòìîì
D (íà âõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äëèíû t èç 2n-áèòîâûõ ñòðîê). Òîãäà äëÿ âñåõ
k ∈ {0, 1, . . . , n− 1},

Pr[D(G(U (1)
n ), . . . , G(U (t)

n )) = 1|K = k] = Pr[MHk
n(1n) = 1]

Pr[D(U
(1)
2n , . . . , U

(t)
2n )) = 1|K = k] = Pr[MHk+1

n (1n) = 1]
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ãäå U
(i)
n è U

(j)
2n ýòî íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà

{0, 1}n è {0, 1}2n ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû Hm
n äëÿ âñåõ

0 ≤ m ≤ n. Àëüòåðíàòèâíîå îïðåäåëåíèå áóäåò ïîõîæå íà òî, êàê àëãîðèòì D îòâå-
÷àåò íà çàïðîñû îðàêóëüíîé ìàøèíû M (ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü çäåñü îáîçíà÷åíèå m
âìåñòî k, ïîñêîëüêó m íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàåò ñ êîíòðîëüíîé òî÷êîé k, âûáðàííîé
àëãîðèòìîì D). Ýòî îïðåäåëåíèå ñîñòîèò èç ïåðåêëþ÷åíèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ ïðîöåñ-
ñîâ, êîòîðûå ñíà÷àëà îäíîâðåìåííî âûáèðàþò ôóíêöèþ g : {0, 1}m → {0, 1}n, êîòîðàÿ â
äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè f : {0, 1}n → {0, 1}n. Ïåðâûé ñëó-
÷àéíûé ïðîöåññ, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì çà ρ, ýòî ïðîèçâîëüíûé ïðîöåññ (�äàííûé íàì
ñíàðóæè�), êîòîðûé îïðåäåëÿåò òî÷êè â îáðàçå g (ïðîöåññ ρ ñîîòâåòñòâóåò çàïðîñàì ìà-
øèíû M , â òî âðåìÿ êàê âòîðîé ïðîöåññ ñîîòâåòñòâóåò òîìó, êàê àëãîðèòì A îòâå÷àåò
íà ýòè çàïðîñû). Âòîðîé ïðîöåññ, êîòîðûé ìû îáîçíà÷èì êàê ψ, ïðèñâàèâàåò ðàâíî-
ìåðíûì îáðàçîì âûáðàííûå n-áèòîâûå ñòðîêè êàæäîé òî÷êå, âûáðàííîé ïðîöåññîì ρ,
òàêèì îáðàçîì çàäàâàÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè g â ýòîé òî÷êå. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî â ñëó÷àå,
åñëè ρ âûáèðàåò ñòàðóþ òî÷êó (òó, êîòîðóþ îí óæå âûáèðàë), âòîðîé ïðîöåññ íè÷åãî íå
äåëàåò (ò.å. îñòàâëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè g â ýòîé òî÷êå íåèçìåííûì). Ïðîöåññ ρ ìîæåò
çàâèñåòü îò èñòîðèè äâóõ ïðîöåññîâ è â ÷àñòíîñòè îò çíà÷åíèé, êîòîðûå áûëè âûáðàíû
äëÿ ïðåäûäóùèõ òî÷åê. Êîãäà ρ çàâåðøàåòñÿ, âòîðîé ïðîöåññ ψ âûáèðàåò ñëó÷àéíûå
çíà÷åíèÿ äëÿ îñòàâøèõñÿ òî÷åê, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿ íå îïðåäåëåíû (åñëè îíè åñòü).
Ïîä÷åðêíåì, ÷òî âòîðîé ïðîöåññ ψ ôèêñèðîâàí äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ âûáîðîâ ïåðâîãî
ïðîöåññà ρ.

Êîãäà ôóíêöèÿ g : {0, 1}m → {0, 1}n ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíà, ìû îïðåäåëÿåì ôóíê-
öèþ f g : {0, 1}n → {0, 1}n ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f g(σ1, σ2, · · · , σn)
def
= Gσn(· · · (Gσm+2(Gσm+1(g(σm, · · · , σ1)))) · · · )

×èòàòåëü ìîæåò ñ ëåãêîñòüþ óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî f g ðàâíÿåòñÿ fg(0m),...,g(1m) (êàê
ýòî áûëî îïðåäåëåíî â ãèáðèäíîé êîíñòðóêöèè âûøå). Òàêæå ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
îïèñàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (ò.å. ÷åðåäîâàíèå ψ ñ ëþáûì ρ) âûäàåò ôóíêöèþ g, êîòî-
ðàÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå âñåõ âîçìîæíûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ
m-áèòîâûå ñòðîêè â n-áèòîâûå ñòðîêè. Ñëåäîâàòåëüíî îïèñàííûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
ïðèâîäèò ê ðåçóëüòàòó (ò.å. ôóíêöèè), êîòîðûé ðàñïðåäåëåí òàê æå, êàê ñëó÷àéíàÿ
ïåðåìåííàÿ Hm

n . Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî êîíòðîëüíàÿ òî÷êà, âûáðàííàÿ D ðàâíà k
è ÷òî âõîäû D íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî âûáèðàþòñÿ èç {0, 1}2n. Â òàêîì ñëó÷àå òî,
êàê D îòâå÷àåò íà çàïðîñû M , ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçìåùåíèå íåçàâèñèìî è
ðàâíîìåðíî âûáðàííûõ n-áèòîâûõ ñòðî÷åê â êà÷åñòâå ìåòîê âåðøèí k + 1-ãî óðîâíÿ.
Ñëåäîâàòåëüíî, òî, êàê D îòâå÷àåò íà çàïðîñûM , ñîîòâåòñòâóåò îïèñàííîìó âûøå ïðî-
öåññó ïðè m = k + 1 (ãäå M èãðàåò ðîëü ρ, à A èãðàåò ðîëü ψ). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
ñëó÷àå M çàïóñêàåòñÿ ñ äîñòóïîì ê ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé k + 1-ãî ãèáðèäà.

Ïðåäïîëîæèì, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷òî (ñíîâà êîíòðîëüíàÿ òî÷êà, âûáðàííàÿ àëãîðèò-
ìîì D ðàâíàÿ k) âõîäû D íåçàâèñèìî âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òî êàæäûé èç íèõ ðàñïðåäåëåí
òàê æå, êàê è G(Un). Â òàêîì ñëó÷àå òî, êàêèì îáðàçîì D îòâå÷àåò íà çàïðîñûM , ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçìåùåíèå íåçàâèñèìî è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ n-áèòîâûõ
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ñòðîê â êà÷åñòâå ìåòîê âðøèí k-ãî óðîâíÿ. Ñëåäîâàòåëüíî òî, êàê D îòâå÷àåò íà çà-
ïðîñû M , ñîîòâåòñâóåò îïèñàííîìó âûøå ïðîöåññó ïð m = k. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
ñëó÷àå M çàïóñêàåòñÿ ñ äîñòóïîì ê ñëó÷àéíîé ïåðåìåííîé k-ãî

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 4.3 è ââîäÿ îáîçíà÷åíèå
∆(n) = Pr[MH0

n(1n) = 1]− Pr[MHk
n(1n) = 1]

ïîëó÷àåì:
Pr[D(G(U (1)

n ), . . . , G(U (t)
n )) = 1]− Pr[D(U

(1)
2n , . . . , U

(t)
2n ) = 1]

= (
1

n

n−1∑
k=0

Pr[MHk
n(1n) = 1])− (

1

n

n−1∑
k=0

Pr[MHk+1
n (1n) = 1]) =

∆(n)

n

÷òî, ïî ïðåäïîëîæåíèþ îò ïðîòèâíîãî, áîëüøå, ÷åì 1
n∗p(n)

äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà n.
Ñëåäîâàòåëüíî D (âåðîÿòíîñòíûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì) îòëè÷àåò ïîëèíîìèàëü-
íîå êîëè÷åñòâî ñýìïëîâ G(Un) îò ïîëèíîìèàëüíîãî êîëè÷åñòâà ñýìïëîâ U2n. Èñïîëüçóÿ
òåîðåìó 4.1, ìû ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðåäïîëîæåíèåì òåîðåìû î òîì, ÷òî G ýòî
ïñåâäîñëó÷àéíûé ãåíåðàòîð, òàêèì îáðàçîì òåîðåìà äîêàçàíà.


