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Ëåêöèÿ 7

Äîêàçàòåëüñòâà ñ íóëåâûì

ðàçãëàøåíèåì äëÿ NP.

(Êîíñïåêò: È. Ìîíàõîâ)

Íàïîìèíàíèå 7.1. Äëÿ ïàðû àëãîðèòìîâ V è P , îáìåíèâàþùèõñÿ ñîîáùåíèÿìè ïî
ïðîòîêîëó c(V, P ), òàêèõ ÷òî àëãîðèòì P (ðåøàòåëü) ïðîèçâîëüíûé, à V (âåðèôèêà-
òîð) ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé, îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈V, P 〉(x) ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ñîîáùåíèåì îò âåðèôèêàòîðà V â ïîñëåäîâàòåëüñíîñòè
ñîîáùåíèé view(c(V (x), P (x))), ãäå x � îáùàÿ ñòðî÷êà âõîäà V è P . Íàçîâ¼ì (V, P )
èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà L, åñëè

1. (V, P ) ïîëíàÿ: âåðèôèêàòîð V ïðèíèìàåò ñ îãðàíè÷åííîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè
äîêàçàòåëüñòâî ðåøàòåëÿ P äëÿ ëþáîé òåîðåìû x ∈ L

∀x ∈ L Pr{〈V, P 〉(x) = 1} ≥ 3

4
.

2. (V, P ) êîððåêòíàÿ: âåðèôèêàòîð V îòâåðãàåò ñ îãðàíè÷åííîé âåðîÿòíîñòüþ îøèá-
êè äîêàçàòåëüñòâî ðåøàòåëåé P ∗ äëÿ âñåõ ñòðî÷åê íå èç L

∀x 6∈ L Pr{〈V, P ∗〉(x) = 0} ≥ 3

4
.

Óäîáíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå �ñëàáîå� (íà ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòíîå) îïðåäåëåíèå
èíòåðàêòèâíîãî ïðîòîêîëà.
Îïðåäåëåíèå 7.1. Äëÿ ïàðû àëãîðèòìîâ V è P , îáìåíèâàþùèõñÿ ñîîáùåíèÿìè ïî
ïðîòîêîëó c(V, P ), òàêèõ ÷òî àëãîðèòì P (ðåøàòåëü) ïðîèçâîëüíûé, à V (âåðèôèêà-
òîð) ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé, îáîçíà÷èì ÷åðåç 〈V, P 〉(x) ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó,
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäíèì ñîîáùåíèåì îò âåðèôèêàòîðà V â ïîñëåäîâàòåëüñíîñòè
ñîîáùåíèé view(c(V (x), P (x))), ãäå x � îáùàÿ ñòðî÷êà âõîäà V è P . Íàçîâ¼ì (V, P )
èíòåðàêòèâíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà L, åñëè
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1. (V, P ) ïîëíàÿ: âåðèôèêàòîð V ïðèíèìàåò ñ îãðàíè÷åííîé âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè
äîêàçàòåëüñòâî ðåøàòåëÿ P äëÿ ëþáîé òåîðåìû x ∈ L

∀x ∈ L Pr{〈V, P 〉(x) = 1} = 1.

2. (V, P ) êîððåêòíàÿ: âåðèôèêàòîð V îòâåðãàåò ñ îãðàíè÷åííîé âåðîÿòíîñòüþ îøèá-
êè äîêàçàòåëüñòâî ðåøàòåëåé P ∗ äëÿ âñåõ ñòðî÷åê íå èç L

∀x 6∈ L Pr{〈V, P ∗〉(x) = 0} ≥ 1

poly
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç G3C ÿçûê âñåõ ãðàôîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàññêðàñèòü â òðè öâåòà
òàê, ÷òîáû íèêàêîå ðåáðî íå ñîåäèíÿëî äâå âåðøèíû îäíîãî öâåòà. Ýòîò ÿçûê çàäà¼ò
NP-ïîëíóþ çàäà÷ó ïîèñêà.

Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà: ïóñòü ÿçûê L ∈ NP. Ðàññìîòðèì ñâåäåíèå f , òàêîå ÷òî
∀x x ∈ L ⇔ f(x) ∈ G3C. ×òîáû ïîëó÷èòü èíòåðàêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî ñ íóëåâûì
ðàçãëàøåíèåì äëÿ L ìîæíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ f , à ïîòîì èñïîëüçîâàòü èíòåðàêòèâ-
íîå äîêàçàòåëüñòâî ñ íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì äëÿ G3C.

Â ýòîì ïëàíå åñòü ñëåäóþùèå ïðîáëåìû:
1. Äà¼ì f(x), à ó âåðèôèêàòîðà åñòü x, ïîýòîìó îí ìîæåò áîëüøå óçíàòü.
2. Íóæíî ïîâòîðèòü ïðîòîêîë, ÷òîáû óìåíüøèòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè.

Íàïîìèíàíèå 7.2. Áóäåì íàçûâàòü èíòåðàêòèâíóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ (V, P ) äëÿ
ÿçûêà L ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ ñ âû÷èñèòåëüíî íóëåâûì ðàçãëàøåíèåì, åñëè äëÿ ëþ-
áîãî ïîëèíîìèàëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî âåðèôèêàòîðà V ∗ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé
âåðîÿòíîñòíûé ñèìóëÿòîð M∗, òàêîé ÷òî ∀x ∈ L ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 〈V ∗, P 〉(x) è
M∗(x) âû÷èñëèòåëüíî íåðàçëè÷èìû.

Êëàññ ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ñ âû÷èñëèòåëüíî íó-
ëåâûì ðàçãëàøåíèåì, áóäåì îáîçíà÷àòü CZK.
Îïðåäåëåíèå 7.2. Ðàññìîòðèì äëÿ ñòðî÷êè x ∈ L ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå: PL(x) �
íåêîòîðîå ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî. Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà x ∈ G3C â êà÷åñòâå PL(x)
ìîæíî âçÿòü îäíó èç ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê ãðàôà. Áóäåì íàçûâàòü èíòåðàêòèâíóþ ñè-
ñòåìó äîêàçàòåëüñòâ (V, P ) äëÿ ÿçûêà L ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ ñ âû÷èñèòåëüíî íóëå-

âûì ðàçãëàøåíèåì îòíîñèòåëüíî äîïîëíèòåëüíîãî âõîäà, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîëèíîìè-
àëüíîãî âåðîÿòíîñòíîãî âåðèôèêàòîðà V ∗ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé
ñèìóëÿòîð M∗, òàêîé ÷òî ∀x ∈ L ∀y ∀z ∈ PL(x) ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû 〈V ∗(y), P (z)〉(x) è
M∗(x, y) âû÷èñëèòåëüíî íåðàçëè÷èìû.

Ââåäåíèå äîïîëíèòèåëüíîãî âõîäà äà¼ò âîçìîæíî ðàññìàòðèâàòü áîëåå ïðîñòûå ðå-
øàòåëè � âåäü èì íå íóæíî íàõîäèòü ñàìî äîêàçàòåëüñòâî.
Îáîçíà÷åíèå 7.1. Äëÿ ðåøàòåëÿ P ñ âõîäîì z è ïîëèíîìà q áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
P q(|z|) àëãîðèòì, êîòîðûé q(|z|) ðàç â öèêëå ìîäåëèðóåò àëãîðèòì P (z).
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Ëåììà 7.1. Åñëè ∀V ∗ ∃M∗

∀x ∈ L ∀y ∀z ∈ PL(x) M∗(x, y) âû÷èñëèòåëüíî íåîòëè÷èìà îò 〈V ∗(y), P (z)〉(x),

òîãäà ∀V ∗ ∃M∗∗

∀x ∈ L ∀y ∀z ∈ PL(x) M∗∗(x, y) âû÷èñëèòåëüíî íåîòëè÷èìà îò 〈V ∗∗(y), P q(|x|)(z)〉(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàáîòà V ∗∗ òîæå ðàçáèâàåòñÿ íà ñòàäèè (ïî ñîîáùåíèÿì, ïîñëàííûì
P i). Ïîñòðîèì íîâûé àëãîðèòì: êîãäà çàêîí÷èëàñü ñòàäèÿ, ñî âñåõ ðàáî÷èõ ëåíò çàïèñû-
âàåì èíôîðìàöèþ íà äîïîëíèòåëüíûé âõîä. Âíà÷àëå ñëåäóþùåé ñòàäèè ïåðåïèñûâàåì
îáðàòíî. Ïîëó÷èì V ∗∗∗, ðàáîòàþùèé ïî ñòàäèÿì.

Åñòü ñèìóëÿòîð íà êàæäîé ñòàäèè, ïðèìåíèì ãèáðèäíûé ìåòîä: åñëè ðàçëè÷èìû
ïåðâàÿ è ïîñëåäíÿÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òîãäà ðàçëè÷èìû êàêèå-òî ñîñåäíèå � ïðîòè-
âîðå÷èå.
Òåîðåìà 7.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðîòîêîë ïðèâÿçêè ê áèòó, òîãäà G3C ∈ CZK.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü π � ýòî àëãîðèòì, óïàêîâûâàþùèé áèò â ñóíäó÷îê.
• Îáùèé âõîä ðåøàòåëÿ P , âåðèôèêàòîðîâ V, V ∗ è ñèìóëÿòîðà M∗: êîíå÷íûé ãðàô

G = (V, E).

1. • V : ïðîïóñêàåò ñâîþ î÷åðåäü, ïîñûëàÿ ñîîáùåíèå 0.
• P : äëÿ ïðàâèëüíîé 3-ðàñêðàñêè C ∈ PL(x) îòïðàâëÿåò ñóíäó÷êè

π(C(v1)), . . . , π(C(vn)).
2. • V : âûáèðàåò ñëó÷àéíîé ðåáðî (vi, vj) ∈ E è ïðîñèò êëþ÷è îò ñóíäó÷êîâ

π(C(vi)), π(C(vj)).
• P : îòïðàâëÿåò Ki è Kj.

3. • V : åñëè âåðøèíû vi è vj áûëè ïðàâèëüíî ïîêðàøåíû: C(vi) 6= C(vj), ïîñûëàåò
1, ïîñûëàåò 1,
èíà÷å îòïðàâëÿåò 0.

• P : çàâåðøàåò ïðîòîêîë, îòïðàâèâ ∅.
4. • V : åñëè íå÷åñòíûé ðåøàòåëü P ∗ íå ïðèñëàë ïóñòîå ñîîáùåíèå,

çàâåðøàåò ïðîòîêîë, îòïðàâèâ ∅.
• P ∗: íåò îãðàíè÷åíèé.

Îïèøåì ñèìóëÿòîð M∗.
1. • M1: ïðîïóñêàåò ñâîþ î÷åðåäü, ïîñûëàÿ ñîîáùåíèå 0.

• M2: ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü c ∈ {1, 2, 3}n è ïåðåäà¼ò ïî
ïðîòîêîëó ïðèâÿçêè ê áèòó π(c1), π(c2), . . . , π(cn).
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2. • M1: âûáèðàåò ñëó÷àéíîé ðåáðî (vi, vj) ∈ E è ïðîñèò êëþ÷è îò ñóíäó÷êîâ
π(C(vi)), π(C(vj)).

• M2: åñëè ïîâåçëî è ci 6= cj, îòïðàâëÿåò Ki è Kj,
èíà÷å âûäà¼ò ⊥ è îñòàíàâëèâàåòñÿ.

3. • M1: åñëè âåðøèíû vi è vj áûëè ïðàâèëüíî ïîêðàøåíû: C(vi) 6= C(vj), ïîñû-
ëàåò 1,
èíà÷å îòïðàâëÿåò 0.

• M2: çàâåðøàåò ïðîòîêîë, îòïðàâèâ ∅.
4. • M1: åñëè íå÷åñòíûé ðåøàòåëü P ∗ íå ïðèñëàë ïóñòîå ñîîáùåíèå,

çàâåðøàåò ïðîòîêîë, îòïðàâèâ ∅.
• M∗

2 : íåò îãðàíè÷åíèé.

Çàìå÷àíèå 7.1. Âìåñòî ⊥ ìîæíî âñ¼ ñòèðàòü è ïîâòîðÿòü n ðàç.


