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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

• Ðàññìàòðèâàåì ñõåìû èç
∨
,
∧

(ñ íåîãðàíè÷åííîé

âõîäÿùåé ñòåïåíüþ) è ¬.
• Ãëóáèíà ñõåìû � ýòî äëèíà ìàêñèìàëüíîãî ïóòè îò âõîäà

ñõåìû ê âûõîäó ñõåìû

• Îñíîâíàÿ ìîäåëü âû÷èñëåíèé: ñõåìû, ãëóáèíà êîòîðûõ

îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé.

• Parity(x1, x2, . . . , xn) = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn =
∑n

i=1 xi mod 2.

• Òåîðåìà. Ôóíêöèÿ Parity íå âû÷èñëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîãî

ðàçìåðà ñõåìîé êîíñòàíòíîé ãëóáèíû.
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Ïðåîáðàçîâàíèå ñõåìû

• Ïðåîáðàçîâàòü ãðàô ñõåìû â äåðåâî: ðàçìåð ñõåìû

óâåëè÷èòñÿ â ïîëèíîìèàëüíîå ÷èñëî ðàç, ãëóáèíà íå

ïîìåíÿåòñÿ.

• Ïðîíåñòè âñå îòðèöàíèÿ ê ïåðåìåííûì, ïîëüçóÿñü

ïðàâèëàìè äå Ìîðãàíà: ¬
∨
xi =

∧
¬xi è ¬

∧
xi =

∨
¬xi .

• Åñëè ãåéò
∨

ÿâëÿåòñÿ âõîäîì äëÿ ãåéòà
∨
, òî èõ ìîæíî

îáúåäèíèòü â îäèí ãåéò. Àíàëîãè÷íî äëÿ
∧
.

• Ðàçáèòü ãåéòû íà óðîâíè òàê, ÷òîáû íà êàæäîì óðîâíå

áûëè áû òîëüêî ãåéòû îäíîãî òèïà, è
∨

è
∧

óðîâíè

÷åðåäîâàëèñü áû.
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Ðàçáèåíèå ñõåìû íà óðîâíè

• 0-é óðîâåíü: Âõîäíûå ïåðåìåííûå è èõ îòðèöàíèÿ

• 1-é óðîâåíü: Âñå
∨

îò íóëåâîãî óðîâíÿ. Ôèêòèâíûå
∨

äëÿ

òîãî, ÷òîáû ïîäíÿòü âõîäû ïîâûøå.

• 2-é óðîâåíü:
∧

îò ïåðâîãî óðîâíÿ.

. . .
Äîáàâèì ìåæäó íóëåâûì è ïåðâûì óðîâíåì ôèêòèâíûå

∧
äëÿ

âñåõ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçóåìûõ íà ïåðâîì óðîâíå.
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Ñõåìà
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Íàïîìèíàíèå

• Ëèòåðàë � ýòî ïåðåìåííàÿ èëè åå îòðèöàíèå

• Äèçúþíêò � ýòî äèçúþíêöèÿ íåñêîëüêèõ ëèòåðàëîâ
∨
li .

• Êîíúþíêò � ýòî êîíúþíêöèÿ íåñêîëüêèõ ëèòåðàëîâ
∧
li .

• Ôîðìóëà â k-ÄÍÔ:
∨

j Cj , ãäå Cj � ýòî êîíúþíêò èç k
ëèòåðàëîâ.

• Ôîðìóëà â k-ÊÍÔ
∧

j Dj , ãäå Dj � ýòî äèçúþíêò èç k
ëèòåðàëîâ.

6 / 15



Êëþ÷åâàÿ ëåììà

Ëåììà. (Switching lemma) Ïóñòü ôóíêöèÿ f âûðàçèìà êàê

k-ÄÍÔ ôîðìóëà, ïóñòü ïîäñòàíîâêà ρ íàçíà÷àåò ñëó÷àéíîå

çíà÷åíèå ñëó÷àéíî âûáðàííûì t > n
2 ïåðåìåííûì. Òîãäà äëÿ

êàæäîãî s ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ

Pr
ρ
[f |ρ íå âûðàçèìà â âèäå s-ÊÍÔ] ≤

(
100k

(n − t)

n

)s

Ñëåäñòâèå. ÊÍÔ è ÄÍÔ ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.
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Ïî÷åìó èç ëåììû âñå ñëåäóåò?

• n âõîäîâ, nb ãåéòîâ, ãëóáèíà d .

• ni = n1/2
i
, ki = b2i+2

• Ïåðåä i-ì øàãîì: ãëóáèíà d − i + 1, ïåðåìåííûõ ni−1,

ãåéòû ïåðâîãî óðîâíÿ â ki -ÄÍÔ (èëè ki -ÊÍÔ).

• i-é øàã: ñëó÷àéíî ïîäñòàâèòü ni − ni+1 âõîäîâ.

• Ôóíêöèÿ â ãåéòå ïåðâîãî óðîâíÿ íå â ki+1-ÊÍÔ (èëè

ki+1-ÄÍÔ) ñ âåðîÿòíîñòüþ ≤
(
100ki

ni+1

ni

)ki+1

=(
100ki
n1/2

i+1

)ki+1

<
(

1

n1/2
i+2

)b2i+3

= 1
n2b

< 1
10nb

.

• Ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− 1
10 âñå ãåéòû ïåðâîãî óðîâíÿ ìîæíî

�ðàçâåðíóòü� (è óìåíüøèòü ãëóáèíó íà 1).

• Ïîñëå d øàãîâ: êîíñòàíòà, nd ïåðåìåííûõ. Ýòî òî÷íî íå

Parity .

8 / 15



Êàðòèíêè
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Ìèíòåðìû è ìàêñòåðìû

• f � áóëåâà ôóíêöèÿ

• Ìèíòåðì � ýòî ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ íàáîð

ëèòåðàëîâ, ÷òî åñëè íàçíà÷èòü èì çíà÷åíèå 1 , òî

çíà÷åíèå f àâòîìàòè÷åñêè áóäåò 1 .

• Ìàêñòåðì � ýòî ìèíèìàëüíûé ïî âêëþ÷åíèþ íàáîð

ëèòåðàëîâ, ÷òî åñëè íàçíà÷èòü èì çíà÷åíèå 1 , òî

çíà÷åíèå f àâòîìàòè÷åñêè áóäåò 0 .

• Êîíúþíêò â ÄÍÔ ñîäåðæèò ìèíòåðì.

• Îòðèöàíèå äèçúþíêòà â ÊÍÔ ñîäåðæèò ìàêñòåðì.

• Åñëè f íå âûðàæàåòñÿ â âèäå s-ÊÍÔ, òî f ñîäåðæèò

ìàêñòåðì ðàçìåðà õîòÿ áû s + 1.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà switching ëåììû

• ρ � ïëîõàÿ ïîäñòàíîâêà, åñëè f |ρ íå âûðàçèìî â s-ÊÍÔ.

• ×èñëî ïîäñòàíîâîê ðàçìåðà t: C t
n2

t .

• ×èñëî ïîäñòàíîâîê ðàçìåðà t + s: C t+s
n 2t+s .

• Ïðè t > 3
4n:

C t+s
n

C t
n

=
t!(n − t)!

(t + s)!(n − t − s)!
=

(n − t) . . . (n − t − s + 1)

(t + s) . . . (t + 1)
<(

n − t

t

)s

<< 2−s

• Èäåÿ: ñîïîñòàâèòü êàæäîé ïëîõîé ïîäñòàíîâêå t
ïåðåìåííûõ ïîäñòàíîâêó t + s ïåðåìåííûõ.
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Äîêàçàòåëüñòâî

• f âûðàçèìà â k-ÄÍÔ, ρ � ïëîõàÿ ïîäñòàíîâêà.

• Çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ.

• t1, t2, . . . , � ýòî âñå ìèíòåðìû f (â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå).

• Ïóñòü π � ýòî ìàêñòåðì f |ρ ðàçìåðà p > s.

• Ïóñòü tl1 � ïåðâûé ìèíòåðì, êîòîðûé îïðîâåðãíóò ρπ, íî
íå îïðîâåðãíóò ρ.

• π1 � ÷àñòü π, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííûì tl1 .

• σ1 � ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûì π1, êîòîðàÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ

tl1 .
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Äîêàçàòåëüñòâî

• f âûðàçèìà â k-ÄÍÔ, ρ � ïëîõàÿ ïîäñòàíîâêà.

• Çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê ïåðåìåííûõ.

• t1, t2, . . . , � ýòî âñå ìèíòåðìû f (â àëôàâèòíîì ïîðÿäêå).

• Ïóñòü π � ýòî ìàêñòåðì f |ρ ðàçìåðà p > s.

• Ïóñòü tli � ïåðâûé ìèíòåðì, êîòîðûé îïðîâåðãíóò ρπ, íî
íå îïðîâåðãíóò ρπ1 . . . πi−1

• πi � ÷àñòü π \ {π1 ∪ · · · ∪ πi−1}, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò

ïåðåìåííûì tli .

• σi � ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûì πi , êîòîðàÿ ñîãëàñóåòñÿ ñ tli .

• Çàêîí÷èòü, êîãäà π1π2 . . . πm = π.
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Äîêàçàòåëüñòâî (ïðîäîëæåíèå)

• Ïûòàåìñÿ ïî ρσ1 . . . σm âîññòàíîâèòü ρ.

• tl1 � ýòî ïåðâûé ìèíòåðì f , êîòîðûé ñîãëàñóåòñÿ ñ

ïîäñòàíîâêîé ρσ1 . . . σm.

• z è c � äâå ñòðî÷êè ñ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé.

• tl1 ñîäåðæèò l ≤ k ëèòåðàëîâ. Ïåðâûå l áèòîâ ñòðî÷êè c
ãîâîðÿò, êàêèå ëèòåðàëû íàçíà÷åíû ïîäñòàíîâêîé σ1 (π1).

• Â ñòðîêå z çàïèñàíî, êàêèå áèòû îòëè÷àþòñÿ â σ1 è π1.

• Âîññòàíàâëèâàåì π1.

• tl2 � ýòî ïåðâûé ìèíòåðì f , êîòîðûé ñîãëàñóåòñÿ ñ

ïîäñòàíîâêîé ρπ1σ2 . . . σm. È ò.ä.

• z ∈ {0, 1}p, c � ýòî ñòðîêà èç ≤ kp áèò, â êîòîðîé p
åäèíèö (äîïîëíèì íóëÿìè äî ñòðîêè èç kp áèò).
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Ïîäñ÷åò

• ×èñëî ðàçëè÷íûõ c íå ïðåâîñõîäèò

Cp
kp <

(kp)p

p! < (kp)p

(p/e)p = (ke)p.

• ×èñëî ðàçëè÷íûõ z íå ïðåâîñõîäèò 2p.

• Äîëÿ ïëîõèõ ïîäñòàíîâîê:

C t+p
n 2t+p2p(ke)p

C t
n2

t
≤ (4ek

n − t

t
)p

≤ (8ek
n − t

n
)p ≤ (100k

n − t

n
)p
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