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Â ïðîøëûé ðàç

• Ìû ðàññìàòðèâàëè ñõåìû èç ¬ è
∨
,
∧

íåîãðàíè÷åííîé

âõîäíîé ñòåïåíè.

• Äîêàçàëè: ñõåìà êîíñòàíòíîé ãëóáèíû, ðåøàþùàÿ Parity
èìååò ñóïåðïîëèíîìèàëüíûé ðàçìåð.

• Äîêàçàòåëüñòâî ïðîõîäèò äëÿ ëþáîé ôóíêöèè, êîòîðàÿ íå

îáðàùàåòñÿ â êîíñòàíòó ïðè ïîäñòàíîâêå çíà÷åíèé ÷àñòè

ïåðåìåííûì.

• À åñëè ðàçðåøèòü èñïîëüçîâàòü â ñõåìå
⊕
?
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Ñåãîäíÿ

• MODp(x1, x2, . . . , xn) =

{
0, x1 + x2 + · · ·+ xn = 0 mod p

1, èíà÷å

• Òåîðåìà. (Ðàçáîðîâ, Ñìîëåíñêèé) Åñëè p, q ∈ P, p 6= q, òî
ëþáàÿ ñõåìà êîíñòàíòíîé ãëóáèíû èç ¬,

∨
,
∧
,MODp,

âû÷èñëÿþùàÿ MODq, èìååò ýêñïîíåíöèàëüíûé ðàçìåð.

• Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì: q = 2, p = 3.
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Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà

1 Ïðèáëèçèòü ñõåìó C ðàçìåðà S ìíîãî÷ëåíîì îò n
ïåðåìåííûõ:

• Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà ≤
√
n/2

• Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèÿìè C íà äîëå

1− S/2n
c

âõîäîâ.

2 Ïîêàçàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ≤
√
n/2 íå ìîæåò

ñîâïàäàòü ñ MOD2 áîëåå, ÷åì íà 49
50 äîëå âõîäîâ.

3 Ñëåäñòâèå: S ≥ 2n
c
/50.

4 / 9



Ïðèáëèæåíèå ìíîãî÷ëåíàìè

• Ãåéò g íà ãëóáèíå h ìû ïðèáëèæàåì ìíîãî÷ëåíîì

g̃(x1, x2, . . . , xn) íàä ïîëåì Z3 ñòåïåíè lh (l > 2 � âûáåðåì

ïîçæå).

• Òðåáóåì, ÷òîáû íà {0, 1}n çíà÷åíèÿ áûëè áû èç {0, 1}.
(Äîñòàòî÷íî âîçâåñòè â êâàäðàò).

• Åñëè g � ýòî âõîä ñõåìû, òî g̃ = xi .

• Åñëè g = ¬f , òî g̃ = 1− f̃ .

• Åñëè g = MOD3(f1, f2, . . . , fk), òî g̃ = (f̃1 + f̃2 + · · ·+ f̃k)
2.

Ñòåïåíü 2lh < lh+1.

• Åñëè g =
∧k

i=1 fi , òî õî÷åòñÿ ïðèáëèçèòü òàê: g̃ =
∏k

i=1 f̃i .
Íî ñòåïåíü óâåëè÷èâàåòñÿ â k ðàç!!!
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Ïðèáëèæåíèå
∧

è
∨

• Îïèøåì ïðèáëèæåíèå äëÿ
∨

(äëÿ
∧

� àíàëîãè÷íî ïî

ïðàâèëàì äå Ìîðãàíà)

• g =
∨k

i=1 fi .

• Âûáåðåì ñëó÷àéíîå ïîäìíîæåñòâî A ⊆ {1, 2, . . . , k}.
• Åñëè

∨k
i=1 fi = 1, òî Pr[(

∑
i∈A fi )

2 = 1] ≥ 1
2 .

• Åñëè
∨k

i=1 fi = 0, òî Pr[(
∑

i∈A fi )
2 = 0] = 1.

• Âûáåðåì ñëó÷àéíûå A1,A2, . . . ,Al/2 ⊆ {1, 2, . . . , k}.

• g̃ = 1−
∏l/2

j=1(1− (
∑

i∈Aj
f̃i )

2), deg g̃ ≤ l
22(l)

h−1 = lh.

• ∀x Prr [îøèáêà] < 1/2
l
2 =⇒ Prx ,r [îøèáêà] < 1/2

l
2 =⇒

∃r Prx [îøèáêà] < 1/2
l
2 .

• Îøèáêà íà ñõåìå ðàçìåðà S : ≤ S/2
l
2

• l = (
√
n/2)1/d : ïîëèíîì ñòåïåíè

√
n/2, îøèáêà:

S/2n
1/(2d)/21+1/d
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Ïðèáëèæåíèå MOD2 ìíîãî÷ëåíàìè

Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåí f èç Z3[x1, x2, . . . , xn] ñîãëàñóåòñÿ ñ MOD2

íà ìíîæåñòâå G ′ ⊆ {0, 1}n. Åñëè deg f ≤
√
n/2, òî |G ′| <

(
49
50

)
2n

Äîêàçàòåëüñòâî.

• Çàìåíà ïåðåìåííûõ: yi = 1 + xi mod 3. (0→ 1, 1→ −1,
G ′ → G ⊆ {−1, 1}n, f → g , deg g = deg f ≤

√
n/2)

• MOD2(x1, x2, . . . , xn) =


1 =⇒

n∏
i=1

yi = −1

0, =⇒
n∏

i=1

yi = 1

• Èòîãî, g(y1, y2, . . . , yn) � ýòî ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
√
n/2,

êîòîðûé ñîãëàñóåòñÿ ñ
∏n

i=1 yi íà G .
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Ïðèáëèæåíèå MOD2 ìíîãî÷ëåíàìè

• FG � ýòî ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç G → {0, 1,−1}.
• |FG | = 3|G |.

• Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü: |FG | < 3(
49
50)2

n
.

Ëåììà. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ s ∈ FG ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû

ìîíîìîâ âèäà aI
∏

i∈I yi , ãäå |I | ≤
n
2 +
√
n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî.

• Ïðåäñòàâèì s â âèäå ìíîãî÷ëåíà.

• Ïîñêîëüêó âõîäû èç G , òî y2i = 1, ò.å. s ëèíååí ïî êàæäîé

ïåðåìåííîé.

• Ïóñòü â s åñòü ìîíîì
∏

i∈I yi , â êîòîðîì |I | > n/2.

•
∏

i∈I yi =
∏n

i=1 yi
∏

i∈[n]\I yi = g(y)
∏

i∈[n]\I yi .

Ñëåäñòâèå. |FG | ≤ 3÷èñëî ìîíîìîâ = 3C
1
n+C2

n+···+C
n
2 +

√
n/2

n
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Îöåíêà C 1
n + C 2

n + · · ·+ C
n
2+
√
n/2

n

Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî C 1
n + C 2

n + · · ·+ C
n
2
+
√
n/2

n <
(
49
50

)
2n.

• Ôîðìóëà Ñòèðëèíãà:
√
2 · 3.14n

(
n
e

)n
< n! <

√
2 · 3.15n

(
n
e

)n
•

C
n
2
n =

n!(
n
2 !
)2 <

√
2 · 3.15n

(
n
e

)n
3.14n

(
n/2
e

)n =
2n√

n/2 3.14√
3.15

<
2n√
n 3.12

2

=
2n√
1.56n

• C 1
n + C 2

n + · · ·+ C
n
2
+
√
n/2

n < 2n−1 +
√
n
2 C

n/2
n <

2n(12 + 1
2
√
1.56

) <
(
49
50

)
2n.
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