
Çàäàíèå 2.

Â ýòîì çàäàíèè ìû ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ñõåìû è ôîðìóëû èìåþò ãåéòû ∨,∧ è ¬. Êîãäà ðå÷ü èäåò î
ñõåìàõ êîíñòàíòîé ãëóáèíû, òî àðíîñòü ∨,∧ íå îãðàíè÷åíà. Ðàçìåðîì ôîìðóëû ìû áóäåì íàçûâàòü
÷èñëî ëèñòüåâ â äåðåâå, êîòîðîå ýòó ôîðìóëó ïðåäñòàâëÿåò. Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f îáîçíà÷èì
÷åðåç L(f) ôîðìóëüíóþ ñëîæíîñòü ôóíêöèè f . Bn îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé
èç {0, 1}n → {0, 1}n.
CC5. Ôîðìàëüíîé ìåðîé ñëîæíîñòè íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå èç Bn â N, îáëàäàþùåå ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

• FC(xi) = 1

• FC(f) = FC(¬f)

• FC(f ∨ g) ≤ FC(f) + FC(g)

à) Äîêàæèòå, ÷òî FC(f ∧ g) ≤ FC(f) + FC(g); á) Ïîêàæèòå, ÷òî L(f) � ýòî ôîðìàëüíàÿ ìåðà
ñëîæíîñòè; â) (ëåììà Ïàòåðñîíà) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé ôîðìàëüíîé ìåðû ñëîæíîñòè FC
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî: L(f) ≥ FC(f)

CC6. Äëÿ ìíîæåñòâ A,B ⊆ {0, 1}n îáîçíà÷èì ÷åðåç H(A,B) � ìíîæåñòâî ïàð-ñîñåäåé {(a, b) ∈
A × B | ρ(a, b) = 1}, òóò ρ � ýòî ðàññòîÿíèå Õåììèíãà. Îïðåäåëèì KAB = |H(A,B)|2

|A||B| è ôóíê-

öèþ K(f) = max{KAB |A ⊆ f−1(1), B ⊆ f−1(0)}. à) Äîêàæèòå, ÷òî K(f) � ýòî ôîðìàëüíàÿ ìåðà
ñëîæíîñòè. á) (Òåîðåìà Õðàï÷åíêî) Äîêàæèòå, ÷òî L(f) ≥ K(f). â) Äîêàæèòå, ÷òî K(f) ≤ n2. ã)
Äîêàæèòå, ÷òî L(MOD2) = Ω(n2). ä) Äîêàæèòå, ÷òî L(Maj) = Ω(n2).

CC7. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå
∨n

i=1 xi â âèäå ïîëèíîìà Fq[x1, x2, . . . , xn] (q � ïðîñòîå ÷èñëî)
òðåáóåò ñòåïåíü ðîâíî n.

CC8. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Maj íå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîãî ðàç-
ìåðà èç ãåéòîâ ñõåì êîíñòàíòíîé ãëóáèíû.
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