
Çàäàíèå 3. PCP

CC9. Ïóñòü ãðàô G ÿâëÿåòñÿ (n, d, α) � ýêñïàíäåðîì, S � ìíîæåñòâî âåðøèí, |S| ≤ n/2. Ðàñ-
ñìîòðåëè ñëó÷àéíûé ïóòü â G äëèíû `. Äîêàæèòå, ÷òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà÷àëî è êîíåö ýòîãî

ïóòè ëåæàò â ìíîæåñòâå S, íå ïðåâîñõîäèò |S|
n ( |S|

n + α`).

CC10. Äàí ãðàô G, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

• ÿâëÿåòñÿ (n, d, 0.9)-ýêñïàíäåðîì;

• äëÿ êàæäîé âåðøèíû êàê ìèíèìóì ïîëîâèíà èñõîäÿùèõ ðåáåð ÿâëÿåòñÿ ïåòëÿìè.

Êàæäàÿ âåðøèíà ãðàôà ìîæåò áûòü ðàñêðàøåíà â îäèí èç W öâåòîâ. Ó êàæäîãî ðåáðà ãðàôà
åñòü ñâîè ïðåäïî÷òåíèÿ, â çàâèñèìîñòè îò îêðàñêè åãî êîíöîâ ðåáðî ñòàíîâèòñÿ äîâîëüíûì èëè
íåäîâîëüíûì. Â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà ñèäèò ìàëÿð, â íàìåðåíèÿ ìàëÿðà âõîäèò ïîêðàñèòü âñå
âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå t +

√
t îò äàííîé (êàæäóþ âåðøèíó ìàëÿð ìîæåò

êðàñèòü â îäèí èç W öâåòîâ). Äâà ðàçíûõ ìàëÿðà ìîãóò æåëàòü ïîêðàñèòü îäíó âåðøèíó â ðàçíûå
öâåòà. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v îïðåäåëÿåòñÿ ïîïóëÿðíûé öâåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: âûáèðàþòñÿ
âñå âîçìîæíûå ïóòè äëèíû t, èñõîäÿùèå èç âåðøèíû v, äëÿ êàæäîãî ïóòè ìàëÿð, ñòîÿùèé â äðóãîì
åãî êîíöå ñîîáùàåò, â êàêîé öâåò îí õî÷åò ïîêðàñèòü âåðøèíó v, ïîïóëÿðíûì öâåòîì íàçûâàåòñÿ
òîò, êîòîðûé íàçâàí íàèáîëüøåå ÷èñëî ðàç (íåêîòîðûå ìàëÿðû ìîãóò ãîëîñîâàòü íåñêîëüêî ðàç).
Ïóñòü F � ýòî ìíîæåñòâî íåäîâîëüíûõ ðåáåð ïðè ïîïóëÿðíîé ðàñêðàñêå, ïóñòü îíè ñîñòàâëÿþò
äîëþ ε, ò.å. |F | = εnd/2.

Ïóñòü δ � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çíà÷åíèå êîòîðîé áóäåò âûáðàíî ïîçæå. Äëÿ êàæäîãî ïóòè
(i1, i2, . . . , i2t+2) äëèíû 2t + 1 â ãðàôå G äëÿ j ∈ {t + 1, t + 2, . . . , t + δ

√
t} ðåáðî (ij , ij+1) áóäåì

íàçûâàòü ïðàâäîïîäîáíûì, åñëè ìàëÿð, ñèäÿùèé â i1, õî÷åò ïîêðàñèòü ij â ïîïóëÿðíûé öâåò, à
ìàëÿð, ñèäÿùèé â i2t+2, õî÷åò ïîêðàñèòü ij+1 â ïîïóëÿðíûé öâåò. Â àñèìïòîòè÷åñêèõ îáîçíà÷åíèÿõ
äàëåå ÷èñëà d,W è δ ñ÷èòàþòñÿ êîíñòàíòàìè.

à) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñëó÷àéíûé ïóòü äëèíû t + δ
√
t íà÷èíàåòñÿ â âåðøèíå v, à êîí÷àåòñÿ

â âåðøèíå u, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ δ, ìàëÿð â âåðøèíå u õî÷åò ïîêðàñèòü âåðøèíó v â
ïîïóëÿðíûé öâåò ñ âåðîÿòíîñòüþ õîòÿ áû 1

2W . (Óêàçàíèå: ïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî â ãðàôå ìíîãî
ïåòåëü.)

á) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà H ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó íåäîâîëüíûõ (ò.å. èç ìíîæåñòâà F ) ïðàâäîïî-
äîáíûõ ðåáåð â ñëó÷àéíîì ïóòè äëèíû 2t+ 1. Äîêàæèòå, ÷òî E[H] ≥ Ω(

√
tε).

â) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Pr[X > 0] ≥ E[X]2

E[X2] .

ã) Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà H ′ ðàâíÿåòñÿ ÷èñëó íåäîâîëüíûõ ðåáåð â ïðîìåæóòêå îò t+ 1 äî
t + δ

√
t â ñëó÷àéíîì ïóòè äëèíû 2t + 1. (Ò.å. H ≤ H ′). Ïóñòü ε < O( 1√

t
), äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

E[H2] ≤ E[H ′2] ≤ O(ε
√
t).

ä) Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ε < O( 1√
t
) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Pr[H > 0] ≥ Ω(ε

√
t). Äðóãèìè ñëîâà-

ìè, äîëÿ ïóòåé äëèíû 2t+ 1, â êîòîðûõ åñòü íåäîâîëüíûå ïîïóëÿðíûå ðåáðà, íå ìåíåå Ω(ε
√
t).

CC11. Äîêàæèòå, ÷òî MOD2 ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìèàëüíîé ïî ðàçìåðó ñõåìû
êîíñòàíòíîé ãëóáèíû, ñîñòîÿùåé èç Maj ãåéòîâ.
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