
Çàäàíèå 5.
CC16. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè 0/1 ïåðìàíåíò ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé çàäà÷åé â êëàññå ]P îòíîñèòåëüíî ñâåäå-
íèé, ñîõðàíÿþùåé ÷èñëî ðåøåíèé, òî NP = RP.

Êîììóíèêàöèîííàÿ ñëîæíîñòü. Àëèñà è Áîá õîòÿò ñîâìåñòíî âû÷èñëèòü ôóíêöèþ f : X × Y → Z,
ïðè÷åì Àëèñà çíàåò x ∈ X, à Áîá çíàåò y ∈ Y . Êîììóíèêàöèîííûì ïðîòîêîëîì íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå
äåðåâî, ëèñòüÿ êîòîðîãî ïîìå÷åíû ýëåìåíòàìè Z, à â îñòàëüíûõ âåðøèíàõ êîòîðûõ ñòîÿò ôóíêöèè
ai : X → {0, 1} èëè bj : Y → {0, 1}. Âû÷èñëåíèå ïî òàêîìó ïðîòîêîëó ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íà÷èíàÿ îò
êîðíÿ äâèæèìñÿ ïî äåðåâó ê òîìó ïîòîìêó, êóäà óêàçûâàåò ôóíêöèÿ, ñòîÿùàÿ â âåðøèíå. Íàïðèìåð,
åñëè â âåðøèíå ñòîèò ôóíêöèÿ ai è åå çíà÷åíèå 1, òî äâèæåìñÿ ê ïðàâîìó ïîòîìêó, åñëè 0, òî ê
ëåâîìó. (Çíà÷åíèå ôóíêöèé ai(x) âû÷èñëÿåò Àëèñà, à bj(y) � Áîá). Â ëèñòå, ê êîòîðîìó ïðèâîäèò
ïóòü èç êîðíÿ äîëæíî ñòîÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x, y). Êîììóíèêàöèîííîé ñëîæíîñòüþ ôóíêöèè f
íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûé ïðîòîêîë ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì ëèñòüåâ.

CC17. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f : X × Y → Z çàäàåò ðàñêðàñêó ýëåìåíòîâ ìàòðèöû M [X, Y ] â öâåòà èç
ìíîæåñòâà Z. Ïðÿìîóãîëüíèêîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî X ′ × Y ′, ãäå X ′ ⊆ X, Y ′ ⊆ Y . Ïðÿìîóãîëüíèê
X ′ × Y ′ íàçûâàåòñÿ îäíîöâåòíûì åñëè âñå ýëåìåíòû M [X ′, Y ′] ïîêðàøåíû â îäèí öâåò. Ïóñòü R(M) �
ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îäíîöâåòíûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïîêðûòü âñå ýëåìåíòû M . à)
Äîêàæèòå, ÷òî C(f) ≥ R(M). á) Äîêàæèòå, ÷òî R(M) ≥ rkM , åñëè Z � ýòî ìíîæåñòâî ÷èñåë.

Èãðû Êàð÷ìåðà-Âèãäåðñîíà. Äàíà ôóíêöèÿ f : {0, 1}n → {0, 1}. Àëèñà ïîëó÷àåò x ∈ f−1(0), à Áîá
ïîëó÷àåò y ∈ f−1(1). Èì òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü êàêóþ-íèáóäü êîîðäèíàòó i, ÷òî xi 6= yi. Äëÿ B0 ⊆ f−1(0)
è B1 ⊆ f−1(1) îáîçíà÷èì C(B0, B1) � êîììóíèêàöèîííóþ ñëîæíîñòü èãðû Êàð÷ìåðà-Âèãäåðñîíà, åñëè
Àëèñà ïîëó÷àåò ýëåìåíò B0, à Áîá ïîëó÷àåò B1.

CC18. Äîêàæèòå òåîðåìó Êàð÷ìåðà-Âèãäåðñîíà à) äëÿ B0 ⊆ f−1(0) è B1 ⊆ f−1(1) âûïîëíÿåòñÿ
L(f) ≥ C(B0, B1); á) L(f) = C(f−1(0), f−1(1)), ãäå L(f) � ôîðìóëüíàÿ ñëîæíîñòü â áàçèñå {∧,∨,¬}
(ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ëèñòüåâ).

CC19. à) Ïóñòü M [X, X] ýòî 0/1-ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ïåðåñòàíîâî÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà |X|
(ò.å. åå ïåðìàíåíò íàä R íå íîëü). Äîêàæèòå, ÷òî R(M) · T (M) ≥ |X|2, ãäå T (M) � ýòî ÷èñëî åäèíèö
â M . á) Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ýòîé òåõíèêè, ÷òî L(MOD2) = Ω(n2).

CC15. Ïóñòü f1(x11, . . . , x1n1), . . . , fm(xm1, . . . , xmnm) � ïðîèçâîëüíûå áóëåâû ôóíêöèè, çàâèñÿùèå
îò íåïåðåñåêàþùåãîñÿ ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ. Äîêàæèòå, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

L (f1(x11, . . . , x1n1)⊕ · · · ⊕ fm(xm1, . . . , xmnm)) ≥ 1
2

∑
i

L(fi),

ãäå L(f) îáîçíà÷àåò ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ãåéòîâ â {∧,∨,¬}-ôîðìóëå, âû÷èñëÿþùåé f .
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