
Çàäàíèå 7.
DM 29. Ïðîâåðüòå ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ýíòðîïèè: à) H[X | Y, Z] ≤ H[X | Y ]; á) H[X, Y ] = H[Y ] +

H[X | Y ]; â) H[X | Y ] ≤ H[X], ã) H[X, Y ] ≥ H[X].
DM 30. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, ÷òî H[X | X2] 6= 0
DM 31. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè 0 ≤ α ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî H[αX + (1 − α)Y ] ≥ αH[X] + (1 −

α)H[Y ].
DM 32. Ïóñòü n ≥ 4, F � ñåìåéñòâî ïîäãðàôîâ ïîëíîãî ãðàôà íà n âåðøèíàõ, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèå

ëþáûõ äâóõ ãðàôîâ èç F ñîäåðæèò òðåóãîëüíèê. Äîêàæèòå, ÷òî |F| ≤ 2C2
n−2.

DM 9. Ïóñòü G � ýòî àëãåáðàè÷åñêèé (n, d, α)-ýêñïàíäåð. Ïóñòü k ≤ 1
α è n äåëèòñÿ íà k. Äîêàæè-

òå, ÷òî åñëè ïîêðàñèòü âåðøèíû â k öâåòîâ òàê, ÷òîáû êàæäûé öâåò èñïîëüçîâàëñÿ ðîâíî n
k ðàç, òî

íàéäòåòñÿ õîòÿ áû îäíà âåðøèíà, ñðåäè ñîñåäåé êîòîðîé âñòðå÷àþòñÿ âñå k öâåòîâ.

DM 22. Äîêàæèòå óñèëåíèÿ îöåíêè Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé êîä
Σk → Σn ñ ðàññòîÿíèåì d, ãäå |Σ| = q, åñëè âûïîëíÿåòñÿ à) qkVq(d− 1, n) ≤ qn; á)qkVq(d− 2, n) ≤ qn.

DM 23. A set S ⊆ {0, 1}n is a pairwise independent space, if, for every pair i 6= j ∈ {1, . . . , x}, it is the
case that if you pick a random element of S and project it onto the ith coordinate and jthe coordinate you
get a pair of independent bits drawn uniformly from {0, 1}.

1. Let H be the (2` − 1)× ` parity check matrix of a binary Hamming code. Show that the collection of
vectors S = {~xHT |~x ∈ {0, 1}`} forms a pairwise independent space. (HT denotes the transpose of H.)

2. Show that any pairwise independent space on n bits must contain at least n + 1 points.

DM 26. Ïóñòü E1 : {0, 1}n → Σm è E2 : Σ → {0, 1}k � ýòî äâà êîäà ñ ëîêàëüíûìè äåêîäåðàìè,
êîòîðûå äåëàþò q1 è q2 çàïðîñîâ è îáðàáàòûâàþò ρ1 è ρ2 îøèáîê ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî ó
êàñêàäíîãî êîäà E1 ◦ E2 ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé äåêîäåð, êîòîðûé äåëàåò O(q1q2 log q1 log |Σ|) çàïðîñîâ
è îáðàáàòûâàåò ρ1ρ2 îøèáîê.

DM 27. Ïîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò êîä E : {0, 1}N → {0, 1}NC

, ãäå C > 1 � íåêîòîðàÿ êîíñòàí-
òà, ÷òî E âû÷èñëèì çà âðåìÿ poly(N) è ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé äåêîäåð äëÿ E, êîòîðûé ðàáîòàåò
âðåìÿ poly(log N) è îáðàáàòûâàåò 0.01 äîëþ îøèáîê. (Ïîäñêàçêà: èñïîëüçóéòå êàñêàäíûé êîä èç Ðèäà-
Ìàëëåðà è Àäàìàðà).

DM 28. Ïóñòü E1 : {0, 1}n → Σm è E2 : Σ → {0, 1}k � ýòî äâà êîäà ñ ëîêàëüíûìè ñïèñî÷íûìè
äåêîäåðàìè. Äåêîäåð êîäà E1 âûäàåò ñïèñîê ðàçìåðà `1, è îáðàáàòûâàåò 1 − ε1 îøèáîê. Äåêîäåð äëÿ
êîäà E2 âûäàåò ñïèñîê ðàçìåðà `2 è îáðàáàòûâàåò 1

2 − ε2 îøèáîê. Äîêàæèòå, ÷òî ó êàñêàäíîãî êîäà
E1 ◦E2 ñóùåñòâóåò ëîêàëüíûé ñïèñî÷íûé äåêîäåð, êîòîðûé îáðàáàòûâàåò 1

2 − ε1ε2`2 îøèáîê è âûäàåò
ñïèñîê ðàçìåðà `1`2.


