
1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè â ñðåäíåì

Ðàñïðåäåëåíèåì ìû íàçûâàåì ôóíêöèþ R : {0, 1}∗ → [0, 1], òàêóþ ÷òî
∑

xR(x) = 1. Íîñèòåëåì
ðàñïðåäåëåíèÿ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî x ∈ {0, 1}∗ äëÿ êîòîðûõ R(x) > 0. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü

íîñèòåëü R òàê: suppR.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Àíñàìáëåì ðàñïðåäåëåíèé {Dn}∞n=1 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàñ-

ïðåäåëíèé Di : {0, 1}∗ → [0, 1] ñ êîíå÷íûì íîñèòåëåì. Òóò n � ýòî ïàðàìåòð çàäà÷è, â êðèïòî-

ãðàôèè åãî íàçûâàþò ïàðàìåòðîì íàäåæíîñòè.

Ðàâíîìåðíûì àíñàìáëåì ìû áóäåì íàçûâàòü àíñàìáëü Un äëÿ êîòîðîãî Un(x) = 2−n, åñëè
|x| = n.

Ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷åé (ðàñïîçíàâàíèÿ) ìû áóäåì íàçûâàòü ïàðó (L,D), ãäå L � ýòî ÿçûê,

à D � ýòî àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé.

×òî çíà÷èò, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëü-

íîå â ñðåäíåì âðåìÿ? Íàèâíîå îïðåäåëåíèå òàêîå: åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé àëãîðèòì A, ÷òî îí
ðàñïîçíàåò ÿçûê L è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè åãî ðàáîòû íà âõîäàõ, çàäàâàåìûõ

àíñàìáëåì ðàñïðåäåëåíèåé Dn, îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò n.
Ïî÷åìó äàííîå âûøå îïðåäåëåíèå íåëüçÿ ñ÷èòàòü õîðîøèì? Äåëî â òîì, ÷òî êëàññ îïðåäå-

ëåííûõ âûøå çàäà÷ íå çàìêíóò îòíîñèòåëüíî òàêîé ïðîñòîé îïåðàöèè êàê âîçâåäåíèå â êâàäðàò

(íàïîìíèì, ÷òî êëàññ P êàê ðàç òåì è õîðîø, ÷òî çàìêíóò îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæå-

íèÿ). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü Dn � ýòî ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà âõîäàõ äëèíû n, A �

àëãîðèòì, ðàñïîçíàþùèé ÿçûê L, à tA(x) � âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà âõîäå x. Ïóñòü
tA(x) = 2n, x = 0n è tA(x) = n, x 6= 0n. Â òàêîì ñëó÷àå E[tA(x)] ≤ 2n îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì, à

E[t2A(x)] ≥ 2n óæå ýêñïîíåíöèàëüíî.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ

Îïðåäåëåíèå 1.2 (Ëåâèí). Àëãîðèòì A(x, 1n) ðåøàåò ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ

(L,D) çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ, åñëè ∃ε > 0 : E
x←Dn

[tεA(x, 1n)] = O(n), ãäå tA(x, 1n) �

ýòî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà A íà âõîäå (x, 1n).

Ýòî îïðåäåëåíèå ðåøàåò ïðîáëåìó ñ âîçâåäåíèåì âðåìåíè ðàáîòû â êâàäðàò.

Åñòü è äðóãîå ýêâèâàëåíòíîå, õîòü è íå î÷åíü ïîõîæåå íà ïåðâîå îïðåäåëåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1.3 (Èìïàëüÿööî). Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå
â ñðåäíåì âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, δ, 1n) (çäåñü δ ýòî ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî èç

èíòåðâàëà (0, 1)) è ïîëèíîì p òàêèå, ÷òî:

1. Äëÿ âñåõ x ∈ suppDn âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åíî íåêîòîðûì p( |x|δ );

2. x ∈ suppDn; A(x, δ, 1n) ∈ {L(x),⊥};

3. Pr
x←Dn

[A(x, δ, 1n) =⊥] < δ

Òåîðåìà 1.1. Îïðåäåëåíèÿ Ëåâèíà è Èìïàëüÿööî ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïðîâåðèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ Ëåâèíà ñëåäóåò îïðåäåëåíèå Èìïà-

ëüÿööî.
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Ïóñòü çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D) ðåøàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ â îïðåäå-

ëåíèè Ëåâèíà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêîé àëãîðèòì A è êîíñòàíòû ε, c, ÷òî Ex←Dn [tA(x, 1n)ε] ≤
cn. Â òàêîì ñëó÷àå ìû ìîæåì ïîñòðîèòü àëãîðèòì B(x, δ, 1n), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò îïðåäå-

ëåíèþ Èìïàëüÿööî. Àëãîðèòì B çàïóñêàåò A(x, 1n) íà ( c|x|δ )
1
ε øàãîâ. Åñëè A óñïåâàåò îñòàíî-

âèòüñÿ, òî B âûäàåò åãî îòâåò, èíà÷å âûäàåò ⊥.
Ñâîéñòâà 1 è 2 èç îïðåäåëåíèÿ Èìïàëüÿööî âûïîëíåíû, îñòàëîñü ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå

câîéñòâà 3:

Pr
x←Dn

[B(x, δ, 1n) =⊥] = Pr
x←Dn

[tA(x, 1n) > (
cn

δ
)

1
ε
] = Pr

x←Dn
[tεA(x, 1n) >

cn

δ
] < δ

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà.

Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ Èìïàëüÿööî ñëåäóåò îïðåäåëåíèå Ëåâèíà.

Ïóñòü àëãîðèòì A(x, δ, 1n) ðåøàåò ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó ðàñïîçíàâàíèÿ çà ïîëèíîìèàëü-

íîå â ñðåäíåì âðåìÿ â îïðåäåëåíèè Èìïàëüÿööî. Ïîñòðîèì àëãîðèòì B(x, 1n) òàêîé, ÷òî îí

ðåøàåò ýòó æå çàäà÷ó çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ â îïðåäåëåíèè Ëåâèíà. Àëãîðèòì

B çàïóñêàåò àëãîðèòì A íà ñëåäóþùèõ âõîäàõ: A(x, 1
2) . . . A(x, 1

2k
) ïîêà íå âñòðåòèòñÿ ïåðâûé

îòâåò, îòëè÷íûé îò ⊥. Ýòîò îòâåò B è âûäàåò â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ñâîåé ðàáîòû.

Äîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííûé àëãîðèòì óäîâëåòâîðÿåò îïðåäåëåíèþ Ëåâèíà. Ïóñòü âðåìÿ

ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åíî (nδ )c è ïóñòü ε = 1
2c . Òîãäà:

E
x←Dn

[tεB(x, 1n)] ≤
∞∑
k=1

(n2k)
1
2

1

2k
=

∞∑
k=1

n
1
2

2
k
2

= O(n
1
2 ) = O(n)

Îïðåäåëèì íåñêîëüêèõ ñëîæíîñòíûõ êëàññîâ, ñâÿçàííûõ ñî ñëîæíîñòüþ â ñðåäíåì.

Îïðåäåëåíèå 1.4. AvgP � ýòî êëàññ ðàñïðåäåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, êîòîðûå ðåøàþòñÿ

çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå 1.5. HeurP � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D), äëÿ êî-

òîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, δ, 1n) è ïîëèíîì P òàêèå, ÷òî:

1. Äëÿ âñåõ x ∈ suppDn âðåìÿ ðàáîòû A(x, d, 1n) îãðàíè÷åíî p( |x|δ );

2. Prx←Dn [A(x, δ, 1n) 6= L(x)] < δ.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî AvgP ⊆ HeurP. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî îòâåò ⊥ â àëãîðèò-

ìå èç îïðåäåëåíèÿ Èìïàëüÿööî çàìåíèòü íà 0.
Â îïðåäåëåíèÿõ êëàññîâ AvgP è HeurP âåðîÿòíîñòü îòâåòà ⊥ è îøèáêè ìîæíî ïîíèæàòü,

óâåëè÷èâàÿ âðåìÿ ðàáîòû. Ìîæíî îïðåäåëèòü êëàññû ñ íåïîíèæàåìîé îøèáêîé.

Îïðåäåëåíèå 1.6. Avgδ(n)P � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D), äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, 1n) òàêîé, ÷òî:

1. A(x, 1n) ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

2. A(x, 1n) ∈ {L(x),⊥}
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3. Prx←Dn [A(x, 1n) =⊥] < δ(n)

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ êëàññ Heurδ(n)P

Îïðåäåëåíèå 1.7. Heurδ(n)P � ýòî êëàññ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D), äëÿ
êîòîðûõ ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, 1n) òàêîé, ÷òî:

1. A(x, 1n) ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

2. Prx←Dn [A(x, 1n) 6= L(x)] < δ(n)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî AvgP ( Avg 1
nc

P ⊆ Heur 1
nc

P è HeurP ( Heur 1
nc

P. Ñòðîãîñòü âêëþ÷å-

íèé ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â HeurP è AvgP ëåæàò òîëüêî ðàçðåøèìûå ÿçûêè (ñ ðàâíîìåðíûì

ðàñïðåäåëåíèåì), à â Avg 1
nc

P è HeurP ( Heur 1
nc

P ñîäåðæàòñÿ (óíàðíûå) íåðàçðåøèìûå ÿçûêè.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî AvgP ( HeurP. Ýòî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 1.2. Ñóùåñòâóåò òàêîé ÿçûê L, ÷òî (L,U) ∈ HeurP, íî (L,U) /∈ Avg 1
8
P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Mi � ýòî ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ìàøèí Òüþðèíãà ñ áóäèëüíèêîì 2n, îò-
âåò êîòîðûõ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà {0, 1,⊥}. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ

ìàøèíà âñòðå÷àåòñÿ â ýòîì ïåðå÷èñëåíèè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç.

Îïðåäåëèì ÿçûê L. ßçûê L áóäåò ñîäåðæàòü íå áîëåå, ÷åì îäíó ñòðî÷êó êàæäîé äëèíû.

Ïóñòü x � ýòî ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðâàÿ ñòðîêà äëèíû n, íà êîòîðîé Mn íå âûäàåò ⊥. Òîãäà
âêëþ÷èì x â L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Mn îòâåðãàåò x. Åñëè òàêîé ñòðîêè x íåò, òî ÿçûê
L íå áóäåò èìåòü ñòðîê äëèíû n ñîâñåì.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî (L,U) /∈ Avg 1
8
P (êàæäàÿ ìàøèíà äàåò íåâåðíûé îòâåò äëÿ áåñêîíå÷íîãî

÷èñëà äëèí âõîäîâ). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî (L,U) ∈ HeurP. Äåéñòâèòåëüíî, àëãîðèòì A(x, δ)
âûäàåò 0, åñëè δ > 2−n (ìû îáîçíà÷èëè n = |x|) è åñëè δ ≤ 2−n, òî ïðîâåðÿåò, íå ÿâëÿåòñÿ ëè x
òîé ñòðî÷êîé, êîòîðàÿ âõîäèò â L. Íà ýòó ïðîâåðêó ïîòðåáóåòñÿ O(23n) øàãîâ, ñëåäîâàòåëüíî

ñëîæíîñòü àëãîðèòìà A îãðàíè÷åíà
(
|x|
δ

)3
.

1.1 Ïðèìåð ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñëîæíîñòü â õóäøåì ñëó÷àå è â

ñðåäíåì ñîâïàäàþò

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé, ïî îòíîøåíèþ ê êî-

òîðîìó ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè â ñðåäíåì è â õóäøåì ñëó÷àå ñîâïàäàþò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ïðè

èçó÷åíèè ñëîæíîñòè â ñðåäíåì îáû÷íî íå ðàññìàòðèâàþò âñå âîçìîæíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, à

ðàññìàòðèâàþò òîëüêî íåêîòîðûå èõ êëàññû.

Âðåìåííî áóäåì êîäèðîâàòü ïàðó ñòðîê (a, b) ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñíà÷àëà çàïèøåì ïðå-

ôèêñíûé êîä |a|, çàòåì ïðåôèêñíûé êîä |b|, çàòåì ab. Ãäå ïðåôèêñíûé êîä ñòðîêè s1s2 . . . sk �
ýòî ñòðîêà s1s1s2s2 . . . sksk01. Äëèíà òàêîé çàïèñè |a| + |b| + 2 log a + 2 log b + O(1). Çàìåòèì,
÷òî ïðè òàêîì êîäèðîâàíèè êîä íèêàêîé îäíîé ïàðû ñòðîê íå ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êîäà äðóãîé

ïàðû ñòðîê.

Äëÿ äâîè÷íîé ñòðîêè x îáîçíà÷èì ÷åðåç K(x) äëèíó ñàìîé êîðîòêîé ïàðû (M,w) òàêîé,
÷òî ìàøèíà Òüþðèíãà M íà âõîäå w âûäàåò x. Âåëè÷èíà K(x) íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíîé êîë-

ìîãîðîâñêîé ñëîæíîñòüþ ñòðîêè x.

Ëåììà 1.1.
∑

x∈{0,1}n 2−K(x) ≤ 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîé ñòðîêè x äëèíû n âûïèøåì êîä ïàðû (M,w) íà êîòîðîì äî-

ñòèãàåòñÿ çíà÷åíèå K(x). Ìíîæåñòâî ýòèõ ñòðîê áóäåò ïðåôèêñíûì, ò.å. íèêàêàÿ ñòðîêà íå

áóäåò íà÷àëîì äðóãîé. Óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç òàêîãî óòâåðæäåíèÿ: äëÿ êàæäîãî ïðå-

ôèêñíîãî ìíîæåñòâà áèòîâûõ ñòðîê {w1, w2, . . . , w`} âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
∑`

i=1 2−|wi| ≤ 1.
Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèåé ïî ñóììàðíîé äëèíå ñòðîê.

Òåîðåìà 1.3. Ñóùåñòâóåò òàêîé àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé D, ÷òî äëÿ ëþáîãî ðàçðåøèìîãî

ÿçûêà L, åñëè ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (L,D) ëåæèò â Heur 1
n3

P, òî L ∈ P.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì

Dn(x) =
2−K(x)∑

y∈{0,1}n 2−K(y)

Ïóñòü A ýòî ïîëíèîìèàëüíûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, êîòîðûé ïîäòâåðæäàåò òîò ôàêò,

÷òî (L,D) ∈ Heur 1
n3

P. Ïîêàæåì, ÷òî ëèøü äëÿ êîëå÷íîãî ÷èñëà ñòðîê x ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ

A(x) 6= L(x), èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî L ∈ P.
Ïóñòü x � ýòî ñòðîêà äëèíû n òàêàÿ, ÷òî A(x) 6= L(x). Ïîñêîëüêó ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü âñåõ

òàêèõ ñòðîê íå áîëåå, ÷åì 1
n3 , òî â ÷àñòíîñòè ìû èìååì Dn(x) ≤ 1

n3 . Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò, ÷òî

2−K(x) ≤ 1
n3 èíà÷å K(x) ≥ 3 log n.

Ðàññìîòðèì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðâóþ òàêóþ ñòðî÷êó x ∈ {0, 1}n (åñëè îíà åñòü), ÷òî

A(x) 6= L(x). Òàêàÿ ñòðîêà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà àëãîðèòìîì, êîòîðûé ïîëó÷àåò n è âû÷èñ-

ëÿåò A(x) è L(x) äëÿ âñåõ ñòðîê x ∈ {0, 1}n è âûâîäèò ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ïåðâûé x òàêîé, ÷òî
A(x) 6= L(x) (çäåñü ìû èñïîëüçóåì ïðåäïîëîæåíèå î ðàçðåøèìîñòè ÿçûêà L). Ñóùåñòâîâàíèå
òàêîãî àëãîðèòìà äîêàçûâàåò, ÷òî K(x) ≤ log n + 2 log log n + O(1), òî åñòü äëÿ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n ýòî ïðîòèâîðå÷èò ïðèâåäåííîìó âûøå íåðàâåíñòâó äëÿ K(x).
Èç ýòîãî ìû äåëàåì âûâîä î òîì, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî äëèí âõîäîâ, íà

êîòîðûõ A è L îòëè÷àþòñÿ, à çíà÷èò è êîíå÷íîå ÷èñëî ñàìèõ òàêèõ âõîäîâ.

2 Ñâåäåíèÿ è ïîëíàÿ çàäà÷à â (NP,PSamp)

Îïðåäåëåíèå 2.1. Àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé D áóäåì íàçûâàòü ìîäåëèðóåìûì çà ïîëèíîìè-

àëüíîå âðåìÿ, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîìèàëüíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì S, ðàñïðåäåëå-
íèå âûõîâ êîòîðîãî íà âõîäå 1n ñîâïàäàåò ñDn. Ìíîæåñòâî âñåõ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûõ

àíñàìáëåé áóäåì îáîçíà÷àòü PSamp.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ñòðî÷êè â íîñèòåëå ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìîãî àíñàìáëÿ Dn èìååò

äëèíó poly(n).
Áóäåì îáîçíà÷àòü (NP,PSamp) ìíîæåñòâî ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ (L,D), â êîòîðûõ L ∈ NP,

D ∈ PSamp.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àíñàìáëü Dn äîìèíèðóåò àíñàìáëü D′n, åñëè ñóùå-

ñòâóåò ïîëèíîìû p, q, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
Dp(n)(x)q(n) ≥ D′n(x). Îáîçíà÷åíèå: D ≥ D′.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòíîøåíèå äîìèíèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâ-

íûì.
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Ëåììà 2.1. Ëþáîé àíñàìáëü èç PSamp äîìèíèðóåòñÿ àíñàìáëåì, êîòîðûé ãåíåðèðóåòñÿ çà

âðåìÿ n2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D � àíñàìáëü, êîòîðûé çàäàåòñÿ ãåíåðàòîðîì S, âðåìÿ ðàáîòû êîòî-

ðîãî îãðàíè÷åíî nc. Îïðåäåëèì ãåíåðàòîð S′, êîòîðûé íà âõîäå 1n
c
çàïóñêàåò S(1n).

Òåîðåìà 2.1. Ñóùåñòâóåò àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé W ∈ PSamp, êîòîðûé äîìèíèðóåò ëþáîé

àíñàìáëü èç PSamp.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Si � ýòî ïåðå÷èñëåíèå âñåõ ãåíåðàòîðîâ ñ áóäèëüíèêîì n2. Îïèøåì

ãåíåðàòîð S, êîòîðûé îïðåäåëÿåò àíñàìáëü W . Íà âõîäå 1n ãåíåðàòîð S ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
2 çà-

ïóñêàåò S1(1n), ñ âåðîÿòíîñòüþ 1
4 çàïóñêàåò S2(1n), . . . ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2n−1 çàïóñêàåò Sn−1(1n)
è ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

2n−1 çàïóñêàåò S1(1n). Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ëþáîé ïîëèíîìèàëüíî ìîäå-

ëèðóåìûé àíñàìáëü äîìèíèðóåòñÿ êàêèì-òî àíñàìáëåì ñ ãåíåðàòîðîì Si, à ïîñëåäíèé äîìè-

íèðóåòñÿ àíñàìáëåì W , äëÿ ïîëèíîìîâ p(n) = n è q(n) = 1
2i
.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü àíñàìáëü D äîìèíèðóåò àíñàìáëü D′ è (L,D) ∈ AvgP. Òîãäà (L,D′) ∈
AvgP. (Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî è äëÿ HeurP.)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A(x, δ, 1n) � ýòî àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò çàäà÷ó

(L,D) ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Èìïàëüÿööî. Ïóñòü äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëü-

øèõ n âûïîëíÿåòñÿ Dn(x)q(n) ≥ D′p(n)(x). Îïðåäåëèì àëãîðèòì B(x, δ, 1n) =

A(x, δ/q(n), 1p(n)). Íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî ïîñëåäíåå ñâîéñòâî:

Prx←D′n [B(x, δ, 1n) =⊥] = Prx←D′n [A(x, δ/q(n), 1p(n)) =⊥] =
∑

x:A(x,δ/q(n),1p(n))=⊥D
′
n(x) ≤

q(n)
∑

x:A(x,δ/q(n),1p(n))=⊥Dn(x) = q(n) Prx←Dn [A(x, δ/q(n), 1p(n)) =⊥] < δ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L′, D′) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å

(L,D), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ f(x, 1n), ÷òî äëÿ âñåõ

x ∈ suppD′n âûïîëíÿåòñÿ x ∈ L′ ⇐⇒ f(x, 1n) ∈ L è àíñàìáëü f(D′) äîìèíèðóåòñÿ àíñàìáëåì
D, ãäå f(D′)n(y) =

∑
x:f(x,1n)=yD

′
n(x). Îáîçíà÷åíèå: (L′, D′) ≤ (L,D).

Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè (L′, D′) ñâîäèòñÿ ê (L,D) è (L,D) ∈ AvgP, òî è (L′, D′) ∈ AvgP.
Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ êëàññà HeurP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 2.3 è ëåììû 2.2.

Òåîðåìà 2.2. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (SAT,W) ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â êëàññå (NP,PSamp) îòíî-
ñèòåëüíî ñâåäåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî ÿçûêà L ∈ NP ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ

ôóíêöèÿ f , ÷òî äëÿ âñåõ x âûïîëíÿåòñÿ x ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ∈ SAT.
Ðàñïðåäåëåíèå W äîìèíèðóåò ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü ïîñòðîèòü ïîëíóþ çàäà÷ó ñ ïðîñòûì ðàñïðåäåëåíèåì.
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3 Ïîëíàÿ çàäà÷à ñ ïðîñòûì ðàñïðåäåëåíèåì

Îïðåäåëåíèå 3.1. Àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé Dn íàçûâàåòñÿ âû÷èñëèìûì çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ, åñëè âåðîÿòíîñòü ëþáîé ñòðî÷êè ïðè ðàñïðåäåëåíèè Dn ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íî ðàöèîíàëü-

íûì ÷èñëîì è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (FDn(x) =
∑

y<xDn(y) ãäå < � ýòî ëåêñèêîãðàôè÷å-

ñêèé ïîðÿäîê íà ñòðîêàõ) âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ìíîæåñòâî ïîëèíîìèàëüíî

âû÷èñëèìûõ àíñàìáëåé áóäåì îáîçíà÷àòü PComp.

Ïóñòü S � ýòî ãåíåðàòîð äëÿ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Åñëè S, èñïîëüçóÿ ñëó÷àéíóþ

ñòðîêó r, ãåíåðèðóåò ñòðîêó x, òî áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ãåíåðàòîð îòîáðàæàåò îòðåçîê [0.r0, 0r1)
â ñòðîêó x.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûé àíñàìáëü Dn íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì, åñëè

ãåíåðàòîð S äëÿ ýòîãî àíñàìáëÿ îáëàäàåò òàêèìè ñâîéñòâîì: ïðîîáðàç êàæäîé ñòðîêè x �

ýòî îäèí îòðåçîê, êîíöû êîòîðîãî âû÷èñëÿþòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ. Ìíîæåñòâî

îáðàòèìûõ ïîëèíîìèàëüíî ìîäåëèðóåìûõ àíñàìáëåé áóäåì îáîçíà÷àòü PISamp.

Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðåäëîæåíèå 3.2. PComp ⊆ PISamp ⊆ PSamp.

Ìû ïîñòðîèì ïîëíóþ ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó â êëàññå (NP,PISamp). Ýòà æå çàäà÷à áóäåò
ïîëíîé è â êëàññå (NP,PComp).

Áóäåì íàçûâàòü îòðåçîê ñòàíäàðòíûì, åñëè îí èìååò âèä [0.r0, 0.r1), ãäå r � ýòî ñòðîêà èç

0 è 1, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü êîäîì ñòàíäàðòíîãî îòðåçêà.

Ëåììà 3.1. Ïóñòü I � ýòî îòðåçîê â [0, 1] ñ äâîè÷íî ðàöèîíàëüíûìè êîíöàìè. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò ñòàíäàðòíûé îòðåçîê, ëåæàùèé â I, äëèíà êîòîðîãî íå ìåíüøå, ÷åì 1
4 |I| è íàéòè ýòîò

ñòàíäàðòíûé îòðåçîê ìîæíî çà ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû çàïèñè I âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòàíäàðòíûõ èíòåðâàëîâ äëèíû 2−k ðîâíî 2k øòóê è îíè ïëîòíî ïðèëåãàþò
äðóã ê äðóãó. Åñëè ìàêñèìàëüíûé ñòàíäàðòíûé èíòåðâàë ìåíüøå ÷åòâåðòè èíòâåðâàëà I, òî â
I âëåçàåò êàê ìèíèìóì òðè ïîäðÿä èäóùèõ ñòàíäàðòíûõ èíòåðâàëà. À èç òðåõ ïîäðÿä èäóùèõ

ñòàíäàðòíûõ èíòåðâàëîâ äâà èç íèõ îáðàçóþò áîëüøèé ñòàíäàðòíûé èíòåðâàë. Òàêèì îáðàçîì,

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëÿ äëèíû ñòàíäàðòíûõ èíòåðâàëîâ îñòàåòñÿ íåìíîãî è íàéòè òàêîé

èíòåðâàë ñòàíîâèòñÿ ïðîñòî.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îãðàíè÷åííîé îñòàíîâêå BH = {(M,x, 1n) |
íåäåòåðìèíèðîâàííàÿ ìàøèíà M ïðèíèìàåò x çà íå áîëåå, ÷åì n øàãîâ}. Îïðåäåëèì àí-

ñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé Û . Ûn áóäåò èìåòü íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà âõîäàõ âèäà

(M,x, 1n), ãäå |M | ≤ n è |x| ≤ n. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé Ûn(M,x, 1n) = 2−|M |−|x|−2 logn.

Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî Û ∈ PISamp. Äåéñòâèòåëüíî, ãåíåðàòîð äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Û óñòðîåí

òàê: íà âõîäå 1n ãåíåðàòîð ãåíåðèóåò äâà ñëó÷àéíûõ ÷èñëà i, j èç ìíîæåñòâà {1, . . . , n}. Çàòåì
ãåíåðèðóåò ñëó÷àéíóþ ñòðîêóM èç {0, 1}i è ñëó÷àéíóþ ñòðîêó x èç {0, 1}j , íà âûõîä âûäàåòñÿ
(M,x, 1n). Îáðàòèìîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ î÷åâèäíî, òàê êàê ïî âõîäó (M,x, 1n) î÷åâèäíî,
èç êàêîé ñëó÷àéíîé ñòðîêè îí ïîëó÷åí. Íåòðóäíî òàêæå ïîíÿòü, ÷òî Û ∈ PComp.

Òåîðåìà 3.1. Çàäà÷à (BH, Û) ïîëíà â êëàññå (NP,PISamp).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (L,D) ∈ (NP,PISamp). Ïóñòü ÿçûê L ðåøàåòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàí-

íîé ìàøèíîé òüþðèíãà M çà âðåìÿ p(n). Ïóñòü S � ýòî ãåíåðàòîð ðàñïðåäåëåíèÿ D, âðåìÿ
åãî ðàáîòû íà âõîäå 1n îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì s(n). Äëÿ x ∈ suppDn îáîçíà÷èì ÷åðåç rx
êîä íàèáîëüøåãî ñòàíäàðòíîãî èíòåðâàëà, êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â èíòåðâàëå, êîòîðûé S(1n)
îòîáðàæàåò íà x. Èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî 2−|rx| ≤ Dn(x) ≤ 2−|rx|+2

Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç n̂ ïðåôèêñíûé ñòðîêè n (êàæäûé áèò óäâàèâàåì è ïðèïèñûâàåì

01). Ñâåäåíèå f îïðåäåëÿåòñÿ òàê: f(x, 1n) = (N, n̂rx, 1
p(n)+s(n)), ãäå N � ýòî òàêàÿ íåäåòåðìè-

íèðîâàííàÿ ìàøèíà, êîòîðàÿ ñíà÷àëà çàïóñêàåò S(1n) ñî ñëó÷àéíûìè áèòàìè rx è ïîëó÷àåò x,
ïîñëå ýòîãî çàïóñêàåò M íà âõîäå x. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè x ∈ L, òî f(x, 1n) ∈ BH, îñòà-
ëîñü ïðîâåðèòü äîìèíèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé. Ôóíêöèÿ f èíúåêòèâíà, ïîýòîìó óñëîâèå äîìè-
íèðîâàíèÿ ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî Ûp(n)+s(n)(N, n̂rx, 1

p(n)+s(n)) = 2−|N |−2 logn−2−|rx|−2 log(p(n)+s(n)) =
2−|rx|+2

2|N|n2 ≥
Dn(x)

2|N|n2(p(n)+s(n))2 . Îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî |N | � ýòî êîíñòàíòà.

4 Âåðîÿòíîñòíûå êëàññû çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è ïîèñêà

Äàäèì îïðåäåëåíèÿ êëàññîâ ðàñïðåäåëåííûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, ðåøàþùèõñÿ âåðîÿòíîñò-

íûìè àëãîðèòìàìè çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ.

Îïðåäåëåíèå 4.1. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå AvgBPP, åñëè ñóùå-

ñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A(x, δ, 1n):

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. ∀x ∈ suppDn âåðíî, ÷òî Prr[A(x, δ, 1n) /∈ {L(x),⊥}] < 1
8 ;

3. Prx←Dn [Prr[A(x, δ, 1n) =⊥] ≥ 1
8 ] < δ, òóò âíóòðåííÿÿ âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àéíûì

áèòàì àëãîðèòìà A.

Ýòî îïðåäåëåíèå äàíî â ñòèëå Èìïàëüÿööî. Ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå â ñòèëå Ëåâèíà

âûãëÿäåëî áû òàê: ïóñòü tA(x) � ýòî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåò âðåìÿ ðàáîòû

àëãîðèòìà A íà âõîäå x. Ïóñòü τA(x) � ýòî ìåäèàíà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû tA(x). Ïî Ëåâèíó

ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ïðèíàäëåæèò êëàññó AvgBPP, åñëè ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A, ÷òî
íà êàæäîì âõîäå x ∈ suppD âûïîëíÿåòñÿ Pr[A(x) = L(x)] ≥ 3

4 è ôóíêöèÿ τA(x) ïîëèíîìèàëüíà
â ñðåäíåì ïðè ðàñïðåäåëåíèè D, ò.å. ñóùåñòâóåò ε > 0, ÷òî Ex←Dn [τA(x)ε] = O(n).

Îïðåäåëåíèå 4.2. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå HeurBPP, åñëè ñóùå-

ñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A(x, δ, 1n):

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. Prx←Dn [Prr[A(x, δ, 1n) 6= L(x)] > 1
4 ] < δ, òóò âíóòðåííÿÿ âåðîÿòíîñòü áåðåòñÿ ïî ñëó÷àé-

íûì áèòàì àëãîðèòìà A.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî AvgBPP ⊆ HeurBPP.
Ñ ïîìîùüþ ïîâòîðåíèé àëãîðèòìîâ ìîæíî ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ýòè äâà

êëàññà ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü òàê:
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Îïðåäåëåíèå 4.3. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå AvgBPP, åñëè ñóùå-

ñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A(x, δ, 1n):

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. ∀x ∈ suppDn âåðíî, ÷òî Prr[A(x, δ, 1n) /∈ {L(x),⊥}] < 2−n;

3. Prx←Dn,r[A(x, δ, 1n) =⊥] < δ.

Îïðåäåëåíèå 4.4. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à (L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå HeurBPP, åñëè ñóùå-

ñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A(x, δ, 1n):

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. Prx←Dn,r[A(x, δ, 1n) 6= L(x)] < δ.

Äî ñèõ ïîð ìû çàíèìàëèñü ðàñïðåäåëåííûìè çàäà÷àìè ðàñïîçíàâàíèÿ. Îïðåäåëèì òåïåðü

ïîíÿòèå ðàñïðåäåëåííîé çàäà÷è ïîèñêà. Ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî îá NP-çàäà÷àõ ïîèñêà.

Ïóñòü QL ïîëèíîìèàëüíî ïðîâåðÿåìûé è ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííûé ïðåäèêàò, åìó ñîîò-

âåòñòâóåò ÿçûê L = {x | ∃y : QL(x, y) = 1}. Áóäåì îáîçíà÷àòü (̃L,D) ðàñïðåäåëåííóþ çàäà÷ó

ïîèñêà ïîäñêàçêè. Åñëè x ∈ L, òî ðåøåíèåì çàäà÷è ïîèñêà ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ñòðîêà y, ÷òî
âûïîëíÿåòñÿ QL(x, y) = 1. Åñëè x /∈ L, òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ëþáàÿ ñòðîêà.

Îïðåäåëåíèå 4.5. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ïîèñêà (̃L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå ÃvgP, åñëè
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, δ, 1n):

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. ∀x ∈ suppDn ∩ L âåðíî, ÷òî èëè A(x, δ, 1n) =⊥ èëè QL(x,A(x, δ, 1n)) = 1

3. Prx←Dn [A(x, n, δ) =⊥] < δ

Îïðåäåëåíèå 4.6. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ïîèñêà (̃L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå H̃eurP, åñëè
ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A(x, δ, 1n):

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. Prx←Dn [x ∈ L ∧QL(x,A(x, δ, 1n)) = 0] < δ

Ãëàâíûì îòëè÷èåì ýâðèñòè÷åñêèõ è ïîëèíîìèàëüíûõ â ñðåäíåì àëãîðèòìîâ äëÿ çàäà÷ ïî-

èñêà ÿâëÿþòñÿ ïîâåäåíèå íà îòðèöàòåëüíûõ âõîäàõ. Â îïðåäåëåíèè ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ

íåò íèêàêèõ óñëîâèé íà ðåçóëüòàò, åñëè x /∈ L. Â îïðåäåëåíèè ïîëèíîìèàëüíûõ â ñðåäíåì

àëãîðèòìå ðàçëè÷àþòñÿ îòâåòû ⊥ è äðóãèå îòâåòû, ïðè÷åì ñëèøêîì ÷àñòî îòâå÷àòü ⊥ íåëüçÿ.

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî åñëè íîñèòåëü ðàñïðåäåëåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â L, òîãäà ïðèíàäëåæíîñòü

çàäà÷è ïîèñêà êëàññó H̃eurP è ÃvgP ýêâèâàëåíòíî, ïîñêîëüêó ïðàâèëüíîñòü ïîäñêàçêè ìîæíî

ïðîâåðèòü.

Îñòàëîñü îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòíûå êëàññû äëÿ çàäà÷ ïîèñêà.

Îïðåäåëåíèå 4.7. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ïîèñêà (̃L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå ˜AvgBPP , åñëè
ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A(x, δ, 1n):
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1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. ∀x ∈ suppDn ∩ L âåðíî, ÷òî Prr[A(x, δ, 1n) 6=⊥ ∧QL(x,A(x, δ, 1n) = 0)] ≤ 1
4 ;

3. Prx←Dn [Pr[A(x, δ, 1n) =⊥] ≥ 1
4 ] < δ.

Îïðåäåëåíèå 4.8. Ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ïîèñêà (̃L,D) ñîäåðæèòñÿ â êëàññå ˜HeurBPP, åñëè
ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì A(x, n, δ):

1. Âðåìÿ ðàáîòû A(x, δ, 1n) îãðàíè÷åííî poly(n, 1/δ) ïðè x ∈ suppDn;

2. Prx←Dn [x ∈ L ∧ Pr[QL(x,A(x, δ, 1n)) = 0] ≥ 1
4 ] < δ.

Àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî âòîðîå

óñëîâèå â îïðåäåëåíèè êëàññà ˜HeurBPP ìîæíî ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì çàìåíèòü íà òàêîå:

Prx←Dn [x ∈ L∧QL(x,A(x, n, δ)) = 0] < δ. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êàæäûé ðàç òî îïðåäåëåíèå,

êîòîðîå óäîáíî â êîíêðåòíîì ñëó÷àå.

Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïðåäåëåííàÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ (èëè ïîèñêà)

ïðîñòàÿ â ñðåäíåì, åñëè îíà ëåæèò â êëàññå HeurBPP (èëè H̃eurBPP).

5 Ñâåäåíèå çàäà÷ ïîèñêà ê çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ

Òåîðåìà 5.1. Åñëè (NP,U) ⊆ HeurBPP, òî ˜(NP,U) ⊆ ˜HeurBPP. Àíàëîãè÷íîå âåðíî è äëÿ

AvgBPP.

Â ïðèíöèïå ìû ìîãëè áû íå îãðàíè÷èâàòüñÿ ðàâíîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, íî ïîçæå

ìû ïîêàæåì, ÷òî åñëè ˜(NP,U) ⊆ ˜HeurBPP, òî è ˜(NP,PSamp) ⊆ ˜HeurBPP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî ñòàíäàðòíîå ñâåäåíèå çàäà÷è ïîèñêà ê çàäà÷å ðàñïîçíàâà-

íèÿ ñîñòîèò ê ïîèñêó ïîäñêàçêè áèíàðíûì ïîèñêîì. À èìåííî äëÿ ÿçûêà L ñîçäàåòñÿ ÿçûê

L′, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïàð (x, a), ÷òî äëÿ x åñòü L-ïîäñêàçêà, êîòîðàÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè

ïðåäøåñòâóåò a. Íà ÿçûêå ñëîæíîñòè â ñðåäíåì ýòî äîêàçàòåëüñòâî èçëîæèòü íå óäàåòñÿ, ïî-

ñêîëüêó íåïîíÿòíî êàê îïðåäåëèòü ðàñïðåäåëåíèå, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü ñòðîêè (x, a) íå áûëà

áû ýêñïîíåíöèàëüíî ìåíüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ñòðîêè x. Íàïîìíèì, ÷òî íåëüçÿ ñâîäèòü âõîäó
ê âõîäó ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ìåíüøåé âåðîÿòíîñòüþ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîäñêàçêà äëÿ êàæäîãî x ðîâíî îäíà. Â òàêîì ñëó÷àå ìîæíî óçíàòü

ïîäñêàçêó, äåëàÿ çàïðîñû ê ïðèíàäëåæíîñòè ê ÿçûêó, ñîñòîÿùåìó èç ïàð (x, i), ÷òî ó x åñòü L-
ïîäñêàçêà i-é áèò êîòîðîé ðàâåí åäèíèöå. Ýòî óæå çíà÷èòåëüíî ëó÷øå, ïîñêîëüêó âåðîÿòíîñòü
ñòðîêè (x, i) ìîæíî ñäåëàòü ëèøü â ïîëèíîì ìåíüøå, ÷åì âåðîÿòíîñòü ñòðîêè x. ×òîáû äîáèòü-

ñÿ òîãî, ÷òîáû ïîäñêàçêà ñòàëà îäíà ìû ïðèìåíåì õåø-ôóíêöèè (ëåììó Âýëèàíòà-Âàçèðàíè).

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ñåìåéñòâîì ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ õåø-ôóíêöèé Hn,k íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî ôóíêöèé {0, 1}n → {0, 1}k, k ≤ n òàêîå, ÷òî:

1. ∀x ∈ {0, 1}n, ∀a ∈ {0, 1}k âåðíî, ÷òî Prh←Hn,k [h(x) = a] = 2−k

2. ∀x′ 6= x′′ ∈ {0, 1}n, ∀a′, a′′ ∈ {0, 1}k âåðíî, ÷òî Prh←Hn,k [h(x′) = a′ ∧ h(x′′) = a′′] = 2−2k
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Ïåðâîå èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò èç âòîðãîãî. Âàæíûì òðåáîâàíèåì ê ñåìåéñòâó ÿâëÿåòñÿ

åãî íåáîëüøîé ðàçìåð. Â ñëåäóþùåì ïðèìåðå êàæäàÿ õåø-ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ñòðîêîé äëèíû

2n.

Ïðèìåð 5.1. Ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèé ha,b = (ax + b)≤k (îïåðàöèè â ïîëå F2n) ñ óñå-

÷åííûìè îáðàçàìè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñåìåéñòâî ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ õýø ôóíêöèé.

Ëåììà 5.1 (Âýëèàíòà-Âàçèðàíè). Ïóñòü S ⊂ {0, 1}n, 2k−2 ≤ |S| ≤ 2k−1 è Hn,k - ñåìåéñòâî

ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ õåø-ôóíêöèé. Òîãäà Prh←Hn,k [∃!x ∈ S : h(x) = 0k] ≥ 1
8 .

Ïóñòü L ∈ NP, ïóñòü äëèíà ïîäñêàçêè ê ñëîâó x ∈ L îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì p(|x|).
Îïðåäåëèì ÿçûê L′ = {(x, h, i, k) | x ∈ L, h ∈ {0, 1}2n, 1 ≤ i ≤ p(n), 2 ≤ k ≤ p(n) +
1, ñóùåñòâóåò w � L-ïîäñêàçêà äëÿ x, h|k(w) = 0k, wi = 1}. Çäåñü h|k êîäèðóåò õåø-ôóíêöèþ

èç ïðèìåðà 5.1. Çàïÿòûå ìîæíî íå êîäèðîâàòü, òàê êàê ÷àñòè îäíîçíà÷íî ñëåäóþò èç äëèíû

ñòðîêè.

Î÷åâèäíî, ÷òî L′ ∈ NP. Ïóñòü àëãîðèòì B(x, δ) ðåøàåò (L′, U) â HeurBPP. Îïèøåì àëãî-

ðèòì A(x, δ).

1. Ïîâòîðèòü N ðàç:

2. Äëÿ âñåõ k ∈ {2, p(n) + 1}

• Âûáåðåì h← Un è r � ñëó÷àéíàÿ ñòðîêà, êîòîðàÿ áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ çàïóñ-

êîâ àëãîðèòìà B.

• Äëÿ âñåõ i ∈ {1, p(n)}
� ui = Br((x, h, i, k), δ′)

• Åñëè u1u2 . . . up(n) � ïîäñêàçêà äëÿ x, âûäàòü åå.

Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ N è δ′ ìû âûáåðåì ïîçæå.

Ïóñòü Sx � ýòî ìíîæåñòâî ïîäñêàçîê äëÿ x. Ïóñòü k òàêîå ÷èñëî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî 2k−2 ≤ |S| ≤ 2k−1 è Hn,k.

Âðåìåííî ïîëîæèì N = 1. Â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòü (ïî x è ñëó÷àéíûì áèòàì àëãîðèòìà

A) òîãî, ÷òî x ∈ L è àëãîðèòì A íå âûäàñò ïîäñêàçêó íå ïðåâîñõîäèò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî àë-

ãîðèòì íå âûäàñò ïîäñêàçêó íà èòåðàöèè ñ ïðàâèëüíûì k. Ïðè ïðàâèëüíîì k ñîáûòèå íåóäà÷è
ñîäåðæèòñÿ â îáúåäèíåíèè ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: õåø-ôóíêöèÿ h íåóäà÷íàÿ (âåðîÿòíîñòü ýòîãî
ñîáûòèÿ íå áîëüøå 7

8) è äëÿ íåêîòîðîãî i B((x, h, i, k), δ′) âûäàåò íåïðàâèëüíûé îòâåò. Âòîðóþ
âåðîÿòíîñòü ìîæíî îöåíèòü êàê p2(n) Prx,h,i,k,r[Br((x, h, i, k), δ′) âûäàåò íåïðàâèëüíûé îòâåò],
÷òî íå ïðåâîñõîäèò p2(n)δ′. Âûáåðåì δ′ = 1

16p2(n)
. Ïîëó÷èëè, ÷òî ïðè N = 1 âåðîÿòíîñòü òîãî,

÷òî àëãîðèòì íå íàéäåò ïîäñêàçêó íå áîëüøå 15
16 . Âûáðàâ N = O(log 1

δ ) äîáüåìñÿ òîãî, ÷òîáû

âåðîÿòíîñòü îøèáêè ñòàëà ìåíüøå, ÷åì δ.

6 Ñâåäåíèå ê ðàâíîìåðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ

Äëÿ çàäà÷ ïîèñêà ìû îïðåäåëèì âåðîÿòíîñòíûå ñâåäåíèÿ. Îíè áóäóò çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî

êëàññà ˜HeurBPP.
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6.1 Âåðîÿòíîñòíîå ñâåäåíèå

Îïðåäåëåíèå 6.1. Çàäà÷à ïîèñêà (̃L,D) âåðîÿòíîñòíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà ˜(L′, D′), åñëè
ñóùåñòâóåò ïàðà àëãîðèòìîâ f(x, n) � âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðåîáðàçóåò âõîäû

ïåðâîé çàäà÷è âî âõîäû âòîðîé çàäà÷è, g � äåòåòåðìåíèðîâàííûé àëãîðèòì, êîòîðûé ïðåîá-

ðàçóåò ïîäñêàçêè äëÿ âòîðîé çàäà÷è â ïîäñêàçêè äëÿ ïåðâîé çàäà÷è. Êðîìå òîãî äëÿ êàæäîãî

x ∈ L îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî Vx ⊆ {0, 1}∗, êîòîðîå ñîîòâåòñâóåò óäà÷íûì ¾ñâåäåíèÿì¿. Âûïîë-

íÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

1. (Èíúåêòèâíîñòü) ∀x, x′ ∈ L, x 6= x′ : Vx ∩ Vx′ = ∅

2. (Îáúåìíîñòü) íàéäåòñÿ ïîëèíîì q1, ÷òî ∀x ∈ suppDn âûïîëíÿåòñÿ Pr[f(x, n) ∈ Vx] ≥
1/q1(n)

3. (Äîìèíèðîâàíèå) íàéäåòñÿ ïàðà ïîëèíîìîâ p(n) è q2(n), ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Dn(x) ≤ q2(n)D′p(n)(Vx)

4. (Ðàâíîìåðíîñòü) äëÿ y ∈ Vx âûïîëíÿåòñÿ Pr[f(x, n) = y | f(x, n) ∈ Vx] =
D′
p(n)

(y)

D′
p(n)

(Vx)

5. (Ïîëåçíîñòü) äëÿ âñåõ x ∈ L äëÿ âñåõ y ∈ Vx âûïîëíÿåòñÿ y ∈ L′ è äëÿ ëþáîé L′-ïîäñêàçêè
w äëÿ ñòðîêè y ñòðîêà g(w, y, x) ÿâëÿåòñÿ ïîäñêàçêîé äëÿ x.

Âåðîÿòíîñòíîå ñâåäåíèå äåéñòâóåò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôóíêöèÿ f ïåðåâîäèò ñëîâà èç

ÿçûêà L â ñëîâà èç ÿçûêà L′. Ïðè ýòîì f ìîæåò îøèáàòüñÿ, ò.å. ïåðåâîäèòü ñëîâà èç L â L̄′, íî
äåëàåò ýòî íå ñëèøêîì ÷àñòî. Ôóíöèÿ g ïåðåâîäèò ïîäñêàçêè äëÿ ÿçûêà L′ â ïîäñêàçêè äëÿ

ÿçûêà L.

Ëåììà 6.1. Ïóñòü (̃L,D) ñâîäèòñÿ ê ˜(L′, D′) è ˜(L′, D′) ∈ ˜HeurBPP, òîãäà (̃L,D) ∈ ˜HeurBPP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A′(x, δ, 1n) � àëãîðèòì äëÿ ˜(L′, D′). Ïîñòðîèì àëãîðèòì A(x, δ, 1n)

äëÿ (̃L,D). Íåçàâèñèìî N = 16q1(n) ðàç âûáåðåì y1 = f(x, n), y2 = f(x, n), . . . , yN = f(x, n).

Äëÿ êàæäîãî yi çàïóñòèì A′(yi,
δ

2q2(n)
, 1p(n)) = wi. Åñëè íàéäåòñÿ òàêîå i, ÷òî g(wi, yi, x) �

ïîäñêàçêà äëÿ x, òî âîçâðàùàåì g(wi, yi, x), èíà÷å 0.
Îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî x ∈ L è àëãîðèòì A(x, δ, 1n) íå âûäàåò ïîäñêàçêó äëÿ x. Ýòà

âåðîÿòíîñòü íå ïðåâîñõîäèò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî íè îäèí èç yi íå ïîïàäåò â Vx è âåðîÿòíîñòè
äàòü íåâåðíûé îòâåò ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè íåêîòîðîì i âûïîëíÿåòñÿ yi ∈ Vx.

Ïóñòü x ∈ L, îáîçíà÷èì ÷åðåç F ìíîæåñòâî ñòðîê íà êîòîðûõ A′(y,
δ

2q2(n)
, 1p(n)) âåäåò ñåáÿ

íåêîððåêòíî. Ôîðìàëüíî F = {y ∈ L′ | Pr[A′(y, p(n),
δ

2q2(n)
íå âûäàåò ïîäñêàçêó äëÿ y] ≥ 1/4}.

Ñðàçó ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî D′p(n)(F ) <
δ

2q2(n)
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî B � ìíîæåñòâî ïëîõèõ âõîäîâ: B = {x ∈ L | D′p(n)(Vx ∩ F ) ≥

D′p(n)(Vx)/2}.
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Dn(B) =
∑
x∈B

Dn(x)
äîìèíèðîâàíèå

≤ q2(n)
∑
x∈B

D′p(n)(Vx) ≤

2q2(n)
∑
x∈B

D′p(n)(Vx ∩ F )
èíúåêòèâíîñòü

≤ 2q2(n)D′p(n)(F ) < δ.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè x /∈ B ïîäñêàçêà áóäåò íàéäåíà ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 3
4 . Äëÿ êàæ-

äîãî i ∈ {1, 2, . . . , N} îöåíèì âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî g(wi, yi, x) � ýòî ïîäñêàçêà äëÿ x.

Pr[g(wi, yi, x) � ýòî ïîäñêàçêà äëÿ x] ≥ Pr[yi ∈ Vx ∧ wi � ýòî ïîäñêàçêà äëÿ yi] ≥
Pr[yi ∈ Vx \ F ∧ wi � ýòî ïîäñêàçêà äëÿ yi] =

Pr[yi ∈ Vx] Pr[yi ∈ Vx \ F | yi ∈ Vx] Pr[wi � ýòî ïîäñêàçêà äëÿ yi | yi ∈ Vx \ F ]
îáúåìíîñòü

≥
1

q1(n)
Pr[yi ∈ Vx \ F | yi ∈ Vx] Pr[wi � ýòî ïîäñêàçêà äëÿ yi | yi ∈ Vx \ F ]

ðàâíîìåðíîñòü
≥

1

q1(n)

1

2
Pr[wi � ýòî ïîäñêàçêà äëÿ yi | yi ∈ Vx \ F ]

îïðåäåëåíèå F
≥ 1

q1(n)

1

2

3

4
=

3

8q1(n)

Ïîñêîëüêó ìû ïîâòîðÿåì âñå N ðàç, òî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîäñêàçêà áóäåò íàéäåíà õîòÿ

áû äëÿ îäíîãî i íå ìåíüøå, ÷åì 3
4 .

Áóäåì îáîçíà÷àòü Sn = {0, 1}n è îòòîæäåñòâëÿòü Sn ñ ïîëåì èç 2n ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì

ñëîæåíèå ïîêîîðäèíàòíîå. Åñëè k ≤ n, òî áóäåì îáîçíà÷àòü Sk = {0, 1}k, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî åñòü

ñòàíäàðòíîå âëîæåíèå Sk â Sn � ïåðâûå k áèòîâ ïðåæíèå, îñòàâøèåñÿ áèòû � íóëè.

Ëåììà 6.2. Ïóñòü X ⊆ {0, 1}n, |X| ≥ 2n+1−k. Òîãäà ðàçìåð ìíîæåñòâà ïàð {(a, b) ∈ {0, 1}n |
∃r ∈ {0, 1}k−1 : ar + b ∈ X} áîëüøå ëèáî ðàâíî 22n/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð {(r, p) | r ∈ Sk−1, p ∈ X}, âñåãî ýòèõ ïàð 2n

øòóê. Äëÿ êàæäîé ïàðû (r, p) ñóùåñòâóåò 2n ïàð (a, b), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ar + b = p.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî a ∈ {0, 1}n îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ b = p − ar. Ïðè ýòîì äëÿ

äâóõ ðàçëè÷íûõ ïàð (r1, p1), (r2, p2) ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå áîëåå îäíîé ïîäõîäÿùåé ïàðû (a, b),
ïîñêîëüêó, åñëè {

ar1 + b = p1

ar2 + b = p2,

òî a(r1 − r2) = p1 − p2. Åñëè r1 = r2, òî p1 = p2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäíîçíà÷íî íàõîäÿòñÿ

a è b.
Ïî ôîðìóëå âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé èíòåðåñóåùå ìíîæåñòâî ïàð ìîæíî îöåíèòü ñíèçó êàê

÷èñëî ïàð, ñîîòâåòñâóþùåå êàæäîé ïàðå (r, p) ìèíóñ ÷èñëî ïàð âî âñåõ ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèÿõ.
Òàêèì îáðàçîì ÷èñëî ïàð íå ìåíüøå, ÷åì ñóùåñòâóåò íå ìåíåå 2n × 2n − 2n × (2n − 1)/2 >
22n/2.
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Òåîðåìà 6.1. Äëÿ ëþáîé çàäà÷è (̃L,D) ∈ ˜(NP,PSamp) íàéäåòñÿ òàêîé ÿçûê L′ ∈ NP, ÷òî

çàäà÷à (̃L,D) ñâîäèòñÿ ê (̃L′, U)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå Dn ãåíåðèðóåòñÿ ñàìïëåðîì R, ïóñòü ìíîãî÷ëåí m(n)
ñ çàïàñîì áîëüøå, ÷åì âðåìÿ ðàáîòû ñàìïëåðà R, êîãäà îí ãåíåðèðóåò ñòðîêè ðàñïðåäåëåíèÿ

Dn. Äàëåå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî R ïðèíèìàåò íà âõîä ñòðîêó {0, 1}m(n) è èñïîëüçóåò åå êàê

ñëó÷àéíûå áèòû. Äëÿ x ∈ suppDn îáîçíà÷èì ÷åðåç padn(x) ñòðîêó x01m(n)−|x|−2.

Îïðåäåëèì ÿçûê L′ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L′ = {(k, ρ, h, hk(padn(x)), a, b) | 1 ≤ k ≤ m(n), ρ ∈ {0, 1}m−k, x ∈ L, h ∈ {0, 1}2m, a, b ∈
Sm, ∃r ∈ Sk−1 : x = R(ar + b)}. Ýòî îïðåäåëåíèå òðåáóåò ïîÿñíåíèé:

1. k � ýòî ÷èñëî îò 1 äî m(n), êîòîðîå ïðåäñòàâëåíî áèòîâîé ñòðîêîé äëèíû logm;

2. h � ýòî ýëåìåíò ñåìåéñòâà ïîïðàíî íåçàâèñèìûõ õåø-ôóíêöèé Hm,m, ìû ñ÷èòàåì, ÷òî

êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ìíîæåñòâà çàïèñûâàåòñÿ áèòîâîé ñòðîêîé äëèíû 2m(n).

3. hk � ýòî ýëåìåíò ñåìåéñòâà ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ õåø-ôóíêöèé Hm,k, ýòà ôóíêöèÿ ïî-

ëó÷àåòñÿ èç h îòáðàñûâàíèåì ïîñëåäíèõ m− k áèòîâ.

4. ρ � ýòî ¾ìóñîð¿, öåëü êîòîðîãî âûðîâíÿòü äëèíó ñòðîêè äî 5m+ logm;

5. Âñå ýëåìåíòû êàðòåæà (k, ρ, h, hk(padn(x)), a, b) èìåþò ôèêñèðîâàííûé ðàçìåð, ïîýòîìó

íåîáÿçàòåëüíî êàêèì-òî îñîáåííûì îáðàçîì êîäèðîâàòü êàðòåæ;

6. a, b � ïðîèçâîëüíûå äâà ýëåìåíòà Sm.

L′ ∈ NP, ò.ê. ñåðòèôèêàòîì äëÿ (k, ρ, h, hk(padn(x)), a, b) ÿâëÿåòñÿ x, L-ïîäñêàçêà w è r
òàêîå, ÷òî x = R(ar + b).

Òåïåðü îïèøåì âåðîÿòíîñòíîå ñâåäåíèå:

f(x, n) = (k, ρ, h, hk(padn(x)), a, b), ãäå ñíà÷àëà ñòðîêà k âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíî èç ñòðîê

äëèíû logm, çàòåì ρ← Um−k, h← U2m, a, b← Um, k ← Ulogn.

Ôóíêöèÿ g îïðåäåëÿåòñÿ òðèâàëüíî, ïîñêîëüêó ïîäñêàçêà äëÿ f(x, n) ñîäåðæèò ïîäñêàçêó
äëÿ x.

Îïèøåì ìíîæåñòâî Vx ñ ïîìîùüþ óñëîâèé, êîòîðûì äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñòðîêà f(x):

1. 2m+2−k ≥ |R−1(x)| ≥ 2m+1−k;

2. Ñóùåñòâóåò r ∈ Sk−1, ÷òî R(ar + b) = x;

3. Åñëè R(ar′ + b) 6= x äëÿ íåêîòîðîãî r′ ∈ Sk−1, òî hk(R(ar′ + b) 6= hk(padn(x)).

Ïðîâåðèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 6.1.

(Îáúåìíîñòü) Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî k óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óñëîâèþ íå ìåíüøå, ÷åì
1
m . Ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå, âåðîÿòíîñòü âòîðîãî êàê ìèíèìóì 1

2
ïî ëåììå 6.2. Ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûå äâà óñëîâèÿ, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî

âûïîëíÿåòñÿ òðåòüå óñëîâèå êàê ìèíèìóì 1 − 1
2k
, ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî hk � ýòî ýëåìåíò

ïîïàðíî íåçàâèñèìîãî ñåìåéñòâà õåø-ôóíêöèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî Pr[f(x, n) ∈ Vx] ≥ 1
4m(n) .

(Èíúåêòîâíîñòü) Ñëåäóåò èç òðåòüåãî óñëîâèÿ.

(Ïîëåçíîñòü) Î÷åâèäíî.
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(Ðàâíîìåðíîñòü) Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ èç Vx ïðèíèìàþòñÿ ñ îäèíàêîâûìè

âåðîÿòíîñòÿìè.

(Äîìèíèðîâàíèå) Ïóñòü k0 òàêîå ÷èñëî, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2m+2−k0 ≥ |R−1(x)| ≥
2m+1−k0 , òîãäà Dn(x) ≤ 2−k0+1. Ïóñòü p(n) = 5m(n)+logm(n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Fx ìíîæåñòâî
âñåõ çíà÷åíèé, êîòîðîå ìîæåò ïðèíèìàòü f(x, n), âñå îíè ïðèíèìàþòñÿ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿ-
ìè. Ïóñòü Fx,0 � ýòî ïîäìíîæåñòâî Fx â êîòîðîì k = k0. Ýëåìåíòû Fx,0 óñòðîåíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì: â íèõ ôèêñèðîâàíà êîìïîíåíòà k = k0 è êîìïîíåíòà hk(padn(x)) çàâèñèò îò h, îñòàëü-
íûå êîìïîíåíòû ìîãóò áûòü ëþáûìè, îòñþäà Up(n)(Fx,0) ≥ 2−q 1

m(n) , èç îáúåìíîñòè ñëåäóåò,

÷òî Up(n)(Vx) ≥ 2−q 1
4m(n) . Èòîãî, ïîëó÷àåì, ÷òî Dn(x) ≤ Up(n)(Vx)8m(n).

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ çàäà÷à ïîèñêà (̃L,D) ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà (̃L′, U), êîòîðàÿ â

ñâîþ î÷åðåäü ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ (L′′, U), êîòîðàÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å (BH, Û).

Âñå ýòè ñâåäåíèÿ çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî êëàññà HeurBPP ( ˜HeurBPP).
Íå ñìîòðÿ íà òî, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ñâåäåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ äëÿ çàäà÷ ïîèñêà, à íå äëÿ

çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ, äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâåäåíèå òîæå åñòü, òàê êàê åñëè äëÿ íåêîòîðîé

çàäà÷è (L,D) ∈ (NP,PSamp) âûïîëíÿåòñÿ, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà (̃L,D) ∈ ˜(HeurBPP), òî (L,D) ∈
HeurBPP.

Åñòåñòâåííûé âîïðîñ, îáÿçàòåëüíî ëè íóæíû èìåííî âåðîÿòíîñòíûå ñâåäåíèÿ äëÿ òîãî,

÷òîáû áûëà ïîëíàÿ çàäà÷à ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî îòâåò íà ýòîò

âîïðîñ ïîëîæèòåëüíûé, åñëè EXP 6= NEXP.
Áóäåì íàçûâàòü àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé ïëîñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî

äëÿ ëþáîé ñòðîêè x âûïîëíÿåòñÿ Dn(x) ≤ 2−|x|
c
.

Òåîðåìà 6.2. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîëíàÿ çàäà÷à â (NP,PSamp) îòíîñèòåëüíî äåòåðìèíèðîâàí-
íûõ ñâåäåíèé (ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 2.3) ñ ïëîñêèì ðàñïðåäåëåíèåì, òî NEXP = EXP.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ÿçûê L ∈ NEXP, ïóñòü ýòîò ÿçûê ðåøàåòñÿ çà âðåìÿ 2n
c
íà

íåäåðìèíèðîâàííîé ìàøèíå Òüþðèíãà. Ðàññìîòðèì ÿçûê L′ = {x012|x|
c

| x ∈ L}. ßñíî, ÷òî
L′ ∈ NP. Ðàññìîòðèì àíñàìáëü ðàñïðåäåëåíèé Dn, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñ òàê: Dn(x012|x|

c

) =
2−|x|, ãäå n = |x|+1+2|x|

c
. Î÷åâèäíî, ÷òî (L′, D) ∈ (NP,PSamp). Ïóñòü (A,F ) � ïîëíàÿ çàäà÷à

â (NP,PSamp), àíñàìáëü F ïëîñêèé. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàíòà d, ÷òî Fn(y) ≤ 2−|y|
d
. Ïóñòü

f � ýòî ñâåäåíèå çàäà÷è (L′, D) ê çàäà÷å (A,F ), ïóñòü f(x012|x|
c

) = y. Èç äîìèíèðîâàíèÿ ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì p è q, ÷òî Fq(n)(y)p(1 + |x|+ 2|x|

c
) ≥ 2−|x|,

ïîñêîëüêó àíñàìáëü F ïëîñêèé, èìååì 2−|y|
d ≥ Fq(n)(y). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåêîòî-

ðîé êîíñòàíòû a âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2|y|
d ≤ 2|x|

a
, ñëåäîâàòåëüíî |y| ≤ poly(|x|). Òàêèì

îáðàçîì ìû èìååì, ÷òî x ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(x) = f(x012|x|c) ∈ A. Ïðî ôóíê-
öèþ g èçâåñòíî, ÷òî g âû÷èñëèìà çà ýêñïîíåíöèàëüíîå âðåìÿ è |g(x)| ≤ poly(|x|). Ïîñêîëüêó
A ∈ NP ⊆ EXP, òî L ∈ EXP.

7 Îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè è ñëîæíîñòü â ñðåäíåì

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè ïðîòèâ ðàâíîìåðíîãî ïðîòèâíèêà.

Òåîðåìà 7.1. Åñëè ñóùåñòâóþò îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè, òî (NP,U) /∈ HeurBPP.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü fn : {0, 1}n → {0, 1}n ñèëüíî îäíîñòîðîííÿÿ ôóíêöèÿ. Îáîçíà÷èì ÷å-

ðåç IF ÿçûê îáðàçîâ ôóíêöèè f , ò.å. IF = f({0, 1}∗). Èç îïðåäåëåíèÿ ñèëüíîé îäíîñòîðîííåé

ôóíêöèè ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ˜(IF, f(U)) /∈ ˜HeurBPP. Çàäà÷à ïîèñêà ˜(IF, f(U)) âåðîÿò-

íîñòíî ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîèñêà (̃L,U) äëÿ íåêîòîðîãî ÿçûêà L ∈ NP, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü

ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ðàñïîçíàâàíèÿ (L′, U) äëÿ ÿçûêà L′ ∈ NP. Èç òîãî, ÷òî ˜(IF, f(U)) /∈ ˜HeurBPP

ñëåäóåò, ÷òî (̃L,U) /∈ ˜HeurBPP, à èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî (L′, U) /∈ HeurBPP.

Èíòåðåñíåå, êîíå÷íî, èìåòü îáðàòíîå ñëåäñòâèå, à èìåííî ïîñòðîèòü îäíîñòîðîííþþ ôóíê-

öèþ, îñíîâûâàÿñü íà òðóäíîé â ñðåäíåì çàäà÷å. Ê ïðèìåðó ïîñòðîèòü ôóíêöèþ, êîòîðàÿ áó-

äåò îäíîñòîðîííåé, åñëè (NP,PSamp) /∈ HeurBPP. Ìîæíî áûëî áû íàäåÿòñÿ ïîñòðîèòü òàêóþ

ôóíêöèþ íà îñíîâå îäíîé èç ïîëíûõ çàäà÷, ê ïðèìåðó íà çàäà÷å BH. Íà äàííûé ìîìåíò

ñäåëàòü ýòî íå óäàåòñÿ, îñíîâíûå ïðîáëåìû ñëåäóþùèå:

1. Â êðèïòîãðàôèè è â òåîðèè ñëîæíîñòè ðàçíûå ïîíÿòèÿ î òîì, ÷òî çíà÷èò ðåøèòü çà-

äà÷ó. Â òåîðèè ñëîæíîñòè àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó, åñëè îí ðåøàåò åå äëÿ âñåõ äëèí

âõîäîâ. À â êðèïòîãðàôèè ïðîòèâíèê ñ÷èòàåòñÿ óñïåøíûì, åñëè îí âçëàìûâåò ôóíêöèþ

íà áåñêîíå÷íîì ÷èñëå âõîäîâ.

2. Äðóãàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî â òðóäíîé â ñðåäíåì çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèå çàäàíî

íà ýêçåìïëÿðàõ çàäà÷è, à â çàäà÷å, ñîîòâòåñòâóþùåé çàäà÷å îáðàùåíèÿ îäíîñòîðîííåé

ôóíêöèè, ðàñïðåäåëåíèÿ áåðåòñÿ ïî âõîäàì ôóíêöèè, ò.å. ïî ïîäñêàçêàì.

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåèçâåñòíî, êàê áîðîòüñÿ ñ ýòèìè äâóìÿ ïðîáëåìàìè. Ìû îïðåäåëèì

îñëàáëåííîå ïîíÿòèå îäíîñòîðîííåé ôóíêöèè � áåñêîíå÷íî ÷àñòî îäíîñòîðîííèå ôóíêöèè.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ôóíêöèÿ fn : {0, 1}n → {0, 1}n íàçûâàåòñÿ áåñêîíå÷íî ÷àñòî ñëàáî îäíî-

ñòîðîííåé, åñëè îíà âû÷èñëèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ è ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p(n), ÷òî äëÿ
ëþáîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà B äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà n âûïîëíÿåòñÿ
Prx←Un [B(f(x)) /∈ f−1(f(x))] ≥ 1

p(n) .

Àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîìó ñëó÷àþ ìîæíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèå áåñêîíå÷íî ÷àñòî ñèëüíî

îäíîñòîðîííåé ôóíêöèè è äîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü èõ ñóùåñòâîâàíèÿ.

Ïóñòü f � ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, fn : {0, 1}n → {0, 1}n. Ïóñòü IF =

f({0, 1}∗). Äîïóñèì èçâåñòíî, ÷òî ˜(IF, f(U)) /∈ ˜HeurBPP, îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî ôóíêöèÿ f
ÿâëÿåòñÿ ñëàáîé áåñêîíå÷íî ÷àñòî îäíîñòîðîííåé? Çàìåòèì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî

òîëüêî íà ïîëîæèòåëüíûõ ýêçåìïëÿðàõ çàäà÷è (êîãäà ïðîîáðàç åñòü), äëÿ òàêèõ çàäà÷ ïðèíàä-

ëåæíîñòè êëàññàì ˜HeurBPP è ˜AvgBPP ýêâèâàëåíòíû. Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ôóíêöèÿ f ëåãêî

(çà âðåìÿ O(n)) îáðàùàåòñÿ íà äîëå âõîäîâ 1 − 1
2
√
n è òðóäíî îáðàùàåòñÿ (çà âðåìÿ Ω(2n))

íà äîëå âõîäîâ 1
2
√
n . Òàê îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ f íå áóäåò ñëàáîé îäíîñòîðîííåé, ïîñêîëüêó

òðóäíûõ âõîäîâ ñëèøêîì ìàëî. Îáðàòèòü ôóíêöèþ f çà ïîëèíîìèàëüíîå â ñðåäíåì âðåìÿ òî-

æå íå óäàåòñÿ, ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå âðåìåíè
ðàáîòû â ñòåïåíè ε áóäåò êàê ìèíèìóì 2εn−

√
n.

Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèþ f ìîæíî ëåãêî ìîäèôèöèðîâàòü òàê, ÷òîáû îíà

ñòàëà áåñêîíå÷íî ÷àñòî ñëàáîé îäíîñòîðîííåé. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g ñëåäóþùèì îáðàçîì

g(x, r) = f(x, 1|r|). Åñëè âõîä y ôóíêöèè g íå ÿâëÿåòñÿ êîäîì ïàðû, òî g(y) = y. Ïàðû ìû áóäåì

êîäèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: (a, b) êîäèðóåòñÿ ñòðî÷êîé ˆ`(a)ab, ãäå ˆ`(a) � ýòî ïðåôèêñíûé

êîä äëèíû ñòðîêè a. Äëèíà êîäà ïàðû ðàâíÿåòñÿ |a|+ |b|+ 2 log |a|+ 1.

15



Òåîðåìà 7.2. Ïóñòü f � ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ ôóíêöèÿ, fn : {0, 1}n → {0, 1}n. Ïóñòü
IF = f({0, 1}∗). Ïóñòü ˜(IF, f(U)) /∈ ˜HeurBPP. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ g, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ

òàê: g(x, r) = f(x, 1|r|), à åñëè âõîä y ôóíêöèè g íå ÿâëÿåòñÿ êîäîì ïàðû, òî g(y) = y. Òîãäà
ôóíêöèÿ g ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ÷àñòî ñëàáî îäíîñòîðîííåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g íå ÿâëÿåòñÿ ñëàáî îäíîñòîðîííåé ôóíêöèåé, â ÷àñòíîñòè g íå ÿâëÿ-
åòñÿ ñëàáî îäíîñòîðîííåé ôóíêöèåé äëÿ ïîëèíîìà n. Ò.å. íàéäåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìå-
íè àëãîðèòì B, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ Pry←Un [B(g(y)) /∈ g−1(g(y))] <
1
n .

Îïèøåì àëãîðèòì A(x, δ), êîòîðûé ðåøàåò çàäà÷ó ˜(IF, f(U)) â ˜HeurBPP. Îïðåäåëèì z =
(x, 1∆), ãäå ∆ = 2d1

δ en
2. Ïóñòü y = B(x), åñëè y = (a, r), òî âûäàòü a.

Pr
x←Un

[A(f(x), δ) /∈ f−1(f(x))] = Pr
x←Un

[B(f(x), 1∆) /∈ g−1(f(x), 1∆)] ≤

2n2 Pr
y←Un+∆+2 logn+1

[B(g(y)) /∈ g−1(g(y))] < 2n2 1

n+ ∆ + 2 log n+ 1
≤ δ.
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