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1 Ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ

Ïóñòü Σ � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì íàçûâàòü àëôàâèòîì. ßçûêîì ìû áóäåì
íàçûâàòü ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî êîíå÷íûõ ñëîâ íàä àëôàâèòîì Σ. Äðóãèìè ñëîâàìè, ÿçûê
� ýòî ïîäìíîæåñòâî Σ∗.

Ìû ñåé÷àñ îïðåäåëèì ïîíÿòèå ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà L, äîêàçûâàòü ìû áóäåì
óòâåðæäåíèÿ âèäà x ∈ L.

Ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðåìåíè àëãîðèòì
Π, êîòîðûé ïðèíèìàåò äâà âõîäà x (ñòðîêà, äëÿ êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ ïðèíàäëåæíîñòü ê
ÿçûêó L) è w (äîêàçàòåëüñòâî) è âûäàåò îòâåò èç ìíîæåñòâà {0, 1}. Àëãîðèòì äîëæåí îáëàäàòü
ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

• (Êîððåêòíîñòü) åñëè Π(x,w) = 1 äëÿ íåêîòîðûõ ñòðîê x,w ∈ Σ∗, òî x ∈ L;

• (Ïîëíîòà) äëÿ ëþáîé ñòðîêè x ∈ L ñóùåñòâóåò ñòðîêà w ∈ Σ∗, ÷òî Π(x,w) = 1.

Ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ Π äëÿ ÿçûêà L íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííîé, åñëè ñó-
ùåñòâóåò òàêîé ïîëèíîì q, ÷òî äëÿ âñåõ x ∈ L ñóùåñòâóåò ñòðîêà w äëèíû íå áîëüøå, ÷åì
q(|x|), ÷òî Π(x,w) = 1.

Êëàññ ñëîæíîñòè P ñîñòîèò èç ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé ïî âðå-
ìåíè àëãîðèòì, ïðîâåðÿþùèé ïðèíàäëåæíîñòü ýòîìó ÿçûêó. Êëàññ ñëîæíîñòè NP ñîñòîèò èç
ÿçûêîâ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ. Ëåã-
êî ïîíÿòü, ÷òî P ⊆ NP, ïîñêîëüêó äëÿ ÿçûêà èç P ëåãêî ïîñòðîèòü ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ,
êîòîðàÿ íå èñïîëüçóåò äîêàçàòåëüñòâî. Íåèçâåñòíî, ÿâëÿåòñÿ ëè ýòî âêëþ÷åíèå ñòðîãèì.

Ìåæäó ÿçûêàìè îïðåäåëÿþòñÿ ñâåäåíèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÿçûê L ñâîäèòñÿ çà ïîëèíî-
ìèàëüíîå âðåìÿ (èëè ïî Êàðïó) ê ÿçûêó L′, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëèíîìèàëüíî âû÷èñëèìàÿ
ôóíêöèÿ f , ÷òî äëÿ âñåõ ñòðîê x âûïîëíÿåòñÿ x ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ∈ L′.
Îáîçíà÷àþòñÿ ñâåäåíèÿ òàê: L ≤p L′.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ñâåäåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì ðåôëåêñèâíîñòè, òðàíçèòèâíîñòè è
çàìêíóòîñòè îòíîñèòåëüíî ïðèíàäëåæíîñòè êëàññó P.

Â êëàññå NP ëåæèò ñïåöèôè÷åñêèé ÿçûê SAT, êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ âûïîëíèìûõ ïðî-
ïîçèöèîíàëüíûõ ôîðìóë â êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå (ÊÍÔ). Äåéñòâèòåëüíî, äîêà-
çàòåëüñòâîì ïðåíàäëåæíîñòè ýòîìó ÿçûêó áóäåò íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âûïîë-
íÿþò ýòó ôîðìóëó.

Òåîðåìà 1.1 (Êóê, Ëåâèí). Ëþáîé ÿçûê èç êëàññà NP ñâîäèòñÿ ê SAT çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ìû íå ïðèâîäèì. Âû ìîæåòå åãî ïðî÷èòàòü, íàïðèìåð, òóò:
[AB09].

Êëàññ coNP ñîñòîèò èç ÿçûêîâ, äîïîëíåíèå êîòîðûõ ëåæèò â êëàññå NP.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè P = NP, òî è NP = coNP = P. Çíà÷èò, èç íåðàâåíñòâà êëàññîâ NP è

coNP ñëåäóåò íåðàâåíñòâî êëàññîâ P è NP.
Íàïðèìåð, â êëàññå coNP ëåæèò ìíîæåñòâî íåâûïîëíèìûõ ôîðìóë â ÊÍÔ UNSAT. Äåé-

ñòâèòåëüíî, äîïîëíåíèå ýòîãî ÿçûêà ñîñòîèò èç âûïîëíèìûõ ôîðìóë â ÊÍÔ è ñòðîê, êîòîðûå
íå ÿâëÿþòñÿ ôîðìóëàìè â ÊÍÔ.

Èç òåîðåìû Êóêà-Ëåâèíà ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ:
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Ñëåäñòâèå 1.1. Ëþáîé ÿçûê èç êëàññà coNP ñâîäèòñÿ ê UNSAT çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

ßçûê UNSAT ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ â òåîðèè ñëîæíîñòè ïðîïîçèöèîíàëü-
íûõ äîêàçàòåëüñòâ. Ïðîïîçèöèîíàëüíîé ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà äîêàçà-
òåëüñòâ äëÿ ÿçûêà UNSAT.

Ïðåäëîæåíèå 1.1. Êëàññû NP è coNP çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî ïîëèíîìèàëüíûõ ïî âðåìåíè
ñâåäåíèÿì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L ñâîäèòñÿ ê L′ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè f è L′ ∈ NP. Ïóñòü Π′ � ýòî
ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ äëÿ L′. Îïðåäåëèì Π(x,w) = Π′(f(x), w).
Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî Π � ýòî ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ äëÿ L.
Â ñëó÷àå coNP äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íîå, íàäî ðàññìàòðèâàòü ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åí-
íóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ äëÿ äîïîëíåíèÿ ÿçûêà L′.

Ïðåäëîæåíèå 1.2 (Êóê, Ðåêõàó [CR74]). NP = coNP òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ UNSAT
åñòü ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè NP = coNP, òî UNSAT ∈ NP, ñëåäîâàòåëüíî ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà
NP ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åííàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ äëÿ ÿçûêà NUSAT.

Ïóñòü UNSAT ∈ NP, ïîñêîëüêó âñå ÿçûêè èç coNP ñâîäÿòñÿ ê UNSAT, òî ïî ïðåäëîæå-
íèþ 1.1 coNP ⊆ NP. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî èç UNSAT ∈ NP ñëåäóåò, ÷òî SAT ∈ coNP. Òîãäà
ïî òåîðåìå Êóêà-Ëåâèíà è ïðåäëîæåíèþ 1.1 âûïîëíÿåòñÿ NP ⊆ coNP.

Îñíîâíàÿ ïðîãðàììà èññëåäîâàíèé â òåîðèè ñëîæíîñòè ïðîïîçèöèîíàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ
ñîñòîèò â äîêàçàòåëüñòâå ñóïåðïîëèíîìèàëüíûõ íèæíèõ îöåíîê íà äëèíó äîêàçàòåëüñòâà âî
âñå áîëåå è áîëåå ñèëüíûõ ñèñòåìàõ äîêàçàòåëüñòâ. Òåì ñàìûì ìû ìåäëåííî áóäåì ïðèáëè-
æàòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåðàâåíñòâà êëàññîâ NP è coNP.

2 Äåðåâüÿ ðåøåíèé

Ìû íà÷íåì èçó÷àòü ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ ñ ñàìûõ ñëàáûõ. Ïåðâàÿ ñèñòåìà äîêàçàòåëüñòâ �
ýòî òàáëèöà èñòèííîñòè, ìû ïðîñòî âûïèñûâàåì çíà÷åíèå ôîðìóëû ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïå-
ðåìåííûõ. Ïîíÿòíî, ÷òî ïðîâåðêà òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà çàíèìàåò ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû
äîêàçàòåëüñòâà âðåìÿ. Äëèíà òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà âñåãäà 2n, ãäå n � ýòî ÷èñëî ïåðåìåííûõ.
Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íàì âàæíà òîëüêî äëèíà äîêàçàòåëüñòâ, ñàìî îíî íå îñîáåííî ñîäåðæà-
òåëüíîå, ïîñêîëüêó ñîñòîèò èç îäíèõ íóëåé.

Ðàññìîòðèì áîëåå èíòåðåñíóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ, äåðåâüÿ ðåøåíèé.
Äåðåâîì ðåøåíèé äëÿ íåâûïîëíèìîé ÊÍÔ ôîðìóëû φ íàçûâàåòñÿ áèíàðíîå äåðåâî, âñå

âåðøèíû êîòîðîãî êðîìå ëèñòüåâ ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè ôîðìóëû. Îäíî èç äâóõ èñõîäÿùèõ
ðåáåð, èç âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ïåðåìåííîé x ïîìå÷åíî ïîäñòàíîâêîé x := 0, äðóãîå x := 1.
Ëèñòüÿ äåðåâà ïîìå÷åíû äèçúþíêòàìè ôîðìóëû φ, ïðè÷åì äèçúþíêò â ëþáîì ëèñòå îïðîâåð-
ãàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé, êîòîðàÿ ÷èòàåòñÿ íà ïóòè îò êîðíÿ äî ýòîãî ëèñòà.

Òàêîå äåðåâî ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâîì íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëû φ. Äåéñòâèòåëüíî, ìû
ïðîñòî ïåðåáèðàåì âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ è óáåæäàåìñÿ, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ìû
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå ñ äèçúþíêòàìè ôîðìóëû φ. Ïðîâåðèòü òàêîå äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî:
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ÷òî äåðåâî êîððåêòíîå, ò.å. äëÿ âñåõ ëèñòüåâ íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî äèçú-
þíêò îïðîâåðãàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïóòè äî ýòîãî ëèñòà.
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Ðàçìåðîì äåðåâà óäîáíî ñ÷èòàòü ÷èñëî ëèñòüåâ, ïîñêîëüêó ÷èñëî âåðøèí íå áîëåå, ÷åì â äâà
ðàçà ïðåâîñõîäèò ÷èñëî ëèñòüåâ. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò äåðåâî ðàçìåðîì 2n,
ãäå n ÷èñëî ïåðåìåííûõ, äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïåðåáðàòü âñå çíà÷åíèÿ âñåõ ïåðåìåííûõ. Îäíàêî
â ðåàëüíîñòè äåðåâüÿ ìîãóò áûòü çíà÷èòåëüíî êîðî÷å.

Êðîìå ðàçìåðà âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ ãëóáèíà äåðåâà (ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿ-
íèå îò êîðíÿ äî ëèñòà).

Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ðàçìåð äåðåâà ðåøåíèé íå ïðåâîñõîäèò 2d, ãäå d � ýòî åãî ãëóáèíà.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðèâåñòè ïðèìåð ôîðìóëû (ñåìåéñòâà ôîð-
ìóë), êîòîðàÿ èìååò ïîëèíîìèàëüíûé ðàçìåð, íî òðåáóåò ýêñïîíåíöèàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé.

Ó íàñ áóäåò íåñêîëüêî áàçîâûõ ïðèìåðîâ, êîòîðûå ìû áóäåì äîêàçûâàòü â ðàçíûõ ñèñòåìàõ
äîêàçàòåëüñòâ. Ïåðâûé òàêîé ïðèìåð � ýòî ïðèíöèï Äèðèõëå (pigeonhole principle). Ôîðìóëà
PHPm

n óòâåðæäàåò, ÷òî m êðîëèêîâ ñèäÿò â n êëåòêàõ òàê, ÷òî êàæäûé êðîëèê ñèäèò â îäíîé
êëåòêå, è â êàæäîé êëåòêå ñèäèò íå áîëåå îäíîãî êðîëèêà. Ôîðìóëà ñîäåðæèò ïåðåìåííûå pi,j ,
ãäå i ∈ [m], j ∈ [n], êîòîðàÿ îçíà÷àåò, ÷òî i-é êðîëèê ñèäèò â j-é êëåòêå. Ôîðìóëà ñîäåðæèò
äâà òèïà äèçúþíêòîâ. Äèçúþíêòû êðîëèêîâ:

• pi,1 ∨ pi,2 ∨ · · · ∨ pi,n, äëÿ âñåõ i ∈ [m];

è äèçúþíêòû äëÿ êëåòîê:

• ¬pi,j ∨ ¬pk,j , äëÿ âñåõ i 6= k ∈ [m] è âñåõ j ∈ [n];

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè m > n ôîðìóëà PHPm
n ÿâëÿåòñÿ íåâûïîëíèìîé.

Äîêàæåì äëÿ íà÷àëà íèæíþþ îöåíêó íà ãëóáèíó äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû PHPm
n .

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé èãðû äâóõ èãðîêîâ. Äàíà íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà
φ è äâà èãðîêà: Àëèñà è Áîá, ïî î÷åðåäè Àëèñà âûáèðàåò ïåðåìåííóþ ôîðìóëû, Áîá âûáèðà-
åò çíà÷åíèå ýòîé ïåðåìåííîé. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êàê òîëüêî ñôîðìèðîâàííàÿ ïîäñòàíîâêà
ïðîòèâîðå÷èò äèçúþíêòó ôîðìóëû φ. Áîá çàðàáàòûâàåò î÷êî çà êàæäûé ñâîé õîä. Öåëü Áîáà
çàðàáîòàòü êàê ìîæíî áîëüøå î÷êîâ.

Ëåììà 2.1. Åñëè â óêàçàííîé èãðå äëÿ íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ ó Áîáà åñòü ñòðàòåãèÿ,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò åìó çàðàáîòàòü êàê ìèíèìóì t î÷êîâ, òî ãëóáèíà äåðåâà ðåøåíèé ôîðìóëû
φ êàê ìèíèìóì t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü åñòü äåðåâî ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû φ ãëóáèíû ìåíüøå t, òîãäà Àëèñà
áóäåò äåëàòü çàïðîñû ñîãëàñíî ýòîìó äåðåâó è ïðîòèâîðå÷èå áóäåò íàéäåíî çà ìåíåå, ÷åì t
øàãîâ, ñëåäîâàòåëüíî Áîá çàðàáîòàåò ìåíåå t î÷êîâ, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé èãðû î÷åíü ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ãëóáèíà äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû
PHPm

n íå ìåíüøå, ÷åì n. Äåéñòâèòåëüíî, Áîá ìîæåò íà âñå âîïðîñû îòâå÷àòü 0. Çàìåòèì, ÷òî
íè îäèí èç êëåòî÷íûõ äèçúþíêòîâ íå ìîæåò îïðîâåðãíóòüñÿ, çíà÷èò îïðîâåðãíóëñÿ êðîëè÷èé
äèçúþíêò, ñëåäîâàòåëüíî Áîá äàâàë êàê ìèíèìóì n îòâåòîâ è çàðàáîòàë êàê ìèíèìóì n î÷êîâ.
Ýòó îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü äî Ω(n2), âûáðàâ áîëåå õèòðóþ ñòðàòåãèþ, ýòî îñòàåòñÿ â êà÷åñòâå
óïðàæíåíèÿ.

Îäíàêî èç íèæíåé îöåíêè íà ãëóáèíó íå ñëåäóåò íèæíÿÿ îöåíêà íà ðàçìåð äåðåâà ðåøå-
íèé. ×òîáû äîêàçàòü îöåíêó íà ðàçìåð, ìû ìîäèôèöèðóåì èãðó. Òåïåðü ïåðâîãî èãðîêà çîâóò
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Ïðóâåð, à âòîðîãî Äåëýéåð. Ïðóâåð òàêæå âûáèðàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, à Äåëýåð ëèáî îò-
âå÷àåò ∗, ëèáî âûáèðàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé èç {0, 1}. Â ñëó÷àå îòâåòà ∗ Ïðóâåð âûáèðàåò
çíà÷åíèå ñàì. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà òåêóùàÿ ïîäñòàíîâêà îïðîâåðãàåò äèçúþíêò ôîðìó-
ëû φ. Íà ýòîò ðàç Äåëýåð ïîëó÷àåò î÷êè íå çà âñå îòâåòû, à òîëüêî çà îòâåò ∗. Â ýòîì âèäå
èãðà áûëà ïðåäëîæåíà â ðàáîòå Ïóäëàêà è Èììàëüÿööî 2000 ãîäà [PI00].

Ëåììà 2.2. Åñëè â èãðå Ïðóâåðà è Äåëýåðà äëÿ íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ ó Äåëýåðà åñòü
ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò åìó çàðàáîòàòü êàê ìèíèìóì t î÷êîâ, òî ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà
ðåøåíèé ôîðìóëû φ êàê ìèíèìóì 2t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü äåðåâî ðåøåíèé T è ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ
Ïðóâåðà íà ýòîì äåðåâå: îí ñïðàøèâàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé (ñíà÷àëà â êîðíå äåðåâà), åñ-
ëè Äåëýåð ãîâîðèò çíà÷åíèå, òî Ïðóâåð ïåðåõîäèò ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó äåðåâà, åñëè
Äåëýåð âîçâðàùàåò ∗, òî Ïðóâåð âûáèðàåò çíà÷åíèå ñëó÷àéíûì îáðàçîì è ïåðåìåùàåòñÿ â äå-
ðåâå ñîãëàñíî ýòîìó âûáîðó. Èãðà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 çàêàí÷èâàåòñÿ â ëèñòå äåðåâà. Ïîñêîëüêó
íà ïóòè äî êàæäîãî ëèñòà Äåëýåð çàðàáîòàë êàê ìèíèìóì t î÷êîâ, òî âåðîÿòíîñòü îêàçàòüñÿ â
ýòîì ëèñòå íå áîëåå 2−t. Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî ëèñòîâ êàê ìèíèìóì 2t.

Òåïåðü ìîæíî äîêàçàòü îöåíêó íà ðàçìåð äåðåâà.

Ïðåäëîæåíèå 2.4. Ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà ðåøåíèé ôîðìóëû PHPm
n ïðè m > n íå ìåíüøå,

÷åì 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî îïèñàòü ñòðàòåãèþ äëÿ Äåëýåðà, êîòîðàÿ ãàðàíòèðóåò åìó çàðà-
áîòàòü êàê ìèíèìóì n î÷êîâ. Ñòðàòåãèÿ î÷åíü ïðîñòàÿ: åñëè Ïðóâåð ñïðàøèâàåò ïðî ïåðåìåí-
íóþ pi,j è ïðè ýòîì â êëåòêå j óæå êòî-òî ñèäèò, òî Äåëýåð îòâå÷àåò 0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí
îòâå÷àåò ∗. Ïîñêîëüêó Äåëýåð ñëåäèò çà òåì, ÷òîáû â îäíó êëåòêó íå ïîñàäèëè äâóõ êðîëèêîâ,
òî èãðà ìîæåò çàêîí÷èòüñÿ òîëüêî òåì, ÷òî íàðóøèëñÿ êðîëè÷èé äèçúþíêò pk,1∨pk,2∨· · ·∨pk,n.
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ êàæäîé êëåòêè Äåëýåð çàðàáîòàë õîòÿ áû îäíî î÷êî. Äåéñòâèòåëüíî, êòî
ïîäñòàâèë pk,j = 0. Åñëè ýòî áûë Ïðóâåð, òî ýòî áûë îòâåò ∗ è î÷êî äëÿ Äåëýåðà. Åñëè ýòî
áûë Äåëýåð, òî îí ýòî ìîã ñäåëàòü òîëüêî ïîòîìó, ÷òî â êëåòêå j óæå êòî-òî ñèäèò. Íî òóäà
êîãî-òî ïîñàäèòü ìîã òîëüêî Ïðóâåð, ïîñêîëüêó Äåëýåð íå äàåò îòâåòû 1 ñàì. Ñëåäîâàòåëüíî,
çà ýòîò îòâåò Äåëýåð çàðàáîòàë î÷êî. Èòîãî, Äåëýåð çàðàáîòàë êàê ìèíèìóì n î÷êîâ.

Õîðîøî, íèæíþþ îöåíêó ìû äîêàçàëè. À íàñêîëüêî îíà òî÷íàÿ? Òðèâèàëüíàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà äëÿ ôîðìóëû PHPn+1

n � ýòî 2O(n2), ïîñêîëüêó ÷èñëî ïåðåìåííûõ n(n+ 1). Ñëåäóþùàÿ
ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðõíþþ îöåíêó ìîæíî óëó÷øèòü.

Ëåììà 2.3. Ñóùåñòâóåò äåðåâî ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû PHPm
n ïðè m > n ðàçìåðà 2O(n logn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà PHPm
n ïðè m > n ñîäåðæèò âñå äèçúþíêòû PHPn+1

n , òî
äîñòàòî÷íî äîêàçûâàòü òîëüêî äëÿ m = n+ 1.

Ïóñòü ìèíèìàëüíîå äåðåâî äëÿ ôîðìóëû PHPn+1
n èìååò ðàçìåð Tn. Îöåíèì Tn ÷åðåç Tn−1,

äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äåðåâî, êîòîðîå ñíà÷àëà ïåðåáèðàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé pn+1,1, â âåòâè
ñî çíà÷åíèåì 0 ñïðàøèâàåòñÿ çíà÷åíèå pn+1,2 è ò.ä. Â ýòîì äåðåâå åñòü âåòâü, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîäñòàíîâêå pn+1,1 = pn+1,2 = · · · = pn+1,n = 0, ýòà âåòâü îïðîâåðãàåò äèçúþíêò, êîòî-
ðûé ñîîòâåòñòâóåò (n+1)-ìó êðîëèêó. Ó íàñ åñòü åùå n âåòâåé, â êîòîðûõ ìû n+1 êðîëèêà êóäà-
òî ïîñàäèëè. Â êàæäîé èç ýòèõ âåòâåé íàäî ðàñùåïèòüñÿ ïî âñåì äðóãèì êðîëèêàì ñèäÿùèì â
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òîé æå êëåòêå. Êàæäûé ðàç, çíà÷åíèþ 1 áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íåìåäëåííîå ïðîòèâîðå÷èþ ñ
êëåòî÷íûì äèçúþíêòîì. Îñòàíóòñÿ n âåðøèí, â êàæäîé èç êîòîðîé (n+1) êðîëèê ãäå-òî ñèäèò
è áîëüøå íèêòî â íåé íå ñèäèò. Ò.å. n ðàç íàäî îïðîâåðãíóòü ôîðìóëó PHPn

n−1 (âîçìîæíî òîëü-
êî êëåòêè â íåé èíà÷å ïåðåèìåíîâàíû). Òàêèì îáðàçîì ìû ìîæåì îöåíèòü Tn ≤ nTn−1 +n2 +1.
Ïðè ýòîì T1 ≤ 2. Äîêàæåì èíäóêöèåé ïî n, ÷òî Tn ≤ 22n logn. Áàçà î÷åâèäíà, èíäóêöèîííûé
ïåðåõîä: Tn ≤ nTn−1 + n2 + 1 ≤ 22(n−1) log(n−1)+logn + n2 + 1 ≤ 2(2n−1) logn + 23 logn ≤ 22n logn ïðè
n ≥ 2.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íèæíþþ îöåíêó òîæå ìîæíî óëó÷øèòü äî 2Ω(n logn). Âïåðâûå ýòî áûëî
äîêàçàíî Äàí÷åâûì è Ðèèñîì â 2001 ãîäó [DR01]. Ìû ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå
àñèììåòðè÷åíûå èãðû Ïðóâåðà è Äåëýåðà, ïðåäëîæåííûå Áåéåñäîðôîì, Ãàëåçè è Ëàóðèà â
2010 ãîäó [BGL10]. Àñèììåòðè÷íàÿ èãðà Ïðóâåðà è Äåëýåðà îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîé òåì, ÷òî
âìåñòå ñ îòâåòîì ∗ äåëýåð ñîîáùàåò äâà ïîëîæèòåëüíûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëà (a0, a1), ÷òî
1
a0

+ 1
a1

= 1. Ïðè ýòîì, åñëè Ïðóâåð âûáèðàåò 0, òî Äåëýåð ïîëó÷àåò log a0 î÷êîâ, à åñëè
Ïðóâåð âûáèðàåò 1, òî log a1 î÷êîâ. Â ñëó÷àå îáû÷íîé èãðû a0 = a1 = 2. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
ëåììà 2.2 âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ àñèììåòðè÷íîé èãðû.

Ëåììà 2.4. Åñëè â àñèììåòðè÷íîé èãðå Ïðóâåðà è Äåëýåðà äëÿ íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ
ó Äåëýåðà åñòü ñòðàòåãèÿ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò åìó çàðàáîòàòü êàê ìèíèìóì t î÷êîâ, òî ðàçìåð
ëþáîãî äåðåâà ðåøåíèé ôîðìóëû φ êàê ìèíèìóì 2t.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàêîå-íèáóäü äåðåâî ðåøåíèé T è ðàññìîòðèì ñòðàòåãèþ
Ïðóâåðà íà ýòîì äåðåâå: îí ñïðàøèâàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé (ñíà÷àëà â êîðíå äåðåâà), åñ-
ëè Äåëýåð ãîâîðèò çíà÷åíèå, òî Ïðóâåð ïåðåõîäèò ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó äåðåâà, åñëè
Äåëýåð âîçâðàùàåò ∗ è äâà ÷èñëà (a0, a1), òî Ïðóâåð âûáèðàåò çíà÷åíèå ñëó÷àéíûì îáðàçîì:
0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

a0
è 1 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

a1
è ïåðåõîäèò ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåáðó äåðåâà.

Èãðà ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 çàêàí÷èâàåòñÿ â ëèñòå äåðåâà. Ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü ëèñò äåðåâà,
â êîòîðîì çàêîí÷èëàñü èãðà, ïóñòü íà ïóòè äî ýòîãî ëèñòà Äåëýåð k ðàç âûäàâàë ∗ ñ ÷èñ-

ëàìè (a
(1)
0 , a

(1)
1 ), (a

(2)
0 , a

(2)
1 ), . . . , (a

(k)
0 , a

(k)
1 ) è ëèñò ñîîòâåòñòâóåò âûáîðàì i1, i2, . . . , ik ∈ {0, 1}.

Ïîñêîëüêó íà ïóòè äî êàæäîãî ëèñòà Äåëýåð çàðàáîòàë êàê ìèíèìóì t î÷êîâ, òî âåðîÿòíîñòü

îêàçàòüñÿ â ýòîì ëèñòå ðàâíà 1∏k
j=1 a

(j)
ij

= 2
−

∑k
j=1 log a

(j)
ij ≤ 2−t. Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî ëèñòîâ êàê

ìèíèìóì 2t.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ íèæíþþ îöåíêó.

Òåîðåìà 2.1. Ðàçìåð ëþáîãî äåðåâà ðåøåíèé ôîðìóëû PHPm
n ïðè m > n íå ìåíüøå, ÷åì

2Ω(n logn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû îïèøåì ñòðàòåãèþ äëÿ Äåëýåðà â àñèììåòðè÷íîé èãðå. ×èñëà (a0, a1)
áóäóò îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ õîäîâ, à ÷åìó îíè ðàâíû ìû âûáåðåì ïîçæå.

Òàêæå êàê è ðàíüøå Äåëýåð íå áóäåò ïîçâîëÿòü ñàæàòü êðîëèêà â êëåòêó, â êîòîðîé óæå
êòî-òî ñèäèò, íî òåïåðü áóäóò âûïîëíÿòüñÿ è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ. Ïóñòü α � ýòî òåêóùàÿ
ïîäñòàíîâêà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò îòâåòàì Ïðóâåðà, îòâåòû Äåëýåðà ìû ñþäà íå âêëþ÷àåì.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ji(α) ìíîæåñòâî êëåòîê, êîòîðûå ÿâíî çàïðåùåíû êðîëèêó i è ïðè ýòîì â
ýòèõ êëåòêàõ íèêòî íå ñèäèò. Áîëåå ôîðìàëüíî Ji(α) = {j ∈ [n] | α(pi,j) = 0 è α(pi′,j) 6=
1 ïðè i′ ∈ [m]}.

Ñòðàòåãèÿ Äåëýåðà áóäåò òàêîé. Ïóñòü Ïðóâåð ñïðàøèâàåò çíà÷åíèå ïåðåìåííîé pi,j :
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• Îí îòâå÷àåò 0, åñëè â j-é êëåòêå óæå êòî-òî ñèäèò èëè i-é êðîëèê óæå ãäå-òî ñèäèò.

• Îí îòâå÷àåò 1, åñëè |Ji(α)| ≥ n/2, j-ÿ êëåòêà ñâîáîäíà è i-é êðîëèê åùå íèãäå íå ñèäèò.

• Îí îòâå÷àåò ∗ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Îòâåò 1 áûñòðåå ïðèâîäèò ê ïðîòèâîðå÷èþ, ïîýòîìó ìû âûáåðåì a1 > 2. Ðàññìîòðèì êîíåö
èãðû. Êàê è ðàíüøå, ïðîòèâîðå÷èå íå ìîæåò áûòü â äèçúþíêòå, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò êëåòêå,
ïîñêîëüêó Äåëýåð íå äàåò ïîñàäèòü êðîëèêà â êëåòêó, â êîòîðîé óæå êòî-òî ñèäèò.

Çíà÷èò, ïðîòèâîðå÷èå ñëó÷èëîñü â äèçúþíêòå, êîòîðûé ñîîòâåòñòâîâàë êðîëèêó: pi,1∨pi,2∨
· · · ∨ pi,n. Ðàç òàêîå ïðîòèâîðå÷èå ïðîèçîøëî, òî îêàçàëîñü òàê, ÷òî Äåëýåð íå ñìîã îòâåòèòü 1
â òîò ìîìåíò, êîãäà ñëó÷èëîñü |Ji(α)| ≥ n/2. Ýòî ìîãëî ïðîèçîéòè òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
â êëåòêå, ïðî êîòîðóþ áûë çàïðîñ óæå êòî-òî ñèäèò. Çíà÷èò, åñòü ìîìåíò, â êîòîðûé åñòü êàê
ìèíèìóì n

2 − 1 çàíÿòàÿ êëåòêà è, ïîñêîëüêó Äåëýåð íå äàåò ïðóâåðó íå ñàæàåì äâóõ êðîëèêîâ
â îäíó êëåòêó, òî ýòè êëåòêè çàíÿòû ðàçíûìè êðîëèêàìè.

Ìû ðàññìîòðèì ýòè n
2 − 1 êëåòîê è êðîëèêîâ â íèõ. È äëÿ êàæäîé êëåòêè ïîñìîòðèì, êòî

ñàæàë â íåå êðîëèêà. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòîãî êðîëèêà ñàæàë Ïðóâåð, ýòî çíà÷èò, ÷òî çà ýòî
Äåëýåð ïîëó÷èë log a1 î÷êîâ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ýòîãî êðîëèêà ñàæàë Äåëýåð. À ýòî çíà÷èò, ÷òî
â òîò ìîìåíò |Ji(α)| ≥ n/2, è âñå ýòè íóëè ìîã ñòàâèòü òîëüêî Ïðóâåð, ïîñêîëüêó íóëè Äåëýåð
ñòàâèò òîëüêî ïî ïðè÷èíå òîãî, ÷òî ëèáî êëåòêà óæå êåì-òî çàíÿòà, ëèáî êðîëèê ãäå-òî ñèäèò.
Çíà÷èò, çà ýòó êëåòêó Äåëýåð ïîëó÷èë êàê ìèíèìóì n

2 log a0 î÷êîâ. Èòîãî, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî
Äåëýåð çàðàáîòàåò êàê ìèíèìóì (n2−1) min{log a1,

n
2 log a0} î÷êîâ. Îñòàëîñü ïîäîáðàòü íóæíûå

a1 è a0.
Ìû õîòèì, ÷òîáû log a1 = Ω(log n) è ïðè ýòîì log a0 = Ω(log n/n). a0 = a1/(a1 − 1) = 1 +

1/(a1−1) ≥ e1/(a1−1). Âûáåðåì 1/(a1−1) = log n/n, ò.å. a1 = n/logn+1, òîãäà log a0 ≥ Ω(log n/n),
à log a1 = Ω(log n).

3 Ìåòîä ðåçîëþöèé

3.1 Âåòâÿùèÿñÿ ïðîãðàììû

Åñëè ìû õîòèì óñèëèòü äåðåâüÿ ðåøåíèé, òî åñòåñòâåííîé èäååé ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ: â äåðåâüÿõ
ðåøåíèé ìîãóò áûòü âåðøèíû ñ îäèíàêîâûìè ïîääåðåâüÿìè, òàêèå âåðøèíû ìîæíî ñêëåèâàòü.
Ò.å. âìåñòî äåðåâüåâ ðåøåíèé ó íàñ áóäóò âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû.

Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà äëÿ ôîðìóëû φ â ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç
öèêëîâ ñ îäíèì âõîäîì (âåðøèíîé âõîäÿùåé ñòåïåíè íîëü), â êîòîðîé âñå âåðøèíû êðîìå
âûõîäîâ (âåðøèí èñõîäÿùåé ñòåïåíè íîëü) ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè ôîðìóëû φ, ïðè ýòîì èç
âåðøèíû, ïîìå÷åííîé ïåðåìåííîé x ðîâíî äâà ðåáðà, îäíî èç íèõ ïîìå÷åíî ïîäñòàíîâêîé
x = 0, äðóãîå x = 1. Êàæäûé âûõîä ïîìå÷åí êàêèì-íèáóäü äèçúþíêòîì ôîðìóëû φ è äëÿ
êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, åñëè âûéòè èç âõîäà ïðîãðàììû è èäòè ïî ðåáðàì,
ñîãëàñîâàííûì ñ äàííûì íàáîðîì, òî òàêîé ïóòü çàêîí÷èòñÿ â âûõîäå, â êîòîðîì íàïèñàí
äèçúþíêò, êîòîðûé ëîæåí äëÿ äàííîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ðàçìåðîì âåòâÿùåéñÿ
ïðîãðàììû ìû íàçûâàåì ÷èñëî âåðøèí ãðàôà.

Îòìåòèì, ÷òî íå êàæäîìó ïóòè èç âõîäà âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû ñîîòâåòñòâóåò ïîäñòàíîâ-
êà, ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèè íå çàïðåùàåòñÿ òåñòèðîâàòü ïåðåìåííóþ íåñêîëüêî ðàç íà îäíîì
ïóòè. Íî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî êîíñèñòåíòíûå ïóòè, â êîòîðîé îäíîé ïåðåìåííîé íå
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ïîäñòàâëÿþòñÿ ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Êàæäîìó íàáîðó çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòî-
ðûé êîíñèñòåíòíûé ïóòü îò âõîäà ê âûõîäó. Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîäñòàíîâêà
âäîëü ëþáîãî êîíñèñòåíòíîãî ïóòè îò âõîäà ê âûõîäó îïðîâåðãàåò äèçúþíêò, çàïèñàííûé â
âûõîäå.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî åñëè ó ôîðìóëû φ åñòü âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà, òî îíà íåâûïîëíèìàÿ,
ïîñêîëüêó êàæäûé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ïðèâåäåò â äèçúþíêò, êîòîðûé îïðîâåðãàåòñÿ
ýòèì íàáîðîì. Êðîìå òîãî äåðåâî ðåøåíèé òîæå ÿâëÿåòñÿ âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé, ïîýòîìó
âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà ñóùåñòâóåò äëÿ ëþáîé íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû. Îäíàêî âåòâÿùèåñÿ
ïðîãðàììû íå ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìîé äîêàçàòåëüñòâ, ïîñêîëüêó ïî ïîìå÷åííîìó ãðàôó òðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî îí ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé äëÿ ôîðìóëû. Ìû íå ìî-
æåì ïðîâåðÿòü âñå íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïîñêîëüêó ÷èñëî ïóòåé ìîæåò áûòü ãîðàçäî
áîëüøå, ÷åì ðàçìåð âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì ïîéìåì, ÷òî äëÿ íåâû-
ïîëíèìîé ôîðìóëû φ âñåãäà ñóùåñòâóåò âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà ðàçìåðà O(φ). Ýòà ïðîãðàììà
óñòðîåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü ôîðìóëà φ = C1 ∧ C2 ∧ · · · ∧ Cm, Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà
áóäåò èìåòü âûäåëåííûå âåðøèíû v1, v2, . . . , vm (ýòî íå âñå âåðøèíû, à íåêîòîðûå), ïðè ýòîì
âåðøèíà v1 áóäåò âõîäîì âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû. Â âåðøèíå vi äëÿ i ∈ [m− 1] áóäåò çàïðîñ ê
ïåðâîé ïåðåìåííîé äèçúþíêòà Ci, ïî çíà÷åíèþ, êîòîðîå ýòîò äèçúþíêò âûïîëíÿåò, ìû ïåðå-
õîäèì â vi+1, ïî ïðîòèâîïîëîæíîìó çíà÷åíèþ ìû ïåðåõîäèì â âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ âòîðîé
ïåðåìåííîé Ci, ïî çíà÷åíèþ, êîòîðîå âûïîëíÿåò Ci ìû ïåðåõîäèì â vi+1, à ïî çíà÷åíèþ, êîòî-
ðîå íå âûïîëíÿåò Ci ïåðåõîäèì â âåðøèíó, ïîìå÷åííóþ òðåòüåé ïåðåìåííîé Ci è ò.ä., åñëè âñå
ïåðåìåííûå çàêîí÷èëèñü, òî ýòî î÷åðåäíàÿ âåðøèíà áóäåò âûõîäîì, ïîìå÷åííûì äèçúþíêòîì
Ci. Âåðøèíà vm áóäåò âûõîäîì, ïîìå÷åííûì äèçúþíêòîì Cm, ïîñêîëüêó, ðàç ôîðìóëà íåâû-
ïîëíèìàÿ è íè îäèí èç ïðåäûäóùèõ äèçúþíêòîâ íå îïðîâåðãñÿ, òî îáÿçàòåëüíî îïðîâåðãàåòñÿ
ïîñëåäíèé äèçúþíêò.

×òîáû âåòâÿùèåñÿ ïðîãðàììû ìîæíî áûëî áû ýôôåêòèâíî ïðîâåðÿòü íà êîððåêòíîñòü, ìû
ïîòðåáóåì äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèé, îäíîðàçîâîñòü ïðîãðàììû. Âåòâÿùàÿñÿ ïðîãðàììà
íàçûâàåòñÿ îäíîðàçîâîé, åñëè íà êàæäîì ïóòè îò âõîäà äî âûõîäà êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ êàê
ïîìåòêà âåðøèíû âñòðå÷àåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà. Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî ìèíèìàëüíîå äåðåâî
ðåøåíèé îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îäíîðàçîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé.

Îêàçûâàåòñÿ, êîððåêòíîñòü îäíîðàçîâîé ïðîãðàììû äëÿ ôîðìóëû φ ìîæíî ïðîâåðèòü
çà ïîëèíîìèàëüíîå îò ðàçìåðà ôîðìóëû φ âðåìÿ. Ìû äîëæíû ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå òðåõ
ñâîéñòâ: 1) Òî, ÷òî ãðàô ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ãðàôîì áåç öèêëîâ. Íà ñàìîì äåëå ýòî
ïðîâåðÿòü íåîáÿçàòåëüíî, äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû íàì âìåñòå ñ ãðàôîì ïðåäîñòàâèëè
åãî òîïîëîãè÷åñêóþ ñîðòèðîâêó, ò.å. íóìåðàöèþ âåðøèí, ïðè êîòîðîé ðåáðà èäóò îò âåðøèí ñ
ìåíüøèìè íîìåðàìè ê âåðøèíàì ñ áîëüøèìè íîìåðàìè. 2) Òî, ÷òî íà ëþáîì ïóòè îò âõîäà
äî âûõîäà êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âñòðå÷àåòñÿ îäèí ðàç. Äëÿ êàæäîé ïåðåìåííîé ìîæíî ïîñ÷è-
òàòü ñïèñîê ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ìîæíî óâèäåòü, âûõîäÿ èç ýòîé âåðøèíû. Ëåã÷å âñåãî ýòî
ñäåëàòü, íà÷àâ îáõîä îò âåðøèíû ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì, â îáðàòíîì ïîðÿäêå. Òàêèå ñïèñ-
êè äëÿ î÷åðåäíîé âåðøèíû ïîëó÷àþòñÿ, êàê îáúåäèíåíèå ñïèñêîâ äëÿ ïîòîìêîâ. Èìåÿ òàêèå
ñïèñêè ëåãêî ïðîâåðèòü ñâîéñòâî îäíîðàçîâîñòè. 3) Âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðîâåðÿòü, ÷òî äëÿ
êàæäîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ìû íàéäåì äèçúþíêò, êîòîðûé ýòèì íàáîðîì îïðîâåð-
ãàåòñÿ, ìû áóäåì ïðîâåðÿòü, ÷òî êàæäûé ïóòü èç âõîäà äî âûõîäà ïðîòèâîðå÷èò äèçúþíêòó,
êîòîðûé â ýòîì âûõîäå íàïèñàí. Ïðîâåðêó ýòîãî ñâîéñòâà ìû íåíàäîëãî îòëîæèì. Äëÿ íåãî
íàì ïîòðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ðåçîëþöèîííóþ ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ.
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3.2 Ðåçîëþöèè

Ãîâîðÿò, ÷òî èç äèçúþíêòîâ A ∨ x è B ∨ ¬x ïî ïðàâèëó ðåçîëþöèè ìîæíî âûâåñòè äèçúþíêò
A ∨ B. Ãîâîðÿò, ÷òî äèçúþíêòû A ∨ x è B ∨ ¬x ðåçîëüâèðóþòñÿ ïî ïåðåìåííîé x. Ïðàâèëî
ðåçîëþöèè îáëàäàåò òàêèì ñâîéñòâîì, åñëè êàêîé-òî íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âûïîëíÿåò
îáå ïîñûëêè ïðàâèëà, òî ýòîò æå íàáîð âûïîëíÿåò è çàêëþ÷åíèå ïðàâèëà. Èëè íàîáîðîò, åñëè
êàêîé-òî íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ îïðîâåðãàåò çàêëþ÷åíèå ïðàâèëà, òî îí æå îïðîâåðãàåò
è îäíó èç ïîñûëîê.

Ðåçîëþöèîííûì äîêàçàòåëüñòâîì íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëû φ ÿâëÿåòñÿ âûâîä ïóñòîãî
äèçúþíêòà (òîæäåñòâåííî ëîæíîãî) èç äèçúþíêòîâ ôîðìóëû φ ïî ïðàâèëàì ðåçîëþöèè. Îáû÷-
íî äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà áåç öèêëîâ, âûõîäàìè êîòî-
ðîãî ïîìå÷åíû äèçúþíêòû ôîðìóëû φ, êàæäàÿ èç îñòàëüíûõ âåðøèí ïîìå÷åíà êàêèì-íèáóäü
äèçúþíêòîì, ïðè÷åì èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäèò äâà ðåáðà, è äèçúþíêò â âåðøèíå � ýòî
ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ðåçîëþöèè ê äèçúþíêòàì, êîòîðûìè ïîìå÷åíû êîíöû èñõîäÿ-
ùèõ ðåáåð. Îäèí èç âõîäîâ ãðàôà ïîìå÷åí ïóñòûì äèçúþíêòîì. Ðàçìåðîì ðåçîëþöèîííîãî
äîêàçàòåëüñòâà ìû íàçûâàåì ÷èñëî âåðøèí â ãðàôå.

Åñëè ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû φ ñóùåñòâóåò, òî ôîðìóëà φ íåâûïîëíèìàÿ.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòîé äèçúþíêò îïðîâåðãàåòñÿ ëþáûì íàáîðîì çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, çíà÷èò,
äëÿ êàæäîãî íàáîðà õîòÿ áû îäèí èç äèçúþíêòîâ, èç êîòîðûõ ýòîò ïóñòîé äèçúþíêò ïîëó÷èëñÿ,
òîæå îïðîâåðãàåòñÿ, çíà÷èò îïðîâåðãàåòñÿ õîòÿ áû îäíà èç ïîñûëîê äëÿ òîãî äèçúþíêòà è ò.ä.,
ïîëó÷àåì, ÷òî îäèí èç äèçúþíêòîâ ôîðìóëû φ îïðîâåðãàåòñÿ ýòèì íàáîðîì.

Ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî íåòðóäíî ïðîâåðèòü çà ïîëèíîìèàëüíîå îò åãî ðàçìåðà âðå-
ìÿ. Íàì åùå íóæíî óáåäèòüñÿ â ïîëíîòå ýòîé ñèñòåìû äîêàçàòåëüñòâ, ò.å. â òîì, ÷òî ó ëþáîé
íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû åñòü ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ìû ïîêàæåì, óêàçàâ ñâÿçü
ìåæäó äåðåâüÿìè ðåøåíèé è âåòâÿùèìèñÿ ïðîãðàììàìè è ðåçîëþöèîííûìè äîêàçàòåëüñòâà-
ìè.

Åñëè ãðàô äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íàçûâàþò äðåâîâèä-

íûì. Åñëè íà ëþáîì ïóòè îò âõîäà äî âûõîäà ïðàâèëà ðåçîëþöèè ïðèìåíÿþòñÿ ïî ðàçëè÷íûì
ïåðåìåííûì, òî òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íàçûâàþò ðåãóëÿðíûì.

3.2.1 Ïîñòðîåíèå âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû ïî ðåçîëþöèîííîìó äîêàçàòåëüñòâó

Ïî ðåçîëþöèîííîìó äîêàçàòåëüñòâó ôîðìóëû φ ëåãêî ïîñòðîèòü âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó äëÿ
ôîðìóëû φ.

1. Ìû óäàëèì âñå âõîäû, êðîìå îäíîãî, ïîìå÷åííîãî ïóñòûì äèçúþíêòîì. Ïîñëå ýòîãî ìû
ïîâòîðèì ýòî, ïîêà íå îñòàíåòñÿ ãðàô òîëüêî ñ îäíèì âõîäîì.

2. Ðàçâåðíåì ñòðåëêè â ãðàôå. Òåïåðü ó ãðàôà áóäåò åäèíñòâåííûé âõîä, ïîìå÷åííûé ïó-
ñòûì äèçúþíêòîì, ýòî áóäåò âõîäîì âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû. Êàæäûé âûõîä ïîìå÷åí
äèçúþíêòàìè ôîðìóëû φ.

3. Êàæäóþ âåðøèíó êðîìå âûõîäîâ ïîìåòèì ïåðåìåííîé, ïî êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïðèìåíå-
íèå ïðàâèëà ðåçîëþöèè â äàííîé âåðøèíå.

4. Ïóñòü èç âåðøèíû ïîìå÷åííîé A∨B èäóò ðåáðà â âåðøèíû, ïîìå÷åííûå A∨x è B ∨¬x.
Ïîìåòèì ðåáðî èç A∨B â A∨x ïîäñòàíîâêîé x = 0, à ðåáðî èç A∨B â B∨¬x ïîäñòàíîâêîé
x = 1.
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Çàìåòèì, ÷òî ìû ñòðîèëè âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó òàê, ÷òîáû ïîäñòàíîâêà âäîëü ëþáîãî
êîíñèñòåíòíîãî ïóòè îò âõîäà äî âåðøèíû îïðîâåðãàëà äèçúþíêò â ýòîé âåðøèíå. Ýòî âåðíî
äëÿ ïóñòîãî äèçúþíêòà âî âõîäå, è ýòî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïóòè íà îäíî ðåáðî. Çíà-
÷èò, â âûõîäå ïîäñòàíîâêà òîæå îïðîâåðãàåò äèçúþíêò (à òàì çàïèñàí äèçúþíêò ôîðìóëû φ).
Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè êîððåêòíóþ âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî îïèñàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò ãðàô. Ò.å. èç äðåâîâèäíîãî ðå-
çîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîñòðîèì äåðåâî ðåøåíèé, à èç ðåãóëÿðíîãî ðåçîëþöèîííîãî
äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîñòðîèì îäíîðàçîâóþ âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó.

3.2.2 Ïîñòðîåíèå ðåãóëÿðíîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ïî îäíîðàçîâîé

âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììå

Òåïåðü ìû ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äåðåâüåâ ðåøåíèé è îäíîðàçîâûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì âîçìîæíî
è îáðàòíîå ïîñòðîåíèå. Òåì ñàìûì ìû äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà èìååò
ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ìû áóäåì äîêàçûâàòü äëÿ îäíîðàçîâûõ âåòâÿùèõñÿ ïðîãðàìì. Äåðåâî ðåøåíèé ìîæåò íå
ÿâëÿòüñÿ îäíîðàçîâîé ïðîãðàììîé (åñëè ìû äâà ðàçà ñïðàøèâàåì çíà÷åíèå êàêîé-òî ïåðåìåí-
íîé), íî â òàêîì ñëó÷àå åãî ìîæíî ñîêðàòèòü.

Áóäåì ñòðîèòü ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ïî îäíîðàçîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììå äëÿ
ôîðìóëû φ. Êîíñòðóêöèþ óäîáíî íà÷èíàòü ñ âûõîäîâ, îíè óæå ïîìå÷åíû äèçúþíêòàìè ôîð-
ìóëû φ, ìû ïîìåòèì äèçúþíêòàìè âñå îñòàâøèåñÿ âåðøèíû ïðîãðàììû òàê, ÷òîáû äèçúþíêò
îïðîâåðãàëñÿ ïîäñòàíîâêîé îò âõîäà ïðîãðàììû äî òåêóùåé âåðøèíû. Åñëè ýòî ñâîéñòâî áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âõîäà, òî âî âõîäå áóäåò íàïèñàí ïóñòîé äèçúþíêò. Ýòî ïîñòðîåíèå óäîáíî
äåëàòü â îáðàòíîì òîïîëîãè÷åñêîì ïîðÿäêå, îò âûõîäîâ. Ðàññìîòðèì âåðøèíó v âåòâÿùåéñÿ
ïðîãðàììû, ïóñòü èç íåå âûõîäÿò ðåáðà â âåðøèíû u è w, êîòîðûå óæå ïîìå÷åíû äèçúþíêòà-
ìè Cu è Cw. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ v ïîìå÷åíà ïåðåìåííîé x, ðåáðî (v, u) ïîìå÷åíî ïîäñòàíîâêîé
x = 0, à ðåáðî (v, w) ïîìå÷åíî ïîäñòàíîâêîé x = 1. Ìû çíàåì, ÷òî Cu íå ñîäåðæèò ¬x, à Cv íå
ñîäåðæèò x, èíà÷å áû ïîäñòàíîâêè âûïîëíÿëè áû äèçúþíêò. Åñëè Cu ñîäåðæèò x, à Cv ñîäåð-
æèò ¬x, òî ïîìåòèì âåðøèíó v ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ðåçîëþöèè, ïðèìåíåííîìó
ê Cv è Cw. Åñëè æå Cu íå ñîäåðæèò x, òî Cu îïðîâåðãàåòñÿ ïîäñòàíîâêîé íà ïóòè îò êîðíÿ
äî v è ìû ìîæåì ïîìåòèòü v äèçúþíêòîì Cu. Àíàëîãè÷íî, â ñëó÷àå, åñëè Cu ñîäåðæèò x, à
Cw íå ñîäåðæèò ¬x, òî ìû ïîìåòèì v äèçúþíêòîì Cw. Çàìåòèì, ÷òî ìû òàêèì îáðàçîì ïîëó-
÷èëè íå ñîâñåì ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî, ïîñêîëüêó èíîãäà ìû íå ïðèìåíÿëè ïðàâèëî
ðåçîëþöèè, à ïðîñòî êîïèðîâàëè îäíó èç ïîñûëîê. Íî èç òàêîãî ãðàôà íåòðóäíî ïîëó÷èòü
ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî, âûêèäûâàÿ íåíóæíûå ðåáðà è ñêëåèâàÿ âåðøèíû.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç äåðåâà ðåøåíèé ìû ïîëó÷èì äðåâîâèäíîå ðåçîëþöèîííîå äîêà-
çàòåëüñòâî, à èç îäíîðàçîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììû ìû ïîëó÷èì ðåãóëÿðíîå ðåçîëþöèîííîå
äîêàçàòåëüñòâî.

Òàêæå çàìåòèì, ÷òî ïîñòðîåíèå ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ïî îäíîðàçîâîé âåòâÿùåé-
ñÿ ïðîãðàììå ïîìîãàåò íàì ïðîâåðèòü îäíîðàçîâóþ âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó íà êîððåêòíîñòü.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âîññòàíîâèòü ïî îäíîðàçîâîé âåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììå ðåãóëÿðíîå ðåçî-
ëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî è ïðîâåðèòü åãî. Åñëè áûòü àêêóðàòíûì, òî âîçìîæíî, ÷òî ìû
ïðèìåì è íåêîððåêòíóþ îäíîðàçîâóþ âåòâÿùóþñÿ ïðîãðàììó, êîòîðàÿ ïîðîæäàåò êîððåêòíîå
ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî, íî ýòî íå ñòðàøíî.
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3.3 Íèæíÿÿ îöåíêà äëÿ ïðèíöèïà Äèðèõëå

Äëÿ óäîáñòâà èíîãäà â ìåòîä ðåçîëþöèé äîáàâëÿþò åùå îäíî ïðàâèëî âûâîäà: ïðàâèëî îñëàá-
ëåíèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûâåñòè äèçúþíêò A∨B èç äèçúþíêòà A. Ýòî ïðàâèëî òîæå îáëàäàåò
òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè íàáîð âûïîëíÿåò ïîñûëêó, òî îí âûïîëíÿåò è çàêëþ÷åíèå ïðàâèëà.
Ïîýòîìó äîáàâëåíèå ýòîãî ïðàâèëà íå âëèÿåò íà êîððåêòíîñòü ìåòîäà ðåçîëþöèé. Ïîëíîòà
ìåòîäà ðåçîëþöèé òîæå íå ïîñòðàäàåò, ïîñêîëüêó íîâîå ïðàâèëî ìîæíî íå èñïîëüçîâàòü.

Îò ïðàâèëà îñëàáëåíèÿ ìîæíî èçáàâèòñÿ:

Ïðåäëîæåíèå 3.5. Åñëè äîêàçàòåëüñòâî íåâûïîëíèìîñòè ôîðìóëû φ èñïîëüçóåò ïðàâèëà
îñëàáëåíèÿ è ðåçîëþöèè, òî åãî ìîæíî ïåðåïèñàòü â äîêàçàòåëüñòâî φ, èñïîëüçóþùåå òîëüêî
ïðàâèëî ðåçîëþöèè, ïðè ýòîì ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà íå óâåëè÷èòñÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïðàæíåíèå.

Êðîìå òîãî ïðàâèëî îñëàáëåíèÿ äåëàåò ñèñòåìó äîêàçàòåëüñòâ ñåìàíòè÷åñêè ïîëíîé.

Ïðåäëîæåíèå 3.6. Ïóñòü èç ìíîæåñòâà äèçúþíêòîâ C1, C2, . . . , Ck ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò
äèçúþíêò D. Ò.å. ëþáîé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, êîòîðûé âûïîëíÿåò C1, C2, . . . , Ck òàê-
æå âûïîëíÿåò è D. Òîãäà äèçúþíêò D ìîæíî âûâåñòè èç C1, C2, . . . , Ck ñ ïîìîùüþ ïðàâèë
îñëàáëåíèÿ è ðåçîëþöèè.

Íàì æå áóäåò óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè íåîáõîäèìîñòè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ ïðàâèëîì
îñëàáëåíèÿ, òàê êàê èìåÿ ïðàâèëî îñëàáëåíèÿ ìû ìîæåì äåëàòü ïîäñòàíîâêè â äîêàçàòåëüñòâà.

Ïóñòü F � ôîðìóëà â ÊÍÔ. Ôîðìóëà F |x=a, ãäå a ∈ {0, 1} ïîëó÷àåòñÿ èç F â ðåçóëüòàòå
ïîäñòàíîâêè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå äèçúþíêòû, êîòîðûå ïîäñòàíîâêà x = a âûïîëíÿåò óäàëÿþòñÿ
èç ôîðìóëû, à èç îñòàëüíûõ äèçúþíêòîâ óäàëÿåòñÿ ëèòåðàë ñ ïåðåìåííîé x. Åñëè ïîñëå òàêîãî
óäàëåíèÿ â ôîðìóëå ïîëó÷èòñÿ ïóñòîé äèçúþíêò, òî ýòà ôîðìóëà ïðåâðàòèëàñü â êîíñòàíòó 0,
åñëè æå â ôîðìóëå íå îñòàëîñü äèçúþíêòîâ, òî îíà ïðåâðàòèëàñü â êîíñòàíòó 1.

Ïðåäëîæåíèå 3.7. Ïóñòü F � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà, C1, C2, . . . , Ck ðåçîëþöè-
îííîå äîêàçàòåëüñòâî F , èñïîëüçóþùàÿ ïðàâèëà ðåçîëþöèè è îñëàáëåíèÿ. Òîãäà
C1|x=a, C2|x=a, . . . , Ck|x=a � ýòî ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî F |x=a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïðàæíåíèå.

Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó

Òåîðåìà 3.1 ([Hak85]). Ëþáîå ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû PHPn+1
n èìååò ðàçìåð

êàê ìèíèìóì 2Ω(n).

Èçâåñòíî, ÷òî ýòà îöåíêà òî÷íàÿ è ñóùåñòâóåò âåðõíÿÿ îöåíêà n32n.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ ôîðìóëû PHPn+1

n i-êðèòè÷åñêèé äëÿ i ∈
[n + 1], åñëè îí âûïîëíÿåò âñå óñëîâèÿ, êðîìå óñëîâèÿ äëÿ i-ãî êðîëèêà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñå
êðîëèêè, êðîìå i-ãî ñèäÿò ðîâíî â îäíîé êëåòêå, à i-é êðîëèê íèãäå íå ñèäèò. Îòìåòèì, ÷òî â
êðèòè÷åñêîì íàáîðå âñå êëåòêè çàíÿòû. Äàëüíåéøåå ðàññóæäåíèå ìû áóäåì ïðîâîäèòü òîëüêî
íà ìíîæåñòâå êðèòè÷åñêèõ íàáîðîâ.

Ìû ââåäåì ïðåîáðàçîâàíèå ïîçèòèâèçàöèÿ, êîòîðîå ïîçâîëèò íàì èçáàâèòüñÿ îò îòðèöàíèé
ïåðåìåííûõ. Âìåñòî ¬xi,j ìû íàïèøåì

∨
k 6=i∈[n+1] xk,j . Íà ìíîæåñòâå êðèòè÷åñêèõ íàáîðîâ
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ðàçíèöû íå áóäåò, ïîñêîëüêó åñëè êëåòêà ñ íîìåðîì j íå çàíÿòà êðîëèêîì i, òî â íåé ñèäèò
îäèí èç îñòàëüíûõ êðîëèêîâ è íàîáîðîò.

Äëÿ äèçúþíêòà C áóäåì îáîçíà÷àòü C+ äèçúþíêò, â êîòîðîì ìû èçáàâèëèñü îò âñåõ îòðè-
öàíèé.

Ëåììà 3.1 ([BP96]). Äëÿ ëþáîãî äèçúþíêòà C è êðèòè÷åñêîãî íàáîðà, çíà÷åíèÿ íà ýòîì
íàáîðå C è C+ ñîâïàäàþò.

Ïîçèòèâèçàöèþ ìîæíî ïðèìåíèòü è ê ðåçîëþöèîííîìó äîêàçàòåëüñòâó. Îòìåòèì, ÷òî ïó-
ñòîé äèçúþíêò îñòàíåòñÿ ïóñòûì äèçúþíêòîì ïîñëå ïîçèòèâèçàöèè.

Ëåììà 3.2. Ïóñòü C1, . . . , Cs � ðåçîëþöèîííîå äîêàçàòåëüñòâî PHPn+1
n . Òîãäà åñòü íåêîòîðîå

i ∈ [s], ïðè êîòîðîì |C+
i | ≥

(n+1)2

9 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî äèçúþíêòà C, èñïîëüçóþùåãî ïåðåìåííûå pi,j , ìå-
ðó µ(C), êîòîðàÿ ðàâíà ÷èñëó êðîëèêîâ i ∈ [n + 1] äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò i-êðèòè÷åñêèé
íàáîð, êîòîðûé îïðîâåðãàåò C.

Çàìåòèì, ÷òî ìåðà àêñèîì äëÿ êëåòêè ðàâíà íóëþ, ïîñêîëüêó ëþáîé êðèòè÷åñêèé íàáîð
âûïîëíÿåò àêñèîìû êëåòêè. À ìåðà êðîëè÷üèõ àêñèîì ðàâíÿåòñÿ åäèíèöå. Ìåðà ïóñòîãî äèçú-
þíêòà ðàâíÿåòñÿ n+ 1.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî ïîëóàääèòèâíîñòè µ, ò.å., åñëè äèçúþíêò C
ïîëó÷àåòñÿ ïî ïðàâèëàì èç A è B, òî µ(C) ≤ µ(A) + µ(B), ïîñêîëüêó ëþáîé îïðîâåðãàþùèé
íàáîð äëÿ C ÿâëÿåòñÿ îïðîâåðãàþùèì äëÿ îäíîãî èç A èëè B.

Èç ïîëóàääèòèâíîñòè ñëåäóåò, ÷òî â äîêàçàòåëüñòâå åñòü äèçúþíêò C ñ n+1
3 µ(C)2

3(n + 1).
Ìû äîêàæåì, ÷òî C+ ñîäåðæèò ìíîãî ïåðåìåííûõ. Ïóñòü µ(C) = s, ìû çíàåì, ÷òî n+1

3 s2
3(n+1).

Ìû ïîêàæåì, ÷òî C+ ñîäåðæèò êàê ìèíèìóì s((n+ 1)− s) ïåðåìåííûõ.
Ðàññìîòðèì êàêîãî-íèáóäü êðîëèêà i äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò i-êðèòè÷åñêèé íàáîð α, êî-

òîðûé îïðîâåðãàåò êëîç C. Ðàññìîòðèì äðóãîãî êðîëèêà j, äëÿ êîòîðîãî ëþáîé j-êðèòè÷åñêèé
íàáîð âûïîëíÿåò êëîç C. Â íàáîðå α âñå êðîëèêè ãäå-òî ñèäÿò, â ÷àñòíîñòè êðîëèê j ñèäèò â
êëåòêå kj . Ðàññìîòðèì íàáîð αj , êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò α òåì, ÷òî êðîëèê i ñèäèò â êëåòêå
kj , à êðîëèê j íèãäå íå ñèäèò. Íàáîð αj ÿâëÿåòñÿ j-êðèòè÷åñêèì. Ñëåäîâàòåëüíî αj âûïîëíÿåò
äèçúþíêò C. Çàìåòèì, ÷òî α è αj îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé xi,kj è xj,kj .
Ñëåäîâàòåëüíî ïåðåìåííàÿ xi,kj ñîäåðæèòñÿ â C+. Òàêèì îáðàçîì ìû äëÿ êðîëèêà i íàéäåì
n + 1 − s ïåðåìåííûõ xi,kj â C+ è èì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå kj , òàê êàê ýòî çàíÿòûå
êëåòêè îäíîãî è òîãî æå íàáîðà α. Åñòü s ðàçíûõ êðîëèêîâ i, ñëåäîâàòåëüíî C+ ñîäåðæèò êàê

ìèíèìóì s((n+ 1)− s) ≥ (n+1)2

9 ïåðåìåííûõ.

Òåïåðü ìû ãîòîâû äîêàçàòü òåîðåìó 3.1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Íàçîâåì ïîçèòèâèðîâàííûé äèçúþêíò òîëñòûì, åñëè â íåì êàê
ìèíèìóì n(n+1)/100 ïåðåìåííûõ. Ïîñêîëüêó âñåãî ïåðåìåííûõ n(n+1), òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïåðåìåííàÿ pi,j , êîòîðàÿ âõîäèò â êàê ìèíèìóì 1

100 îò âñåõ òîëñòûõ äèçúþíêòîâ äîêàçàòåëü-
ñòâà. Ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó â ïîçèòèâèçèðîâàííîå äîêàçàòåëüñòâî pi,j = 1 è pk,j = 0 äëÿ âñåõ
k 6= i è pi,t = 0 äëÿ t 6= i. Ïîëó÷èì ôàêòè÷åñêè äîêàçàòåëüñòâî PHPn

n. Ïîâòîðèì òàêèå ïîäñòà-
íîâêè n/100 ðàç. Â èòîãå ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî PHP0.99n+1

0.99n , â êîòîðîì òîëñòûõ äèçúþíêòîâ
â (99/100)n/100 ðàç ìåíüøå, ÷åì â èñõîäíîì äîêàçàòåëüñòâå. Íî â ïîëó÷èâøåìñÿ ïîçèòèâè-
çèðîâàííîì äîêàçàòåëüñòâå ïî ëåììå 3.2 åñòü òîëñòûé äèçúþíêò. Ñëåäîâàòåëüíî â èñõîäíîì
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ïîçèòèâèçèðîâàííîì äîêàçàòåëüñòâå êàê ìèíèìóì (100/99)n/100 òîëñòûõ äèçúþíêòîâ, ñëåäî-
âàòåëüíî â èñõîäíîì äîêàçàòåëüñòâå êàê ìèíèìóì (100/99)n/100 äèçúþíêòîâ.

3.4 Ðàçìåð è øèðèíà ðåçîëþöèîííûõ äîêàçàòåëüñòâ

Ïóñòü φ � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ. Ââåäåì íåñêîëüêî îáîçíà÷åíèé:

• ST (φ) � ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äðåâîâèäíîãî ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ôîð-
ìóëû φ. Êàê ìû çíàåì, ñ òî÷íîñòüþ äî ìóëüòèïëèêàòèâíîé êîíñòàíòû ST (φ) ñîâïàäàåò
ñ ðàçìåðîì ìèíèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ φ.

• SR(φ) � ìèíèìàëüíûé ðàçìåð ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû φ.

Ïîñêîëüêó äðåâîâèäíîå äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì îáû÷íîãî, òî âñåãäà
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ST (φ) ≥ S(φ).

Ìû ââåäåì åùå îäíó ìåðó ñëîæíîñòè ôîðìóëû � ýòî ìèíèìàëüíàÿ øèðèíà äîêàçàòåëüñòâà.
Øèðèíîé äèçúþíêòà ìû íàçûâàåì ÷èñëî ëèòåðàëîâ â íåì (ìû ñ÷èòàåì, ÷òî äèçúþíêò íå ñî-
äåðæèò íåñêîëüêî ëèòåðàëîâ ïî îäíîé ïåðåìåííîé), øèðèíîé ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà
ìû íàçûâàåì ìàêñèìàëüíóþ øèðèíó äèçúþíêòà, êîòîðûé â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçî-
âàëñÿ. Äëÿ íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü wR(φ) ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ
øèðèíó ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû φ.

Ïðåäëîæåíèå 3.8. Äëÿ íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî SR(φ) ≤ (2n +
1)wr(φ), ãäå n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ ôîðìóëû φ.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî äèçúþíêòîâ øèðèíû íå áîëåå k ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó òàê: åñòü k
ìåñò äëÿ ëèòåðàëîâ, íà êàæäîå ìåñòî ìîæíî ïîñòàâèòü îäèí èç 2n ëèòåðàëîâ èëè íå ïîñòàâèòü
íè÷åãî, ò.å. òàêèõ äèçúþíêòîâ íå áîëüøå (2n+ 1)k.

Òåì ñàìûì, åñëè wR(φ) ìàëåíüêàÿ (íàïðèìåð, êîíñòàíòíàÿ), òî è ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà
ìàëåíüêèé. Îêàçûâàåòñÿ ìîæíî ïîêàçàòü è íàîáîðîò, ÷òî åñëè SR(φ) ìàëåíüêàÿ, òî è wR(φ)
ìàëåíüêàÿ.

Ëåììà 3.3. Ïóñòü φ � íåâûïîëíèìàÿ ôîðìóëà â k-ÊÍÔ, x � ïåðåìåííàÿ ôîðìóëû φ, a ∈
{0, 1}. Òîãäà åñëè äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà w âûïîëíÿåòñÿ wR(φ|x=a) ≤ w − 1 è
wR(φ|x=1−a) ≤ w, òî wR(φ) ≤ max{k,w}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x1 îáîçíà÷àåò x, à x0 îáîçíà÷àåò ¬x. Ðàññìîòðèì âûâîä φ|x=a øèðèíû
íå áîëåå w−1, ýòîò âûâîä ëåãêî ïåðåñòðîèòü ëèáî â âûâîä x1−a ëèáî â âûâîä ïóñòîãî äèçúþíêòà
èç φ øèðèíû w. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî âåðíóòü ëèòåðàëû x1−a âî âñå äèçúþíêòû ôîðìóëû
φ|x=a, êîòîðûå ïîëó÷èëèñü âûêèäûâàíèåì èç äèçúþíêòîâ φ ëèòåðàëà x1−a. Åñëè ïîëó÷èëñÿ
âûâîä ïóñòîãî äèçúþíêòà, òî íà ýòîì ìîæíî çàêîí÷èòü. Èñïîëüçóÿ äèçúþíêò x1−a, ìîæíî
âûâåñòè âñå äèçúþíêòû ôîðìóëû φ|x=1−a ñ ïîìîùüþ âûâîäà øèðèíû íå áîëåå k. À ïîñëå
ýòîãî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ âûâîäîì ïóñòîãî äèçúþíêòà èç ôîðìóëû φ|x=1−a øèðèíû w.
Èòîãî, ìû ïîëó÷èëè âûâîä ïóñòîãî äèçúþíêòà èç φ øèðèíû íå áîëåå max{k,w}.

Òåîðåìà 3.2 (Áåí-Ñàññîí, Âèãäåðñîí [BSW01]). Äëÿ êàæäîé íåâûïîëíèìîé ôîðìóëû φ â
k-ÊÍÔ âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà:

1. ST (φ) ≥ 2wR(φ)−k
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2. SR(φ) ≥ 2
(wR(φ)−k)2

8n

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Äîêàæåì ïî èíäóêöèè ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ. Óäîáíåå äîêàçûâàòü óòâåð-
æäåíèå äëÿ ìèíèìàëüíîãî ðàçìåðà äåðåâà ðåøåíèé. Áàçà èíäóêöèè äëÿ ôîðìóëû èç 1 ïå-
ðåìåííîé, ÷òîáû îíà áûëà íåâûïîëíèìîé, ôîðìóëà äîëæíà ñîäåðæàòü äèçúþíêòû x è ¬x.
Ðàçìåð ìèíèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé ðàâåí 3, à øèðèíà 1.

Ïóñòü â êîðíå ìèíèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû φ ñòîèò ðàñùåïëåíèå ïî ïå-
ðåìåííîé x, òî â îäíîé èç âåòâè ñòîèò ìèíèìàëüíîå äåðåâî ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû φ|x=0, à â
äðóãîì ìèíèìàëüíîå äåðåâî ðåøåíèé äëÿ ôîðìóëû φ|x=1. Ò.å. ST (φ) = ST (φ|x=0) + ST (φx=1).

Ïîéìåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà wR(φ) ≤ k, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî, ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî wR(φ) ≥ k + 1.

Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî wR(φ|x = b) ≤ wR(φ) äëÿ âñåõ b ∈ {0, 1}. Èç ëåììû 3.3 ñëåäóåò, ÷òî íå
ìîæåò òàêîãî áûòü, ÷òî wR(φ|x = b) ≤ wR(φ)−2 äëÿ âñåõ b ∈ {0, 1}, òàê êàê èç ýòîãî ñëåäîâàëî
áû, ÷òî wR(φ) ≤ max k,wR(φ)− 1. Àíàëîãè÷íî íå ìîæåò áûòü, ÷òî wR(φ|x = b) ≤ wR(φ) − 1
è wR(φ|x = 1 − b) ≤ wR(φ) − 2 äëÿ íåêîòîðîãî b ∈ {0, 1}. Çíà÷èò, åñòü äâà âàðèàíòà, ëèáî à)
wR(φ|x = 0) = wR(φ|x=1) = wR(φ) − 1, ëèáî á) wR(φ|x=a) = wR(φ) äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ {0, 1}.
Ðàçáåðåì ýòè äâà ñëó÷àÿ îòäåëüíî.

à) ST (φ) ≥ ST (φ|x=0) +ST (φ|x=1) ≥ 2wR(φ)−1−k + 2wR(φ)−1−k = 2wR(φ)−k. Âî âòîðîì íåðàâåí-
ñòâå ìû äâàæäû ïðèìåíèëè èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå.

á) ST (φ) ≥ ST (φ|x=a) ≥ 2wR(φ)−k. Âî âòîðîì íåðàâåíñòâå ìû ïðèìåíèëè èíäóêöèîííîå
ïðåäïîëîæåíèå.

2. Ïóñòü W ≥ 1 � íåêîòîðûé ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî ìû ïîäáåðåì ïîçæå. Ìû áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî äèçúþíêò òîëñòûé, åñëè â íåì êàê ìèíèìóì W ëèòåðàëîâ.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü F � ìíîæåñòâî òîëñòûõ äèçúþíêòîâ îò n ïåðåìåííûõ. Òîãäà ñó-
ùåñòâóåò òàêîé ëèòåðàë `, êîòîðûé âõîäèò â êàê ìèíèìóì W

2n |S| äèçúþíêòîâ èç ìíîæåñòâà
S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âñåãî åñòü 2n ëèòåðàëîâ, åñëè áû êàæäûé ëèòåðàë âõîäèë â ìåíüøå, ÷åì
W
2n |S| äèçúþíêòîâ, òî îáùåå ÷èñëî ëèòåðàëîâ ìîæíî áûëî áû ìåíååW |S|. Íî â êàæäûé òîëñòûé
äèçúþíêò âõîäèò êàê ìèíèìóì W ëèòåðàëîâ, ñëåäîâàòåëüíî îáùåå ÷èñëî ëèòåðàëîâ äîëæíî
áûòü íå ìåíåå W |S|, ïðîòèâîðå÷èå.

Èç óòâåðæäåíèÿ freqlit ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ëèòåðàë, âûïîëíèâ êîòîðûé, âûïîëíèòñÿ
êàê ìèíèìóì äîëÿ W

2n òîëñòûõ äèçúþíêòîâ. Ò.å. ïîñëå ïîäñòàíîâêè, êîòîðàÿ âûïîëíÿåò ýòîò
ëèòåðàë, îñòàíóòñÿ íåâûïîëíåííûìè íå áîëåå äîëè

(
1− W

2n

)
òîëñòûõ äèçúþíêòîâ.

Îáîçíà÷èì a =
(
1− W

2n

)−1 ≥ eW/2n.

Óòâåðæäåíèå 2. ?? Åñëè íåâûïîëíèìàÿ k-ÊÍÔ ôîðìóëà ñîäåðæèò ðåçîëþöèîííîå îïðîâåð-
æåíèå, â êîòîðîì ìåíåå ab òîëñòûõ äèçúþíêòîâ, òî wR(φ) ≤W + b+ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïî èíäóêöèè ïî b è ÷èñëó ïåðåìåííûõ n. Áàçà n = 1 î÷å-
âèäíà. Ïðîâåðèì áàçó äëÿ b = 0, â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàòåëüñòâî ëèáî íå ñîäåðæèò òîëñòûõ
äèçúþíêòîâ ñîâñåì, òîãäà åãî øèðèíà íå áîëüøå, ÷åì max{W,k} ≤ W + k, ëèáî ñîäåðæèò
âñåãî îäèí òîëñòûé äèçúþíêò. Çàìåòèì, ÷òî åãî øèðèíà íå ìîæåò áûòü õîòÿ áû W + 1, òàê
êàê åñëè ìû ïðèìåíèì ê ýòîìó äèçúþíêòó êàêîå-òî ïðàâèëî, òî åãî øèðèíà óìåíüøèòñÿ íå
áîëåå, ÷åì íà 1, ò.å. åñòü åùå õîòÿ áû îäèí òîëñòûé äèçúþíêò. Åùå âîçìîæåí âàðèàíò, ÷òî ýòîò
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äèçúþíêò íå èñïîëüçóåòñÿ â äîêàçàòåëüñòâå, òîãäà åãî ìîæíî ïðîñòî óäàëèòü. Çíà÷èò, øèðèíà
äîêàçàòåëüñòâà íå áîëüøå max{W + 1, k} ≤W + k, ïîñêîëüêó k ≥ 1.

Òåïåðü äîïóñòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ ìåíüøèõ çíà÷åíèé n è b. Ïî
óòâåðæäåíèþ 1 ñóùåñòâóåò ëèòåðàë x, êîòîðûé âõîäèò â êàê ìèíèìóì äîëþ 1

a âñåõ òîëñòûõ
äèçúþíêòîâ ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè ìû ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó x = 1 â äîêàçà-
òåëüñòâî, òî ïîëó÷èì äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû φ|x=1, â êîòîðîì áóäåò íå áîëåå ab−1 òîëñòûõ
äèçúþíêòîâ. Òîãäà ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ wR(φ|x=1) ≤ W + b+ k − 1. Ïðèìåíÿÿ
èíäóêöèîííîå ïðåäïîëîæåíèå ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ, ïîëó÷àåì wR(φ|x=0) ≤ W + b + k. Òîãäà
ïî ëåììå 3.3 wR(φ) ≤W + b+ k.

Âûáåðåì b òàêîå, ÷òî ab = SR(φ). Òîãäà
Ïî óòâåðæäåíèþ ?? ìû ïîëó÷èì, ÷òî wR(φ) ≤W + b+ k.

b =
logSR(φ)

log a
≤ 2n logSR(φ)

W log e
≤ 2n logSR(φ)

W

Èòîãî, wR(F ) ≤W + b+ k ≤W + 2n logSR(φ)
W + k. Ñóììà W + 2n logSR(φ)

W ìèíèìàëüíà, êîãäà

W =
√

2n logSR(φ). Ïîëó÷àåì, ÷òî wR(φ) ≤ 2
√

2n logSR(φ) + k. Îòñþäà ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ
îöåíêó.

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü íèæíþþ îöåíêó íà ðàçìåð
ðåçîëþöèîííîãî äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû â k-ÊÍÔ äëÿ íåáîëüøîãî k äîñòàòî÷íî äîêàçàòü
íèæíþþ îöåíêó íà øèðèíó wR(φ) = Ω(n

1
2

+ε) äëÿ íåêîòîðîãî ε > 0.

3.5 Öåéòèíñêèå ôîðìóëû

Öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà TsG,f ñòðîèòñÿ ïî ïðîñòîìó íåîðèåíòèðîâàííîìó ãðàôó G(V,E). êàæ-
äîìó ðåáðó e ∈ E ñîîòâåòñòâóåò ïåðåìåííàÿ xe, åñòü ôóíêöèÿ f : V → {0, 1}, äëÿ êàæäîé
âåðøèíû v ∈ E çàïèñûâàåòñÿ ôîðìóëà â ÊÍÔ, êîäèðóþùàÿ

∑
u∈V :(u,v)∈E

p(u,v) mod 2 = f(v), ãäå

⊕ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñóììû ïî ìîäóëþ 2. Êîíúþíêöèÿ ýòèõ ôîðìóë íàçûâàåò-
ñÿ öåéòèíñêîé ôîðìóëîé. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ñòåïåíü âåðøèí G îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé d, òî
TsG,f � ýòî ôîðìóëà â d-ÊÍÔ, â êîòîðîé ÷èñëî äèçúþíêòîâ íå ïðåâîñõîäèò 2d|V |.

Åñëè äëÿ êàêîé-òî êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè U ⊆ V âûïîëíÿåòñÿ
∑
v∈U

f(v) mod 2 = 1, òî öåé-

òèíñêàÿ ôîðìóëà íåâûïîëíèìà TsG,f . Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïðîñóììèðîâàòü (ïî ìîäóëþ
äâà) âñå ðàâåíñòâà, êîòîðûå çàïèñàíû â âåðøèíàõ è ïîëó÷èòñÿ 0 = 1, ïîñêîëüêó êàæäàÿ ïåðå-
ìåííàÿ áóäåò âñòðå÷àòüñÿ ðîâíî äâà ðàçà.

Åñëè æå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè
∑
v∈V

f(v) mod 2 = 0, òî öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà

âûïîëíèìà: ïðèñâîèì âñåì ïåðåìåííûì çíà÷åíèÿ 0, ðàâåíñòâà íå áóäóò âûïîëíÿòüñÿ â ÷åòíîì
÷èñëå âåðøèí äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè. Ðàññìîòðèì äâå âåðøèíû èç îäíîé êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà, è çàìåíèì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
íà ïðîòèâîïîëîæíûå âäîëü ïóòè ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåðøèíàìè. Çàìåòèì, ÷òî ïîñëå òàêîé
îïåðàöèè ÷èñëî âåðøèí, â êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî, óìåíüøèòñÿ íà 2. Îñòàëîñü
ïîâòîðèòü ýòó îïåðàöèþ, ïîêà ðàâåíñòâî íå íà÷íåò âûïîëíÿòüñÿ âî âñåõ âåðøèíàõ.

Äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G(V,E) è äëÿ äâóõ äèçúþíêòíûõ ìíîæåñòâ A,B ⊆ V
îáîçíà÷èì ÷åðåç E(A,B) ìíîæåñòâî ðåáåð, â êîòîðîì îäèí êîíåö ëåæèò â A, äðóãîé â B. Ðàñ-
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øèðèòåëüíîé ñïîñîáíîñòüþ ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî e(G), êîòîðîå ðàâíÿåòñÿ ìèíèìàëüíîìó

çíà÷åíèþ |E(U, V \ V )| ïî âñåì U ⊆ V , ÷òî |V |3 ≤ |U | ≤
2|V |

3 .

Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü TsG,f � íåâûïîëíèìàÿ öåéòèíñêàÿ ôîðìóëà, ïîñòðîåííàÿ ïî ñâÿçíîìó
ãðàôó G. Òîãäà wR(TsG,f ) ≥ e(G).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ìåðó µ íà ìíîæåñòâå äèçúþíêòîâ. µ(C) ðàâíÿåòñÿ ìèíèìàëüíîìó
ìíîæåñòâó âåðøèí ãðàôà G, ÷òî èç óñëîâèé ÷åòíîñòè â ýòèõ âåðøèíàõ ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò
äèçúþíêò C. Äëÿ äèçúþíêòîâ ôîðìóëû TsG,f ìåðà ðàâíÿåòñÿ 1. Ìåðà ïóñòîãî äèçúþíêòà
ðàâíÿåòñÿ n, ïîñêîëüêó âñå óñëîâèÿ öåéòèíñêîé ôîðìóëû êðîìå îäíîãî â ñâÿçíîì ãðàôå ìîæíî
âûïîëíèòü, òàê êàê ó íàñ åñòü ðåáðà, êîòîðûå ó÷àñòâóþò òîëüêî îäèí ðàç, çíà÷èò â êàæäîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ïðè óäàëåíèè âåðøèíû, ìîæíî ñäåëàòü ÷åòíóþ
ñóììó ïîìåòîê.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ìåðà µ ïîëóàääèòèâíà, ò.å., ÷òî åñëè äèçúþíêò C ïîëó÷èëñÿ ïî
ïðàâèëó ðåçîëþöèè èç äèçúþíêòîâ A è B, òî µ(C) ≤ µ(A) + µ(B). Äåéñòâèòåëüíî, äèçúþíêò
C âñåãäà ñëåäóåò èç óñëîâèé äëÿ îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí, èç êîòîðûõ ñëåäóåò A è B.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ôîðìóëû TsG,f . Â ýòîì äîêàçàòåëüñòâå ðàññìîòðèì
äèçúþíêò C ñ ìåðîé n/3 ≤ µ(C) ≤ 2n/3. Òàêîé åñòü èç òîãî, ÷òî ìåðà äèçúþíêòîâ ôîðìóëû
ðàâíû 1, ìåðà ïóñòîãî äèçúþíêòà ðàâíà 1 è ñâîéñòâà ïîëóàääèòèâíîñòè. Ïóñòü äèçúþíêò C
ñåìàíòè÷åñêè ñëåäóåò èç óñëîâèé äëÿ âåðøèí ìíîæåñòâà U ⊆ V è |U | = µ(C). Ìû ïîêàæåì,
÷òî äëÿ ëþáîãî ðåáðà e ∈ E(U, V \U) ïåðåìåííàÿ xe ñîäåðæèòñÿ â äèçúþíêòå C, èç ýòîãî áóäåò
ñëåäîâàòü, ÷òî |C| ≥ |E(U, V \ U)| ≥ e(G), ÷òî è òðåáóåòñÿ äîêàçàòü.

Ðàññìîòðèì e ∈ E(U, V \ U), ïóñòü v ∈ U � êîíåö ðåáðà e. Ìû çíàåì, ÷òî èç ìíîæåñòâà
âåðøèí U \ {v} ñåìàíòè÷åñêè íå ñëåäóåò äèçúþíêò C, ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò íàáîð çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ σ, êîòîðûé âûïîëíÿåò âñå óñëîâèÿ U \ {v}, íî íå âûïîëíÿåò äèçúþíêò C.
Íàáîð σ íå âûïîëíÿåò óñëîâèå â âåðøèíå v, òàê êàê èíà÷å áû îí âûïîëíÿë áû âñå óñëîâèÿ äëÿ
âåðøèí èç U , à ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿë áû è C. Åñëè xe íå âõîäèò â C, òî ìîæíî ïîìåíÿòü
çíà÷åíèå ïåðåìåííîé xe â σ, ÷òîáû ïîëó÷èâøèéñÿ íàáîð σe âûïîëíèë áû óñëîâèå â âåðøèíå
v (ïîñêîëüêó óñëîâèå � ýòî ïðîñòî óñëîâèå î ÷åòíîñòè). Ïîñêîëüêó ðåáðî e íå èìååò áîëüøå
êîíöîâ â U , òî σe âûïîëíÿåò âñå U , íî âñå åùå íå âûïîëíÿåò C. Ïðîòèâîðå÷èå, ïîýòîìó xe
äîëæíî âõîäèòü â C.
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