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Îïðåäåëåíèå

×èñëà Êàðìàéêëà

Äëÿ ëþáîãî ÷èñëà a è ïðîñòîãî n an mod n = a. Íî ýòî ìîæåò

áûòü âåðíî è äëÿ cîñòàâíûõ n. Òàêèå n è íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè

Êàðìàéêëà.

Êðèòåðèé Êîðñåëüòà

×èñëî ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì Êàðìàéêëà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

: 1)Îíî ñâîáîäíî îò êâàäðàòîâ. 2)Äëÿ ëþáîãî p - ïðîñòîãî

äåëèòåëÿ n p − 1 äåëèò n − 1.
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Ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ÷èñåë

Òåîðåìà 1

Ïóñòü π(x) - êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x , π(x , y) -
êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ p ≤ x , òàêèõ ÷òî âñå ïðîñòûå äåëèòåëè

÷èñëà p − 1 íå ïðåâîñõîäÿò y . Òîãäà ñóùåñòâóåò ìàëåíüêàÿ
êîíñòàíòà E , òàêàÿ ÷òî π(x , x1−E ) ≥ CEπ(x). Ãèïîòåçà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî ëþáîå ÷èñëî äî 1 ïîäõîäèò íà ðîëü ýòîé êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 2

Ïócòü π(x , d , a) - êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë äî x , ñðàâíèìûõ ñ
a ïî ìîäóëþ d . Òîãäà ñóùåñòâóåò î÷åíü ìàëåíüêîå ÷èñëî B ñ

òàêèì ñâîéñòâîì: Ïóñòü x äîñòàòî÷íî áîëüøîå,

1 ≤ d ≤ min(xB , y
x1−B ). Òîãäà π(x , d , a) ≥

π(y)
2φ(d) , åñëè d íå

äåëèòñÿ íà ìíîæåñòâî ÷èñåë ôèêñèðîâàííîãî ðàçìåðà, íå

ìåíüøèõ logx . Ýòî çíà÷èò, ÷òî âî ìíîãèõ àðèôìåòè÷åñêèõ

ïðîãðåññèÿõ ñ íå î÷åíü áîëüøèì çíàìåíàòåëåì ïðîñòûõ ÷èñåë

äîñòàòî÷íî ìíîãî. Ãèïîòåçà îïÿòü æå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ëþáîå

÷èñëî äî 1 ïîäõîäèò íà ðîëü ýòîé êîíñòàíòû.
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ÒÅÎÐÅÌÀ

Ïóñòü C (x) - êîëè÷åñòâî ÷èñåë Êàðìàéêëà, íå ïðåâîñõîäÿùèõ

x . Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε > 0C (x) > xBE−ε ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ x . Ãèïîòåçû äàþò C (x) > x1−ε äëÿ ëþáîãî ε,
ïîäñòàíîâêà íàèëó÷øèõ èçâåñòíûõ äîêàçàííûõ çíà÷åíèé äëÿ B
è E äàåò ÷óòü-÷óòü áîëüøå ÷åì 2

7 .
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Êîìáèíàòîðíûå ëåììû

Ëåììà 1

Ïóñòü G - êîíå÷íàÿ àáåëåâà ãðóïïà, n(G ) - ìèíèìàëüíîå ÷èñëî
ñ òàêèì ñâîéñòâîì - èç ëþáûõ n(G ) ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü

íåñêîëüêî (íå 0) ñ ïðîèçâåäåíèåì 1. Òðèâèàëüíàÿ îöåíêà -

n(G ) < |G |+ 1, íî äëÿ ãðóïï, äàëåêèõ îò öèêëè÷åñêîé, ìîæíî è

òî÷íåå. À èìåííî, ïóñòü m - ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà

ãðóïïû, òîãäà n(G ) < m(1 + log |G |m )

Ëåììà 2

Ïócòü G - àáåëåâà ãðóïïà, r > t > n = n(G ). Òîãäà èç ëþáûõ r
ýëåìåíòîâ ãðóïïû ìîæíî âûáðàòü îò t−n äî t ñ ïðîèçâåäåíèåì

1, ïðè÷åì ýòî ìîæíî ñäåëàòü íå ìåíåå ÷åì C t
r

Cn
r
ñïîñîáàìè.
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Êîíñòðóêöèÿ

Äëÿ íà÷àëà ìû õîòèì ïîñòðîèòü òàêîå ÷èñëî L, êîòîðîå èìååò
ìíîãî äåëèòåëåé âèäà p − 1 äëÿ ïðîñòîãî p. Èäåéíî ýòî

ïîòîìó, ÷òî: ìû íàéäåì ÷èñëî n ñ ïðîñòî áîëüøèì ÷èñëîì

äåëèòåëåé, à ïîòîì äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ d ðàññìîòðèì ÷èñëà

dk + 1 äëÿ íåáîëüøèõ k . Àíàëèòè÷åñêèå ëåììû îáåñïå÷àò íàì,

÷òî äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ ñðåäè íèõ ìíîãî ïðîñòûõ. Òîãäà

ñóùåñòâóåò k , äëÿ êîòîðîãî ñðåäè ÷èñåë dk + 1 ìíîãî ïðîñòûõ,

à dk- äåëèòåëü ÷èñëà nk .
Äàëåå ìû õîòèì âûáðàòü èç ýòèõ äåëèòåëå é ìíîãî íàáîðîâ

p1, p2, . . . , pk , òàêîé ÷òî M = p1p2 · · · pk = 1 mod L, ïîëüçóÿñü
êîìáèíàòîðíûìè ëåììàìè (îíè õîðîøî ðàáîòàþò êàê ðàç ñ

÷èñëàìè ñ áîëüøèì ÷èñëîì ìàëåíüêèõ äåëèòåëåé). Òîãäà M − 1
äåëèòñÿ íà L, à L íà p − 1, è ÷èñëî M - ÷èñëî Êàðìàéêëà.
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