
Â äîêëàäå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ áîëåå-ìåíåå ñòàíäàðòíûå ãðàôñêèå îáîçíà÷åíèÿ,
íàïðèìåð,𝐻−𝑣−𝑋 äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ãðàôà𝐻, èç êîòîðîãî óäàëèëè âåðøèíó 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐻)
è ïîäìíîæåñòâî âåðøèí 𝑋 ⊂ 𝑉 (𝐻). Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè 𝑥 è 𝑦 â ãðàôå 𝐻
áóäåì îáîçíà÷àòü êàê 𝑑𝐻(𝑥, 𝑦). Î÷åâèäíî, 𝑑𝐻(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝐻(𝑦, 𝑥) äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî
ãðàôà 𝐻.

Çàäà÷à î ñàìîé âàæíîé âåðøèíå � äàí ñâÿçíûé âçâåøåííûé (âåñà âñ¼õ ð¼áåð ïîëî-
æèòåëüíûå) íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô 𝐺 è äâå âåðøèíû â í¼ì: 𝑠 è 𝑡. Õîòèì óäàëèòü
âåðøèíó 𝐺, îòëè÷íóþ îò 𝑠 è 𝑡 òàê, ÷òîáû ìàêñìèìèçèðîâàòü ðàññòîÿíèå ìåæäó 𝑠 è
𝑡 â îñòàâøåìñÿ ãðàôå (åñëè ïóòè ìåæäó 𝑠 è 𝑡 â îñòàâøåìñÿ ãðàôå íåò, òî ïîëîæèì
ðàññòîÿíèå ðàâíûì +∞).

Íàèâíûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ òàêîé âåðøèíû ðàáîòàåò çà Θ(𝑛𝑚 log 𝑛) â ãðàôå
ñ 𝑛 âåðøèíàìè è 𝑚 ð¼áðàìè: ïåðåáèðàåì óäàëÿåìóþ âåðøèíó 𝑣 (𝑛 − 2 âàðèàíòà) è
èùåì êðàò÷àéøèé ïóòü îò 𝑠 äî 𝑡 â ãðàôå 𝐺−𝑣 (àëãîðèòì Äåéêñòðû, òðåáóåò Θ(𝑚 log 𝑛)
âðåìåíè â ñàìîé ïðîñòîé ðåàëèçàöèè).

Íàø àëãîðèòì áóäåò èìåòü âðåìÿ ðàáîòû 𝑂(𝑚 log 𝑛) èëè äàæå 𝑂(𝑚+𝑛 log 𝑛), åñëè
èñïîëüçîâàòü ôèááîíà÷èåâûå êó÷è. Áîëåå òîãî, îí äëÿ êàæäîé âåðøèíû ãðàôà 𝑣 ãðà-
ôà ïîñ÷èòàåò äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó 𝑠 è 𝑡 â ãðàôå 𝐺− 𝑣, ÷òî äà¼ò íàìíîãî
áîëüøå èíôîðìàöèè, ÷åì ïðîñòî íîìåð ñàìîé âàæíîé âåðøèíû.

Àëãîðèòì îñíîâàí íà íåñêîëüêèõ íåñëîæíûõ íàáëþäåíèÿõ, íî, êàê ãîâîðèë, Ñåð-
ãåé Âèòàëüåâè÷, �Äâå ïðîïóùåííûå ïîäðÿä òðèâèàëüíîñòè îáðàçóþò íåïðåîäîëèìîå
ïðåïÿòñòâèå�.

Def. Äåðåâîì êðàò÷àéøèõ ïóòåé ñâÿçíîãî âçâåøåííîãî ãðàôà 𝐻 ñ öåíòðîì â âåðøèíå
𝑟 ∈ 𝑉 (𝐻) íàçûâàåòñÿ òàêîå ëþáîå òàêîå êîðíåâîå äåðåâî 𝑇 íà ìíîæåñòâå âåðøèí
𝑉 (𝐻), ÷òî

∙ 𝑟 � êîðåíü 𝑇 .

∙ Âñå ð¼áðà 𝑇 ÿâëÿþòñÿ ð¼áðàìè èñõîäíîãî ãðàôà 𝐻.

∙ Äëÿ êàæäîé âåðøèíû 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐺) âåðíî, ÷òî 𝑑𝐺(𝑟, 𝑣) = 𝑑𝑇 (𝑟, 𝑣).

Lemma. Пусть 𝐻 — связный взвешенный граф, а 𝑣 ∈ 𝑉 (𝐻) — его вершина. Тогда у

𝐻 есть дерево кратчайших путей с корнем в 𝑣.

Lemma. Пусть 𝑇 — какое-то дерево кратчайших путей для 𝐻. Тогда 𝑑𝑇 (𝑢, 𝑣) =
𝑑𝐻(𝑢, 𝑣), если 𝑢 является предком 𝑣 в дереве 𝑇 .

Ðàññìîòðèì ó ãðàôà 𝐺 êàêîå-íèáóäü äåðåâî êðàò÷àéøèõ ïóòåé 𝑇 ñ êîðíåì â 𝑠,
à òàêæå íèñõîäÿùèé ïóòü 𝑃 = (𝑣0, 𝑣1, . . . , 𝑣𝑘) îò 𝑠 ê 𝑡 â ýòîì äåðåâå, ãäå 𝑣0 = 𝑠 è
𝑣𝑘 = 𝑡. Ïî îïðåäåëåíèþ äåðåâà êðàò÷àéøèõ ïóòåé ïóòü 𝑃 êðàò÷àéøèé â 𝐺. Ïîýòîìó
𝑑𝐺−𝑢(𝑠, 𝑡) = 𝑑𝐺(𝑠, 𝑡), åñëè 𝑢 /∈ 𝑃 .

Ïîíÿëè, ÷òî ñòîèò óäàëÿòü òîëüêî âåðøèíû èç 𝑃 . Ïóñòü 𝑖 ∈ [0, 𝑘−1]. Ââåä¼ì òàêèå
îáîçíà÷åíèÿ:
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∙ 𝑈𝑖 � ïóñòîå ìíîæåñòâî âåðøèí ïðè 𝑖 = 0, èíà÷å êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà
𝑇 − 𝑣𝑖, ñîäåðæàùàÿ âåðøèíó 𝑣𝑖−1, òî åñòü âåðøèíû �ñâåðõó� îò 𝑣𝑖.

∙ 𝐷𝑖 � ïîääåðåâî âåðøèíû 𝑣𝑖+1 â äåðåâå 𝑇 , òî åñòü âåðøèíû �ñíèçó� îò 𝑣𝑖 (�íèç�
� íàïðàâëåíèå ê 𝑡).

∙ 𝑂𝑖 � âñå âåðøèíû ïîääåðåâà âåðøèíû 𝑣𝑖 â äåðåâå 𝑇 , çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé
âåðøèíû 𝑣𝑖 è âñåõ âåðøèí èç ìíîæåñòâà 𝐷𝑖. Â íåêîòîðîì ñìûñëå, âåðøèíû
íàõîäÿùèåñÿ �ñáîêó�.

Lemma. 𝑑𝐺(𝑠, 𝑢) = 𝑑𝐺−𝑣𝑖(𝑠, 𝑢) для каждой вершины 𝑢 ∈ 𝑈𝑖

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ëþáîé ïóòü èç 𝑠 â 𝑡, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç 𝑣𝑖, ãäå 𝑖 ∈ [1, 𝑘−1]
âûãëÿäèò òàê: ñïåðâà îí êàê-òî õîäèò ïî 𝑈𝑖 ∪𝑂𝑖, à ïîòîì âïåðâûå çàõîäèò â 𝐷𝑖 è óæå
èç êàêîé-òî âåðøèíû 𝐷𝑖 ïðèõîäèò â 𝑡. Îêàçûâàåòñÿ, âåðíà òàêàÿ ëåììà:

Lemma. 𝑑𝐺(𝑢, 𝑡) = 𝑑𝐺−𝑣𝑖(𝑢, 𝑡) для каждой вершины 𝑢 ∈ 𝐷𝑖. То есть в 𝐺 существует

кратчайший путь между 𝑢 и 𝑡, не проходящий через 𝑣𝑖.

Òî åñòü êàæäûé èíòåðåñóþùèé íàñ ïóòü èç 𝑠 â 𝑡 â ãðàôå 𝐺 − 𝑣𝑖 âûãëÿäèò òàê:
ñïåðâà îí êàê-òî õîäèò ïî 𝑈𝑖 ∪𝑂𝑖, ïðèõîäèò â íåêîòîðóþ âåðøèíó 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∪𝑂𝑖, ïîòîì
ïðîõîäèò ïî êàêîìó-òî ðåáðó (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸(𝐺) â âåðøèíó 𝑦 ∈ 𝐷𝑖, à ïîòîì ïðîõîäèò èç 𝑦
â 𝑡 ïî ïóòè äëèíû 𝑑𝐺(𝑦, 𝑡).

Òàêèì îáðàçîì, 𝑑𝐺−𝑣𝑖(𝑠, 𝑡) = min 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝐷𝑖
(𝑠, 𝑥) + 𝑤(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑦, 𝑡), ãäå ìèíèìóì

áåð¼òñÿ ïî âñåì òàêèì ð¼áðàì (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸(𝐺), ÷òî 𝑥 ∈ 𝑈𝑖 ∪𝑂𝑖, 𝑦 ∈ 𝐷𝑖.
Âåëè÷èíó 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝐷𝑖

(𝑠, 𝑥) ìîæíî ïîñ÷èòàòü òàê: ýòî 𝑑𝐺(𝑠, 𝑥), åñëè 𝑥 ∈ 𝑈𝑖, à äëÿ 𝑥 ∈ 𝑂𝑖

å¼ ìîæíî ïîñ÷èòàòü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Äåéêñòðû: ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî êðàò÷àéøåìó
ïóòè èç 𝑠 â 𝑥 ∈ 𝑂𝑖 â ãðàôå 𝐺 − 𝑣𝑖 − 𝐷𝑖 íåò ñìûñëà ñíîâà çàõîäèòü â 𝑈𝑖 ïîñëå òîãî,
êàê îí óæå çàø¼ë â 𝑂𝑖. Ïîýòîìó íóæíî ïðîñòî ñïåðâà ïîëîæèòü 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝐷𝑖

(𝑠, 𝑥) =
min 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝑑𝑖(𝑠, 𝑧) +𝑤(𝑧, 𝑥) = min 𝑑𝐺(𝑠, 𝑧) +𝑤(𝑧, 𝑥), ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî âñåì òàêèì
ð¼áðàì (𝑧, 𝑥) ∈ 𝐸(𝐺), ÷òî 𝑧 ∈ 𝑈𝑖. Ïîñëå ýòîãî íóæíî ïðèìåíèòü îáû÷íûé àëãîðèòì
Äåéêñòðû íà âåðøèíàõ 𝑂𝑖 è ð¼áðàõ, îáà êîíöà êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò 𝑂𝑖. Ýòà ñòàäèÿ
àëãîðèòìà ðàáîòàåò çà 𝑂(𝑚 log 𝑛) ñóììàðíî è ïîçâîëÿåò íàñ÷èòàòü 𝑂(𝑛) èíôîðìàöèè,
ïîçâîëÿþùåé çà 𝑂(1) îòâå÷àòü íà çàïðîñ �÷åìó ðàâíî 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝐷𝑖

(𝑠, 𝑥)�.
Íàêîíåö, íóæíî êàê-òî ïîñ÷èòàòü ýòè ìèíèìóìû äëÿ êàæäîãî 𝑖, âîîáùå ãîâîðÿ

êàæäûé ìèíèìóì ìîæåò áðàòüñÿ ïî 𝑂(𝑚) ð¼áðàì, ïîýòîìó íàèâíûì îáðàçîì ýòîò
ìèíèìóì ñ÷èòàòü íåëüçÿ. Îäíàêî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïåðåõîäå îò 𝑣𝑖 ê 𝑣𝑖+1 ìíî-
æåñòâî ð¼áåð, ïî êîòîðûì áåð¼òñÿ ìèíèìóì, èçìåíèëîñü íå ñèëüíî:

∙ Óäàëèëèñü ð¼áðà ñ îäíèì êîíöîì â ìíîæåñòâå 𝑈𝑖 ∪ 𝑂𝑖, à äðóãèì â ìíîæåñòâå
𝐷𝑖 ∖𝐷𝑖+1 = 𝑂𝑖+1 ∪ {𝑣𝑖+1}.

∙ Äîáàâèëèñü ð¼áðà ñ îäíèì èç êîíöîâ â ìíîæåñòâå {𝑣𝑖} ∪ 𝑂𝑖+1 = (𝑈𝑖+1 ∪ 𝑂𝑖+1) ∖
(𝑈𝑖 ∪𝑂𝑖) è äðóãèì â ìíîæåñòâå 𝐷𝑖+1.
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∙ Íàêîíåö, ð¼áðà ñ îäíèì êîíöîì â ìíîæåñòâå 𝑂𝑖, à äðóãèì â ìíîæåñòâå 𝐷𝑖+1 ñòà-
ëè âíîñèòü äðóãîé âêëàä â îòâåò: ðàíüøå îíè âíîñèëè 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝐷𝑖

(𝑠, 𝑥) + 𝑤(𝑥, 𝑦) +
𝑑𝐺(𝑦, 𝑡), à òåïåðü 𝑑𝐺−𝑣𝑖+1−𝐷𝑖+1

(𝑠, 𝑥)+𝑤(𝑥, 𝑦)+𝑑𝐺(𝑦, 𝑡). Ðàçíèöà â òîì, ÷òî 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝐷𝑖
(𝑠, 𝑥)

äëÿ 𝑥 ∈ 𝑂𝑖 ìû ñ÷èòàëè îòäåëüíî ñ ïîìîùüþ Äåéêñòðû, à 𝑑𝐺−𝑣𝑖+1−𝐷𝑖+1
(𝑠, 𝑥) =

𝑑𝐺(𝑠, 𝑥).

Mû õîòèì èìåòü ìíîæåñòâî ð¼áåð, â êîòîðîì ìû ìîæåì óäàëÿòü ÷àñòü èìåþ-
ùèõñÿ ð¼áåð, ìåíÿòü ÷àñòè èìåþùèõñÿ ðåá¼ð �âêëàä� è äîáàâëÿòü íåìíîãî íîâûõ ð¼-
áåð è, íàêîíåö, ñïðàøèâàòü ìèíèìàëüíûé �âêëàä� ðåáðà èç ìíîæåñòâà (÷òîáû óçíàòü
min 𝑑𝐺−𝑣𝑖−𝐷𝑖

(𝑠, 𝑥) + 𝑤(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝐺(𝑦, 𝑡), òî åñòü 𝑑𝐺−𝑣𝑖(𝑠, 𝑡)). Ëþáàÿ êó÷à ñïîñîáíà ïîä-
äåðæèâàòü òàêèå îïåðàöèè. Åñëè àêêóðàòíî ïîñ÷èòàòü, òî âñåãî îïåðàöèé, êîãäà 𝑖
ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò 1 äî 𝑘 − 1, áóäåò 𝑂(𝑚), ïîýòîìó ýòà ÷àñòü àëãîðèòìà ðàáîòàåò
çà 𝑂(𝑚 log 𝑛).
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