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Îïðåäåëåíèå 1. Çàäà÷à àããëîìåðàòèâíîé èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äàíî íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ S è êëàñòåðíàÿ
ìåòðèêà d : {x, y ∈ 2S | x ∩ y = ∅ } → R. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü äâîè÷íîå äåðåâî
ïîäìíîæåñòâ S, ÿâëÿþùååñÿ ðåçóëüòàòîì ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà: íà÷àòü ñ
ìíîæåñòâà R = { {x} | x ∈ S }; íà êàæäîì øàãå âçÿòü äâà áëèæàéøèõ ýëåìåí-
òà R, çàìåíèòü íà èõ îáúåäèíåíèå, à â äåðåâå ñäåëàòü îáúåäèíåíèå èõ ðîäèòåëåì;
ïðîäîëæàòü, ïîêà R 6= {S}.

Ïðèìå÷àíèå: âîîáùå êëàñòåðíàÿ ìåòðèêà íå îáÿçàíà áûòü ìåòðèêîé â îáùåïðè-
íÿòîì ñìûñëå, îò íå¼ òðåáóåòñÿ òîëüêî ñèììåòðè÷íîñòü. Îäíàêî äàëåå ðàññìàòðè-
âàþòñÿ ìåòðèêè ñåìåéñòâà Lp.

Îïðåäåëåíèå 2. Êëàñòåðíàÿ ìåòðèêà d íàçûâàåòñÿ ñâîäèìîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
òð¼õ äèçúþíêòíûõ ïîäìíîæåñòâ A,B è C d(A ∪B,C) ≥ max(d(A,C), d(B,C)).

Ëåììà 1. Åñëè ìåòðèêà d ñâîäèìà è íå äîïóñêàåò ðàâíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó
ðàçíûìè ïàðàìè ïîäìíîæåñòâ, òî èñõîäíûé àëãîðèòì è àëãîðèòì, îáúåäèíÿþ-
ùèé âìåñòî áëèæàéøåé ïàðû ñîñåäåé ïàðó âçàèìíî áëèæàéøèõ ñîñåäåé, ñòðîÿò
îäíî è òî æå äåðåâî.

Ñâîéñòâî âûøå íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíî-ëîêàëüíîé ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Îïðåäåëåíèå 3. Àëãîðèòì öåïè áëèæàéøèõ ñîñåäåé (ÖÁÑ) ðàáîòàåò ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: åñëè ñòåê ïóñò, äîáàâèòü â íåãî ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî
èç R; èíà÷å, åñëè áëèæàéøèé ñîñåä âåðõíåãî ïîäìíîæåñòâà â ñòåêå íå ÿâëÿåòñÿ
âçàèìíûì, äîáàâèòü åãî â ñòåê; èíà÷å îáúåäèíèòü âåðõíåå ïîäìíîæåñòâî â ñòåêå
ñ áëèæàéøèì ñîñåäîì è óäàëèòü èç ñòåêà; ïîâòîðÿòü, ïîêà âñå ïîäìíîæåñòâà
íå îáúåäèíåíû â S.

Íî àëãîðèòìû ïîèñêà áëèæàéøèõ ñîñåäåé íå íàñòîëüêî ýôôåêòèâíû, êàê õîòå-
ëîñü áû, òàê ÷òî îáîáùàåì.
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Îïðåäåëåíèå 4. Äèíàìè÷åñêàÿ ε-ïðèáëèçèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà k áëè-
æàéøèõ ñîñåäåé (k-ÏÁÑ) - ýòî ñòðóêòóðà, ïîääåðæèâàþùàÿ ìíîæåñòâî òî-
÷åê P è çàïðîñû íà äîáàâëåíèå, óäàëåíèå è ε-ïðèáëèçèòåëüíûé ïîèñê k áëèæàéøèõ
ñîñåäåé: ïî òî÷êå p íàéòè k ðàçëè÷íûõ òî÷åê p1, p2, . . . , pk ∈ P, pi 6= p, òàê ÷òî
d(p, pi) ≤ (1 + ε)d(p, p∗i ), ãäå p

∗
i - i-òàÿ áëèæàéøàÿ òî÷êà ê p.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò δ, k ∈ N, p > 1 è ε > 0 ñóùåñòâóåò k-ÏÁÑ,
îáðàáàòûâàþùàÿ òî÷êè â Rδ ïî ìåòðèêå Lp ñî âðåìåíåì èíèöèàëèçàöèè O(n log n)
è âðåìåíåì îïåðàöèé O(log n).

Ïðèìå÷àíèå: ýòà ëåììà íå äîêàçûâàëàñü, îíà çàöèòèðîâàíà èç äðóãîé ñòàòüè.

Îïðåäåëåíèå 5. Äèíàìè÷åñêàÿ ìÿãêàÿ ñòðóêòóðà áëèæàéøèõ ñîñåäåé
(ÌÁÑ) - ýòî ñòðóêòóðà, ïîääåðæèâàþùàÿ ìíîæåñòâî òî÷åê P è çàïðîñû íà
äîáàâëåíèå, óäàëåíèå è ìÿãêèé ïîèñê áëèæàéøåãî ñîñåäà: ïî òî÷êå p íàéòè áëè-
æàéøóþ ê íåé òî÷êó p∗1, ëèáî ïàðó òî÷åê q, q

′, ëåæàùèõ äðóã ê äðóãó áëèæå, ÷åì
p è p∗1.

Äëÿ óäîáñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ïåðâîì ñëó÷àå (ò.í. æ¼ñòêèé îòâåò) èñêîìàÿ
òî÷êà âûäà¼òñÿ â ïàðå ñ çàïðàøèâàåìîé. Äàëåå ìû ñòðîèì MÁÑ-ñòðóêòóðó èç k-
ÏÁÑ-ñòðóêòóðû ñ ïîäõîäÿùèìè k è ε:

Ëåììà 3. Åñëè k-ÏÁÑ-ñòðóêòóðà íà ïîèñêîâûé çàïðîñ âûäà¼ò k òî÷åê, îòëè÷-
íûõ îò p∗1, òî äëÿ êàæäîãî i d(p, pi) ≤ (1 + ε)id(p, p∗1).

Áóäåì íàçûâàòü (ε, k) êîððåêòíûìè ïàðàìåòðàìè, åñëè ñðåäè ëþáûõ k òî÷åê
â ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êå ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì 1 è âíåøíèì ðàäèóñîì (1 + ε)k

íàéä¼òñÿ ïàðà íà ðàññòîÿíèè ìåíüøå 1.

Ëåììà 4. Äëÿ ëþáîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (Rδ, Lp) ñóùåñòâóþò êîððåêò-
íûå ïàðàìåòðû.

Ëåììà 5. Åñëè (ε, k) - êîððåêòíûå ïàðàìåòðû, òî ñëåäóþùèé àëãîðèòì ìîäåëè-
ðóåò ïîèñêîâûé çàïðîñ ÌÁÑ-ñòðóêòóðó íà áàçå k-ÏÁÑ-ñòðóêòóðû: çàäàòü ïîèñ-
êîâûé çàïðîñ îòíîñèòåëüíî òîé æå òî÷êè; âûäàòü áëèæàéøóþ ïàðó èç çàïðà-
øèâàåìîé è/èëè âûäàííûõ â îòâåò íà çàïðîñ òî÷åê.

È èç âñåãî ýòîãî ñîáèðàåòñÿ

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáûõ êîíñòàíò δ ∈ N è p > 1 ñóùåñòâóåò ÌÁÑ-ñòðóêòóðà,
îáðàáàòûâàþùàÿ òî÷êè â Rδ ïî ìåòðèêå Lp ñî âðåìåíåì èíèöèàëèçàöèè O(n log n)
è âðåìåíåì îïåðàöèé O(log n).

Îïðåäåëåíèå 6. Àëãîðèòì ìÿãêîé öåïè áëèæàéøèõ ñîñåäåé (ÌÖÁÑ) ðà-
áîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ñòåê ïóñò, äîáàâèòü â íåãî ðåçóëüòàò çàïðîñà
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíîæåñòâà èç R; èíà÷å, åñëè ñðåäè ðåçóëüòàòîâ
çàïðîñîâ îòíîñèòåëüíî âåðõíåé ïàðû ïîäìíîæåñòâ åñòü õîòÿ áû îäíà ïàðà ïîä-
ìíîæåñòâ íà ìåíüøåì ðàññòîÿíèè, äîáàâèòü â ñòåê áëèæàéøóþ èç ýòèõ ïàð;
èíà÷å îáúåäèíèòü âåðõíþþ ïàðó ïîäìíîæåñòâ â ñòåêå è óäàëèòü èç ñòåêà, à òàê-
æå óäàëèòü âåðõíþþ ïàðó åù¼ ðàç, åñëè ó íå¼ áûë îáùèé ýëåìåíò ñ óäàë¼ííîé;
ïîâòîðÿòü, ïîêà âñå ïîäìíîæåñòâà íå îáúåäèíåíû â S.
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Ëåììà 6. Ìåæäó èòåðàöèÿìè àëãîðèòìà ÌÖÁÑ âñå ïîäìíîæåñòâà â ñòåêå ïðè-
íàäëåæàò R; áîëåå òîãî, åñëè îäíî è òî æå ïîäìíîæåñòâî íàõîäèòñÿ â äâóõ
ïàðàõ, ýòè ïàðû ÿâëÿþòñÿ ñîñåäÿìè â ñòåêå.

Òåîðåìà 2. Àëãîðèòì ÌÖÁÑ ðàáîòàåò êîððåêòíî è çà âðåìÿ O(P (n) + nT (n)),
ãäå P (n) - âðåìÿ èíèöèàëèçàöèè, à T (n) - âðåìÿ îïåðàöèé.

Ñëåäñòâèå 1. Â ñëó÷àå, êîãäà êëàñòåðû ðåàëèçóþòñÿ êàê òî÷êè â ìåòðè÷åñêîì
ïðîñòðàíñòâå (Rδ, Lp), àëãîðèòì ÌÖÁÑ ðàáîòàåò çà âðåìÿ O(n log n).
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