
ËÅÊÖÈß 2. ÑÈÃÍÀËÛ È ÑÈÑÒÅÌÛ

Ñåðãåé Íèêîëåíêî

1. Ñèñòåìû è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà
Ðå÷ü ïî ñóòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé ñèãíàë, ïåðåäàâàåìûé ïî âîç-

äóõó. Â ýòîé ëåêöèè áóäåì ðàññìàòðèâàòü ðå÷ü èìåííî ñ ýòîé ñòîðîíû. Áóäåì
ïðèìåíÿòü ñêîðåå èíæåíåðíûé ïîäõîä, ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèé, ê ïîñòðîåíèþ è
îïèñàíèþ ñèãíàëîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ çâóêà áóäåì ïûòàòüñÿ ïåðåõîäèòü îò íåïðå-
ðûâíîãî àíàëîãîâîãî ñèãíàëà, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîäîëüíóþ âîë-
íó â âîçäóõå è íåñ¼ò ñëèøêîì ìíîãî èíôîðìàöèè äëÿ îáðàáîòêè, ê íàáîðó
äèñêðåòíûõ ïåðåìåííûõ. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ïåðåõîä èç áåñ-
êîíå÷íîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà â êîíå÷íîìåðíîå. Áîëåå òîãî, ïî äîðîãå ñèãíàë
ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ êàê-íèáóäü ïðåîáðàçîâàòü. Òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ áóäóò
îñóùåñòâëÿòüñÿ ïîñðåäñòâîì ïðîïóñêàíèÿ èñõîäíîãî ñèãíàëà x(t) ÷åðåç íåêèé
¾÷¼ðíûé ÿùèê¿, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü ñèñòåìîé. Íà âûõîäå ñèñòåìû
ïîëó÷àåòñÿ ïðåîáðàçîâàííûé âûõîäíîé ñèãíàë y(t):

x(t) → ? → y(t).

Â ïðèíöèïå ñèñòåìà ìîæåò áûòü êàêîé óãîäíî è âûïîëíÿòü ëþáûå ïðåîáðà-
çîâàíèÿ. Îãðàíè÷èì âîçìîæíîñòè ñèñòåì äëÿ ïðèìåíèìîñòè èõ äëÿ ðàáîòû ñî
çâóêîì è ðå÷üþ. Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå èíòåðåñóþùèå íàñ ñâîéñòâà ñèñòåì.

(1) Ïðè÷èííîñòü (îáóñëîâëåííîñòü) � ïðè÷èíà íå ìîæåò áûòü ïîçæå ñëåä-
ñòâèÿ. Ìàòåìàòè÷åñêè ýòî ñâîéñòâî çàïèñûâàåòñÿ òàê:

∀x1, x2 ∀t ≤ t0 x1(t) = x2(t) ⇒ ∀t ≤ t0 y1(t) = y2(t).

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâóþ ÷àñòü ñëåäñòâèÿ ìîæíî áûëî áû çàïèñàòü è ïðî-
ñòî êàê y1(t) = y2(t), êâàíòîðû ýòî ïîçâîëÿþò.

(2) Ëèíåéíîñòü.
αx1(t) + βx2(t) → ? → αy1(t) + βy2(t).

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íóëåâîé ñèãíàë ïîñðåäñòâîì ëèíåéíîé ñèñòåìû
ïðåîáðàçóåòñÿ èìåííî â íóëåâîé.

(3) Ñòàöèîíàðíîñòü.
x(t) → y(t) ⇒ ∀t0 x(t− t0) → y(t− t0)

Â ðåàëüíîì ìèðå ëþáîé çâóêîâîé ñèãíàë ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì. Îäíàêî
òàêîé ñèãíàë èíîãäà íåñ¼ò ñëèøêîì ìíîãî èíôîðìàöèè. Êðîìå íåïðåðûâíûõ
ñèãíàëîâ, ñèñòåìà ìîæåò ðàáîòàòü è ñ áîëåå ïðîñòûìè äèñêðåòíûìè, êîòîðûå
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ðåàëüíîãî ñèãíàëà, âçÿòûõ
â îïðåäåë¼ííûå ìîìåíòû âðåìåíè:

x[n] → ? → y[n].

Çàêîíñïåêòèðîâàë Îëåã Äàõèí.
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Ðèñ. 1. Äåëüòà�ôóíêöèÿ.

Íî íå âñå ðàññìàòðèâàåìûå íàìè ñèñòåìû áóäóò îáëàäàòü âñåìè òðåìÿ âû-
øåïåðå÷èñëåííûìè ñâîéñòâàìè.

Ïðèâåä¼ì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû:
• íåïðè÷èííàÿ ñèñòåìà � y[n] = x[n + 1];
• íåñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà � y[n] = x[2n].

Â ýòîé ëåêöèè ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíûõ ñè-
ñòåì. Êàê ñëåäóåò èç íàçâàíèÿ, òàêèå ñèñòåìû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè ëèíåé-
íîñòè è ñòàöèîíàðíîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû íà÷í¼ì ðàññìîòðåíèå ñ äèñêðåòíîãî
ñëó÷àÿ.

2. Äèñêðåòíûå ñèãíàëû â ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåìàõ
Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ íàì ïîíàäîáÿòñÿ ïðèâ¼äåííûå íèæå îïðåäåëå-

íèÿ.
Îïðåäåëåíèå 1. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå � ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå,
êîòîðîå ïåðåâîäèò ôóíêöèþ f(x) â ôóíêöèþ F (x) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x) =

∞∫

−∞
f(t)e−itxdt.

Ïðåîáðàçîâàíèå áåð¼ò ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè ñèãíàëà â âèäå âðåìåííûõ
ðÿäîâ è îòîáðàæàåò åãî â ÷àñòîòíûé ñïåêòð. Èíà÷å ãîâîðÿ, îíî ïðåâðàùàåò
ôóíêöèþ âðåìåíè â ôóíêöèþ ÷àñòîòû. Ýòî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè íà ãàðìî-
íè÷åñêèå ñîñòàâëÿþùèå íà ðàçëè÷íûõ ÷àñòîòàõ, è êîãäà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèåé âðåìåíè è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé ñèãíàë, ïðåîáðàçîâàíèå
èìååò ñòàíäàðòíóþ èíòåðïðåòàöèþ êàê ñïåêòð ñèãíàëà.

Äàâàéòå íàó÷èìñÿ èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà ñèñòåìû äëÿ òîãî, ÷òîáû ïðîùå
áûëî å¼ îïðåäåëÿòü. Óñòàíîâèì ðåçóëüòàòû äåéñòâèÿ ñèñòåìû íà íåêîòîðûå
âèäû ñèãíàëîâ. Ñíà÷àëà ïîäàäèì íà âõîä îäèí èç ïðîñòåéøèõ ñèãíàëîâ � òàê
íàçûâàåìóþ δ-ôóíêöèþ, èëè åäèíè÷íûé èìïóëüñ.
Îïðåäåëåíèå 2. Äèñêðåòíàÿ δ-ôóíêöèÿ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü δ[n], êîòî-
ðàÿ â íóëå ðàâíà åäèíèöå, à âî âñåõ îñòàëüíûõ òî÷êàõ � íóëþ:

δ[0] = 1, ∀n 6= 0 δ[n] = 0.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî, êàê âûãëÿäèò δ-ôóíêöèÿ.
Ïîñëå ïîäà÷è ñèñòåìå åäèíè÷íîãî èìïóëüñà íà âûõîäå ïîëó÷èì íåêèé ñèãíàë

h(t). Âûÿñíèì, êàê îí âûãëÿäèò. Ïî ëèíåéíîñòè è ñòàöèîíàðíîñòè èç δ[n] →
h[n] ïîëó÷àåì:

aδ[n] → ah[n],
δ[n− k] → h[n− k].
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Ìû íà÷àëè ñ äåéñòâèÿ èìåííî íà åäèíè÷íûé èìïóëüñ, ïîòîìó ÷òî ëþáóþ
âõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî ðàçëîæèòü â ñóììó δ-ôóíêöèé ïî âñåì
òî÷êàì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñÿêîãî äèñêðåòíîãî ñèãíàëà

x[n] =
∞∑

k=−∞
x[k] · δ[n− k]

ïîëó÷àåì, ÷òî

y[n] =
∞∑

k=−∞
x[k] · h[n− k].

Äàâàéòå ïîäðîáíåå ðàññìîòðèì âûðàæåíèå â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåé ôîð-
ìóëû. Îíî î÷åíü íàïîìèíàåò îïåðàöèþ ñâ¼ðòêè ôóíêöèé äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó-
÷àÿ.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñâ¼ðòêîé äâóõ ôóíêöèé f1(x) è f2(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

ϕ(x) =

∞∫

−∞
f1(x− y)f2(y)dy.

Ñâ¼ðòêà îáîçíà÷àåòñÿ êàê ϕ(x) = f1(x) ∗ f2(x)

Òåîðåìà 1 (Ñâîéñòâà ñâ¼ðòêè). Ñâ¼ðòêà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
(1) Êîììóòàòèâíîñòü:

f1 ∗ f2 = f2 ∗ f1.

(2) Àññîöèàòèâíîñòü:

f1 ∗ (f2 ∗ f3) = (f1 ∗ f2) ∗ f3.

(3) Äèñòðèáóòèâíîñòü:

f1 ∗ (f2 + f3) = f1 ∗ f2 + f1 ∗ f3.

(4) Àññîöèàòèâíîñòü óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð:

∀a ∈ R a(f ∗ g) = (af) ∗ g = f ∗ (ag).

(5) Ïðàâèëî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

(f ∗ g)′ = (f ′) ∗ g + f ∗ (g′).

(6) Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò îïåðàöèþ ñâ¼ðòêè â ïðîèçâåäåíèå:
åñëè ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå f(x) è g(x) ïåðåõîäÿò â
F (x) è G(x) ñîîòâåòñòâåííî, òî F (x)G(x) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèè f(x) ∗ g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâîå, òðåòüå è ÷åòâ¼ðòîå ñâîéñòâà î÷åâèäíû. Âòîðîå ëåãêî
ïîëó÷àåòñÿ ïðè ïîìîùè çàìåíû ïåðåìåííûõ.
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k →∞
1/k

k/2 −k/2

Ðèñ. 2. Åäèíè÷íûé èìïóëüñ â ïðåäåëå.

Ïÿòîå:



n∫

−n

f(n− y)g(y)dy



′

= f(n)g(0)− f(−n)g(2n) =

= f(x)g(n− x)|n−n =

n∫

−n

f(x)g′(n− x)dx +

n∫

−n

g(n− x)d(f(x)) =

=

n∫

−n

f(x)g′(n− x)dx +

n∫

−n

f ′(x)g(n− x)dx,

è ïÿòîå ñâîéñòâî ïîëó÷àåòñÿ ïðè n →∞.
Øåñòîå:
∞∫

−∞

∞∫

−∞
f(x− y)g(y)dye−itxdt =

∞∫

−∞
g(y)dy

∞∫

−∞
f(x− y)e−itxdt =

=

∞∫

−∞
g(y)dy

∞∫

−∞
f(z)e−it(z+y)dz =

∞∫

−∞
g(y)e−itydy

∞∫

−∞
f(z)e−itzdz = G(t)F (t).

¤

Ðàç ðåçóëüòàò ïîñëå äåéñòâèÿ ñèñòåìû íà ëþáîé ñèãíàë óäà¼òñÿ âûðàçèòü
÷åðåç åäèíè÷íûé èìïóëüñ è åãî ïðåîáðàçîâàíèå â ñèñòåìå, òî ìîæíî çàêëþ-
÷èòü, ÷òî ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà ïîëíîñòüþ çàäà¼òñÿ ñâîåé ðåàêöèåé
íà åäèíè÷íûé èìïóëüñ, à èìåííî

y = x ∗ h.

3. Íåïðåðûâíûå ñèãíàëû â ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíûõ ñèñòåìàõ
Îò óïðîù¼ííîé äèñêðåòíîé ìîäåëè ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ íåïðåðûâíûõ

ñèãíàëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâîäÿòñÿ âñå àíàëîãè÷íûå âûêëàäêè, òîëüêî ñ
ó÷åòîì ïåðåõîäà ê íåïðåðûâíîñòè.

Åäèíè÷íûé èìïóëüñ â ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ôèãóðó
ïîêàçàííîãî íà ðèñ. 2 âèäà.

Òîãäà, ðàññìàòðèâàÿ ãðàôèê íåïðåðûâíîé ôóíêöèè êàê íàáîð äèñêðåòíûõ
çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè ñ íåêèì øàãîì ∆, ïîëó÷àåì:

∞∑

k=−∞
∆ · x(k∆) −−−→

∆→0

∫ ∞

−∞
x(t)dt.
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∆

1/∆

0

Ðèñ. 3. Ôóíêöèÿ δ∆.
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Ðèñ. 4. δ�ôóíêöèÿ.

Ðàññìîòðèì δ∆-ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé èçîáðàæ¼í íà ðèñ. 3.
Ïîñëå äåéñòâèÿ ñèñòåìû δ∆(t) → h∆(t). Ïî ñâîéñòâó ñòàöèîíàðíîñòè

σ∆(t + k∆) → h∆(t + k∆).

Ðàññìîòðèì:

χ∆(t) =
∞∑

k=−∞
x(k∆) · δ∆(t− k∆) ·∆ →

∑

k

x(k∆)h∆(t− k∆)∆

Ñëåâà çäåñü çàïèñàíî ñòóïåí÷àòîå ïðèáëèæåíèå ôóíêöèè x(t). Óìåíüøàÿ âå-
ëè÷èíó øàãà, âûðàçèì âõîäíîé ñèãíàë ÷åðåç δ∆-ôóíêöèþ ïî àíàëîãèè ñ äèñ-
êðåòíûì ñëó÷àåì (êîíå÷íî, íà ñàìîì äåëå çäåñü íóæíî ñêàçàòü ìíîãî ñëîâ îá
óñëîâèÿõ íåïðåðûâíîñòè, ïðè êîòîðûõ ýòî âîçìîæíî, íî äàâàéòå äëÿ ïðîñòîòû
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ó íàñ âñå ôóíêöèè õîðîøèå):

x(t) =

∞∫

−∞
x(τ)δ(t− τ)dτ −−−→

∆→0

∞∫

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ

Òåïåðü δ-ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òàê: å¼ çíà÷åíèÿ âåçäå, êðîìå íóëÿ � íîëü,
à èíòåãðàë å¼ ðàâåí åäèíèöå. Ãðàôè÷åñêè å¼ îáû÷íî èçîáðàæàþò òàê, êàê ïî-
êàçàíî íà ðèñ. 4.

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû çàäàíèÿ òàêîé ôóíêöèè:
• δ-ôóíêöèþ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåðó, çàäàííóþ óñëîâèåì∫

x(τ)dδ = x(0);

• ñ äðóãîé ñòîðîíû, δ-îïåðàòîð
δ[f ] = f(0)

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèíåéíûé îïåðàòîð L1 → L1 èëè L2 → L2;
• íó è, íàêîíåö, δ ìîæíî ââåñòè êàê åäèíèöó îïåðàöèè ñâ¼ðòêè:

∀x x = x ∗ δ = δ ∗ x.
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0

1
u(t)

Ðèñ. 5. Ôóíêöèÿ u(t).

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè, ÷òî ëèíåéíàÿ ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîèì ïîâåäåíèåì íà δ-ôóíêöèè:

δ(t) → ? → h(t),

x(t) =
∫

x(τ)δ(t− τ)dτ → ? →
∫

x(τ)h(t− τ)dτ = y(t).

4. Äèôôåðåíöèàòîðû è èíòåãðàòîðû
Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî âàæíûõ ïðèìåðîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ âîçìîæíîñòè

ñèñòåì.
Îïðåäåëåíèå 4. Äèôôåðåíöèàòîðîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíàÿ ñè-
ñòåìà, êîòîðàÿ âûäà¼ò äèôôåðåíöèðîâàííóþ âõîäíóþ ôóíêöèþ.

x(t) → ? → dx(t)
dt

Ïîñòðîèì òàêóþ ñèñòåìó, êàê âñåãäà, íà÷èíàÿ ñ δ-ôóíêöèè.
δ(t) → ? → δ′(t).

Ââåä¼ì òåïåðü ôóíêöèþ u1 ïî ïðàâèëó
x ∗ u1 = x′.

Óâåëè÷èâàÿ ïîðÿäîê äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü ðÿä ôóíêöèé

uk : x ∗ uk =
dkx

dtk
,

ãäå êàæäàÿ èç uk ïîëó÷àåòñÿ èç ïðåäûäóùåé ïî àññîöèàòèâíîñòè ñâ¼ðòêè.
Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ è èíòåãðàòîð.

Îïðåäåëåíèå 5. Èíòåãðàòîðîì íàçûâàåòñÿ ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíàÿ ñèñòåìà,
êîòîðàÿ âûäà¼ò èíòåãðàë âõîäíîé ôóíêöèè.

x(t) → ? →
t∫

−∞
x(τ)dτ

Äëÿ îïèñàíèÿ òàêîé ñèñòåìû íàì ïîíàäîáèòñÿ ïîäñ÷èòàòü èíòåãðàë δ-ôóíêöèè.
Èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäíåé ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ýòî ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ u(t), èçîá-
ðàæ¼ííàÿ íà ðèñ. 5:

∞∫

−∞
x(τ)u(t− τ)dτ =

t∫

−∞
x(τ)dτ.



Ëåêöèÿ 2. Ñèãíàëû è ñèñòåìû 7

Îáîçíà÷èâ u(t) êàê u−1(t) è ïîëîæèâ u0 = δ, u1 = δ′ è òàê äàëåå, ìîæíî
îáúåäèíèòü èíòåãðàòîðû è äèôôåðåíöèàòîðû â åäèíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé

{uk}∞−∞, ãäå uk ∗ ul = ukl.

Èíòåãðàòîðû è äèôôåðåíöèàòîðû èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ïðàêòèêå
êîíñòðóèðîâàíèÿ àíàëîãîâûõ ñèñòåì. Îíè ÿâëÿþòñÿ áàçîâûì ýëåìåíòàìè ìèê-
ðîýëåêòðîíèêè, èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôèëüòðîâ, ãåíåðàòîðîâ è äðóãèõ
âàæíûõ ýëåìåíòîâ ñõåì.

5. Ñîáñòâåííûå ôóíêöèè ñèñòåìû
Ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à çàäàíèÿ ñèñòåìû. Ðàíåå áûëè ïðîâåäåíû ïîïûòêè

îïðåäåëèòü ïðåîáðàçîâàòåëü ñèãíàëà íà îñíîâå äåéñòâèÿ íà åäèíè÷íûé èì-
ïóëüñ. Îäíàêî äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âèä ôóíêöèè h(t), ÷òî ÿâëÿåòñÿ
â îáùåì âèäå ñëîæíîé çàäà÷åé: ôóíêöèÿ � î÷åíü óæ ìíîãîìåðíûé îáúåêò.

Çäåñü ìû ðàññìîòðèì äðóãîé ïîäõîä ê óïðîùåíèþ. Ðàçëîæèì âõîäíîé ñèã-
íàë x(t) â âèäå íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ {ak}∞−∞ íà áàçèñå:

x(t) =
∞∑

k=−∞
akϕk(t),

ïðè÷¼ì òàê, ÷òîáû ôóíêöèè ϕk(t) ÿâëÿëèñü ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ñèñòåìû.

Îïðåäåëåíèå 6. Åñëè ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà íà íåêîòîðóþ ôóíêöèþ ïî-
ëó÷àåòñÿ òà æå ñàìàÿ ôóíêöèÿ, óìíîæåííàÿ íà ñêàëÿð:

Af = λf,

òî òàêóþ ôóíêöèþ f íàçûâàþò ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îïåðàòîðà A, à ÷èñëî
λ � åãî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì.

Â íàøåì ñëó÷àå ðîëü îïåðàòîðà èãðàåò ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè-ñèãíàëà â
ñèñòåìå. Ïðè ýòîì

ϕk(t) → λkϕk(t),

ãäå λk ∈ R � ñîáñòâåííûå ÷èñëà, ϕk(t) � ñîáñòâåííûå ôóíêöèè.
Âåðí¼ìñÿ ê çàäà÷å çàäàíèÿ ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ðàçëîæèì x(t) ïî ñîáñòâåí-

íûì ôóíêöèÿì:

x(t) =
∞∑

k=−∞
akϕk(t) →

∞∑

k=−∞
λkakϕk(t)

Âñïîìíèì, ÷òî

x(t) =
∫ ∞

−∞
x(t)δ(t− τ)dτ →

∫ ∞

−∞
x(τ)h(t− τ)dτ,

è
x(t) →

∫ ∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ.

Òåïåðü íàì òðåáóåòñÿ âûäåëèòü èç ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ñîáñòâåí-
íûå ÷èñëà è ôóíêöèè. Äëÿ ýòîãî õîòåëîñü áû âûáðàòü òàêóþ x(t), ÷òîáû

x(t− τ) = x(t) · x(−τ).
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Òîãäà âûðàæåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â òðåáóåìîå:∫ ∞

−∞
h(τ)x(t− τ)dτ = λ · x(t).

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòîìó ñâîéñòâó óäîâëåòâîðÿåò ýêñïîíåíòà.
Ëåììà 1 (Ñîáñòâåííûå ôóêöèè íåïðåðûâíîé ñèñòåìû). Ôóíêöèè est äëÿ ëþ-
áîãî s ∈ C ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè âñÿêîé ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíîé
ñèñòåìû ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè∫ ∞

−∞
h(τ)e−sτdτ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ, ïîëó÷èì:

est →
∫ ∞

−∞
h(τ)es(t−τ)dτ = est ·

∫ ∞

−∞
h(τ)e−sτdτ.

¤
À äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì ïî êîììóòàòèâíîñòè ñâ¼ðòêè

x[n] →
∑

x[k]h[n− k] =
∑

h[k]x[n− k].

Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ çàäàíèÿ ñèñòåìû ïîäõîäèò ïîêàçàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Ëåììà 2 (Ñîáñòâåííûå ôóêöèè äèñêðåòíîé ñèñòåìû). Ñèãíàë x[n] = zn äëÿ
ëþáîãî z ∈ C ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé âñÿêîé ëèíåéíî-ñòàöèîíàðíîé
äèñêðåòíîé ñèñòåìû ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì

∞∑

k=−∞
h[k]z−k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîäñòàâèâ, ïîëó÷èì:

zn →
∞∑

k=−∞
h[k] · zn−k = zn ·

∞∑

k=−∞
h[k]z−k.

¤
Èòàê, â ýòîé ëåêöèè ìû ââåëè ïîíÿòèå ñèñòåìû, ðàññìîòðåëè íåñêîëüêî ïî-

ÿñíÿþùèõ ïðèìåðîâ, à òàêæå ñïîñîáû çàäàíèÿ ñèñòåìû. Ñ ïîìîùüþ ñèñòåì è
ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå äàëåå áóäåò ââåäåíà ÷àñòîòíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñèãíàëà

x(t) −→ X(iω).


