
ËÅÊÖÈß 8. KERNEL TRICK

Ñåðãåé Íèêîëåíêî

1. Âñòóïëåíèå

Ïóñòü åñòü íàáîð äàííûõ â äèñêðåòíîì ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì ñëåäóþ-
ùèé ìåòîä, ïîçâîëÿþùèé ïîíèçèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà áåç ñóùåñòâåí-
íûõ ïîòåðü èíôîðìàöèè.

Âûáèðàåòñÿ íàïðàâëåíèå, âäîëü êîòîðîãî äàííûå èìåþò íàèáîëüøóþ äèñ-
ïåðñèþ. Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ëèíåéíîå íàïðàâëåíèå âäîëü êîòîðîãî äàííûå
íàèáîëåå èíôîðìàòèâíû (ñì. ðèñ. 1).

Ïîñëå ïåðâîãî íàïðàâëåíèÿ âûáèðàþòñÿ âòîðîå, òðåòüå è ò.ä. è èç íèõ ñî-
ñòàâëÿåòñÿ áàçèñ òàêèì îáðàçîì, ÷òî åñëè èç ýòîãî áàçèñà îñòàâèòü òîëüêî
íåñêîëüêî ïåðâûõ âåêòîðîâ è ñïðîåöèðîâàòü âñå äàííûå íà ïîëó÷åííîå ïîä-
ïðîñòðàíñòâî - ïîòåðè áóäóò ìèíèìàëüíûìè.

Ìåòîä áåðåò äàííûå â âèäå âåêòîðà èç xi è ñòðîèò ìàòðèöó êîâàðèàöèè, äèà-
ãîíàëèçóåò åå è íàõîäèò ñîáñòâåííûå ÷èñëà è âåêòîðà, ïðè ýòîì ñ.â. ìàòðèöû è
îêàæóòñÿ òåìè âåêòîðàìè, âäîëü êîòîðûõ ìàêñèìèçèðóåòñÿ äèñïåðñèÿ. Ñàìè
æå ñîáñòâåííûå âåêòîðà âûðàçÿòñÿ êàê íåêîòîðûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè xi.

2. Âûäåëåíèå ãëàâíûõ êîìïîíåíò

Íà ïðåäûäóùåé ëåêöèè ìû íàó÷èëèñü ñìåùàòü ìàòðèöó òàê, ÷òîáû ñðåäíåå
áûëî ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó òåïåðü äàííûå áóäåì âñåãäà ñ÷èòàòü öåíòðèðîâàí-
íûìè (åñëè ýòî íå òàê, òî ìû âñåãäà ìîæåì ïðèâåñòè èõ ê öåíòðèðîâàííîìó
âèäó).

Íà ðèñóíêå 2 òî÷êàìè îòìå÷åíû äàííûå, à òîíêèìè ëèíèÿìè - èõ ïðîåêöèè
íà âåêòîð â ëèíåéíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü äàííûå, êîòîðûå ìû ïðîåöèðóåì, îáðàçóþò íå ëèíåéíóþ à õîðîøóþ
íåëèíåéíóþ ñòðóêòóðó. Â òàêîì ñëó÷àå íàì íåîáõîäèìî âûäåëèòü ãëàâíûå êîì-
ïîíåíòû.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì Φ : RN → F , ãäå Φ - äàííûå. Ýòî îòîáðàæåíèå ïåðå-

âîäèò âåêòîð ~x ∈ RN â âåêòîð ~X ∈ F .
Ïðîèçâåä¼ì àíàëèç ãëàâíûõ êîìïîíåíò ñïðàâà, à íå ñëåâà:

c̃ =
1
M

M∑
j=1

Φ(x~j)Φ(x~j)T

λ~V = c̃~V =
1
M

M∑
j=1

~V Φ(x~j)Φ(x~j) (1)

Çàêîíñïåêòèðîâàëè Âàñèëüåâà Åêàòåðèíà, Ñìèðíîâ Åãîð.
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Ðèñ. 1. Äàííûå è íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåé èíôîðìàòèâíîñòè.
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Ðèñ. 2. Ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû êîâàðèàöèè.
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Ðèñ. 3. Íåëèíåéíûé ñëó÷àé.

〈Φ(x~1), ...,Φ(x~M )〉 - ïîäïðîñòðàíñòâî. Òî ÷òî ñîáñòâåííûé âåêòîð ëåæèò â
ñîáñòâåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå. Èç ýòîãî ñëå-
äóåò:

(1) Ìîæíî çàìåíèòü âåêòîð ~V , êîòîðûé ìîæåò áûòü â ýòîì ïðîñòðàíñòâå

äîâîëüíî áîëüøèì, íà íå áîëåå ÷åìM êîýôôèöèåíòîâ: ~V =
∑M

i=1 αiΦ(x̃i).
(2) Âûðàæåíèå (1) ñîïîñòàâèìî ñ:

∀k ∈ 1, ...M :



Ëåêöèÿ 3. Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå 3

λ

M∑
i=1

αi(Φ(xi)Φ(xk)) =
1
M

M∑
i=1

(Φ(x̃k)) =
M∑

j=1

Φ(xj)(Φ(xi)Φ(xk)) (2)

Ïîïûòàåìñÿ òåïåðü âûðàçèòü (1) ÷åðåç αi, òî åñòü

λ
∑

i

αiΦ(xi) =
1
M

∑
j

((
∑

αiΦ(xi))Φ(xj))Φ(xj)

Ýòî ðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ âåêòîðíûì. Âîçüìåì è çàìåíèì åãî íà k ñêàëÿð-
íûõ ðàâåíñòâ. Óìíîæàÿ ñêàëÿðíî ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè êàæäîãî ðàâåíñòâà
íà Φ(x1), Φ(x2) è ò.ä. èç âûðàæåíèÿ (2) ìîæíî íàéòè αi.

Óïðîñòèì çàïèñü:
Ïóñòü åñòü ìàòðèöà K = (Φ(xi)Φ(xj))ij

Òîãäà

λ(K~α) =
1
M

K2~λ (3).

Çàìå÷àíèå: K - ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà,
åå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ïîðîæäàþò âñå ïðîñòðàíñòâî. Ïîýòîìó åñëè ñîêðàòèòü
íà K, òî ìû íè÷åãî íå ïîòåðÿåì. Òàêèì îáðàçîì èç (3) ïîëó÷àåì (Mλ)~α = K~α,
ãäå α - ýëåìåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ äëÿ K, à Mα - ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-
ñòâåííûå ÷èñëà.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó K. Äèàãîíàëèçóåì åå è íàéäåì ñîáñòâåííûå ÷èñëà è
ñîáñòâåííûå âåêòîðà. Ïîëó÷èâ èõ, ñìîæåì ïîëó÷èòü α è λ. Íàïîìíèì, ÷òî α -

êîìïîíåíòû ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû C̃ â áàçèñå 〈Φ(x̃1), ...,Φ(x̃M )〉, à λ -

ñîáñòâåííûé ÷èñëà ìàòðèöû C̃.
Òåïåðü íàì íåîáõîäèìî íàéòè êîìïîíåíòû ïðîåêöèè íîâîãî âåêòîðà íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâî.

(Φ(x)~V k) =
M∑

j=1

αk
j (Φ(x)Φ(xj)),

ãäå ~V k - ñ.â.

Ýòî âåðíî, òàê êàê V
k

=
∑m

j=1 αk
j Φ(xj)

Îñíîâíàÿ èäåÿ çäåñü - ÷òî âñå ðàññóæäåíèÿ âåëèñü â òåðìèíàõ ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ è áîëüøå íèãäå íå èñïîëüçîâàëîñü ïðîñòðàíñòâî F . Îíî èñïîëü-
çóåòñÿ òîëüêî â Φ(~x)Φ(~y). Èç ýòîãî ñëåäóåò ÷òî íóæíî òîëüêî óìåòü âû÷èñëÿòü
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ýòîì ïðîñòðàíñòâå:

Φ(~x)Φ(~y) = K(~x, ~y), ãäå K íàçûâàåòñÿ ÿäðîì.
Åñëè ÿäðî K(~x, ~y) ìîæíî áûñòðî âû÷èñëèòü, òî èΦ : RN → F ìîæíî áûñòðî

âû÷èñëèòü.

3. Ïðèìåðû ÿäåð

Ïðèìåð 1

Ðàññìîòðèì, êàêîìó ïðîñòðàíñòâó F áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü òàêîå K:

K(~x, ~y) = (~x, ~y)2.
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Ïðåîáðàçóåì:

K(~x, ~y) = (x1y1 + x2y2)
2 = x2

1y
2
1 + 2x1y1x2y2 + x2

2y
2
2 =

= (x2
1, x

2
2,
√

2x1x2)
“
y2
1 , y2

2 ,
√

2x1x2

”
.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî òàêîé âûáîð ÿäðà îòâå÷àåò ïåðåõîäó â òð¼õìåðíîå ïðîñòðàíñòâî,
îñè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ìîíîìàìè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ðîñò
ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà ñ äâóõ äî òð¼õ.

Ðàññìîòðèì â îáùåì âèäå:

K(~x, ~y) = (~x, ~y)d = Cd(~x)Cd(~y)

Cd(x1..xN )d = xd−1
1 + xd−1

1 x2 + ... + xd
N

Ýòî âñå ìîíîìû ñòåïåíè d. Ðàçìåðíîñòü ðàñòåò êàê Nd. Òàêîé áûñòðûé ðîñò
ðàçìåðíîñòè ñèëüíî óâåëè÷èâàåò ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèé. Íàïðèìåð, äëÿ îá-
ðàáîòêè îáðàçà ðàçìåðîì 16 × 16 ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîíîìîâ ïÿòîãî ïîðÿäêà,
ðàçìåðíîñòü âåêòîðà íà âõîäå 256, à íà âûõîäå - 25×8.

Ìû ðàáîòàåì â ïîäïðîñòðàíñòâå, äëÿ êîòîðîãî ðàçìåðíîñòü d ≤ êîëè÷å-
ñòâó íàøèõ âåêòîðîâ. Îäíàêî âñå âûäåëåííûå íàìè êîìïîíåíòû ïðîèñõîäÿò
èç áîëüøîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ïðèìåð 2

Ïóñòü ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü âñå ñòåïåíè îò 1 äî d, à íå òîëüêî ñàìó d, òî åñòü
÷òîáû íîâûé âåêòîð âûãëÿäåë íå êàê

(x2
1, x

2
2, x1x2),

à êàê

(x2
1, x

2
2, x1x2, x1, x2, 1).

Äëÿ ýòîãî ÿäðî íóæíî ìîäèôèöèðîâàòü îäíèì èç ñëåäóþùèõ îáðàçîâ:

(1) K(~x, ~y) = (~x,~y)d+1−1
(~x,~y)−1

= (~x, ~y)d + ... + 1.

(2) K(~x, ~y) = ((~x, ~y) + c)d.

Ó äàííîãî ìåòîäà ìîãóò âîçíèêíóòü ïðîáëåìû â ñëó÷àå, åñëè îäíà ðàçìåð-
íîñòü ñèëüíî áîëüøå äðóãîé (îòëè÷èå íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ).

4. Çàäà÷à íà ñîîáðàçèòåëüíîñòü:

Êàê èñïîëüçîâàòü íåéðîííóþ ñåòü ÷òîáû íàéòè ãëàâíûå êîìïîíåíòû?
Îòâåò: Îáó÷àåì íåéðîííóþ ñåòü íà òîæäåñòâåííîé ôóíêöèè (ñì. ðèñ. 4).

Ñåòü âûïîëíÿåò äâà ïðåîáðàçîâàíèÿ: ïðÿìîå è îáðàòíîå, ïîëó÷àÿ íà âûõîäå
ñíîâà N ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàò äîëæåí êàê ìîæíî ìåíüøå îòëè÷àòüñÿ
îò âõîäíûõ äàííûõ. Ïðè òàêîì ïîäõîäå â ñåòè ïîëó÷àåòñÿ âíóòðåííèé ñêðûòûé
óðîâåíü ñ K ýëåìåíòàìè.

Çàìå÷àíèå: Îáó÷åíèå íåéðîííîé ñåòè íå ãàðàíòèðîâàíî. Ìîæíî ïîïàñòü â
ëîêàëüíûé ìèíèìóì è ïîëó÷èòü íå òå êîìïîíåíòû, êîòîðûå ìû èñêàëè.
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Ðèñ. 4. Íåéðîííàÿ ñåòü äëÿ îáó÷åíèÿ (K < N).

5. Êëàñòåðèçàöèÿ

Ïîïûòàåìñÿ ïðèìåíèòü kernel trick ê çàäà÷å êëàñòåðèçàöèè (ðàçáèåíèÿ íà-
áîðà äàííûõ íà íåñêîëüêî ãðóïï - êëàñòåðîâ). Ðàññìîòðèì êëàñòåðèçàöèþ ìå-
òîäîì k-ñðåäíèõ ñ çàðàíåå èçâåñòíûì êîëè÷åñòâîì êëàñòåðîâ K. Íà÷íåì ñ ëè-
íåéíîãî ìåòîäà:

(1) èíèöèèðóåì mα = 1..K - ñëó÷àéíî âûáðàííûå òî÷êè-öåíòðû

(2) äëÿ êàæäîãî ~xi : Mi,α =

{
1, åñëè ||xi − ~mα||2 ≤ ||~xi − ~mβ ||2,
0 â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ∀β.

(3) ∀α: ~mα =
∑

i:Mi,α=1 ~xi - ñäâèíóëè öåíòðû

(4) ñíîâà íà÷àëè ñî 2 øàãà

Ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà öåíòðû ïåðåñòàþò èçìåíÿòüñÿ.
Ñäåëàåì òåïåðü ìåòîä íåëèíåéíûì:

~x1 = ~m1

~x2 = ~m2

...

~xk = ~mk

~xt+1 → Mt+1,α(~xt+1 − ~mt
α), ãäå mα - ñðåäíåå âñåõ òî÷åê êîòîðûå ê íåìó

ïðèíàäëåæàò.
Ìû íà÷èíàåì íå ñî ñëó÷àéíûõ òî÷åê. Ïðîöåññ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èòåðàòèâíûì.

~mα =
M∑

j=1

γα,jΦ(~xj)

Ìû õîòèì, ÷òîáû îíè íàõîäèëèñü â ïðîñòðàíñòâå F
~mα ∈ 〈Φ(~x1), ...Φ(~xM )〉
Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ñïðîåöèðóåì èõ íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó è ðàññòîÿíèå

äî êàæäîé òî÷êè óìåíüøèòñÿ. Îòñþäà è âûòåêàåò ïðèíàäëåæíîñòü ë.î.
Âûðàçèì ðàññòîÿíèå ÷åðåç K:

||Φ(~x)−
M∑

j=1

γαjΦ(~xj)||2 = K(~x, ~x)− 2
M∑

i,j=1

γαjγαi(~xj , ~xi)
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Äàëåå ìû ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ òîé æå ïðîöåäóðîé, ÷òî è â ëèíåéíîì ñëó-
÷àå, èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó äëÿ ðàññòîÿíèÿ. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü
àïäåéò êëàñòåðà, íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü ñðåäíåå, òî åñòü:

~mt+1
α = ~mt

α + ξ(Φ(~xt+1 − ~mt
α),

ãäå ξ = Mt+1,αPt+1
i=1 Mi,α

⇒

⇒
∑

γt+1
αj

Φ(xj) =
∑

j

γt
αj

Φ(xj) + ξ(...)

γt+1
αj

=

{
ξ, j = t + 1
γt

αj
(1− ξ), j 6= t + 1

Òàêèì îáðàçîì ìû íàó÷èëèñü ïðåäñòàâëÿòü íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ïî-
ñðåäñòâîì ëèíåéíîãî ìåòîäà ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå.


