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Ýòèì ìû çàéì¼ìñÿ íà ñåìèíàðå.
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Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

De�nition

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî òðîéêà (Ω,F , p), ãäå

Ω � ìíîæåñòâî, ýëåìåíòû êîòîðîãî íàçûâàþòñÿ

ýëåìåíòàðíûìè ñîáûòèÿìè, èñõîäàìè èëè òî÷êàìè;

F � ñèãìà-àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω, íàçûâàåìûõ

(ñëó÷àéíûìè) ñîáûòèÿìè;

P � âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà èëè âåðîÿòíîñòü, ò.å. òàêàÿ

σ�àääèòèâíàÿ êîíå÷íàÿ ìåðà, ÷òî p(Ω) = 1.

De�nition

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X : Ω −→ R èíäóöèðóåò ðàñïðåäåëåíèå

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X íà áîðåëåâñêèõ PX (B) = P(X ∈ B).
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Îïåðàöèè íàä âåðîÿòíîñòÿìè

Ñîâìåñòíàÿ âåðîÿòíîñòü p(x , y), x ∈ ΩX , y ∈ ΩY

îïðåäåëÿåòñÿ íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè ΩX ×ΩY .

Ìàðãèíàëèçàöèÿ èç ñîâìåñòíîé âåðîÿòíîñòè:

p(x = a) =
∑
y∈ΩY

p(x = a, y).

Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü:

p(x = a|y = b) =
p(x = a, y = b)

p(y = b)
, åñëè p(y = b) 6= 0.

Â æèçíè âñå âåðîÿòíîñòè óñëîâíûå; â íàøåì êóðñå îíè

òîæå áóäóò îáû÷íî óñëîâíûìè.
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Îáùèå ïðàâèëà

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ:

p(x , y |H) = p(x |y ,H)p(y |H) = p(y |x ,H)p(x |H).

Ïðàâèëî ñóììèðîâàíèÿ:

p(x |H) =
∑
y

p(x , y |H) =
∑
y

p(x |y ,H)p(y |H).

Òåîðåìà Áàéåñà:

p(y |x ,H) =
p(x |y ,H)p(y |H)

p(x |H)
=

p(x |y ,H)p(y |H)∑
y ′ p(x |y ′,H)p(y ′|H)

.

Íåçàâèñèìîñòü îïðåäåëèì ïðîñòî: äâå ñëó÷àéíûå

ïåðåìåííûå X è Y íåçàâèñèìû, åñëè

p(x , y) = p(x)p(y).
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Î áîëåçíÿõ è âåðîÿòíîñòÿõ

Ïðèâåä¼ì êëàññè÷åñêèé ïðèìåð èç êëàññè÷åñêîé îáëàñòè

ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòèêè � ìåäèöèíû.

Ïóñòü íåêèé òåñò íà êàêóþ-íèáóäü áîëåçíü èìååò

âåðîÿòíîñòü óñïåõà 95% (ò.å. 5% � âåðîÿòíîñòü êàê

ïîçèòèâíîé, òàê è íåãàòèâíîé îøèáêè).

Âñåãî áîëåçíü èìååòñÿ ó 1% ðåñïîíäåíòîâ (îòëîæèì íà

âðåìÿ òî, ÷òî îíè ðàçíîãî âîçðàñòà è ïðîôåññèé).

Ïóñòü íåêèé ÷åëîâåê ïîëó÷èë ïîçèòèâíûé ðåçóëüòàò òåñòà

(òåñò ãîâîðèò, ÷òî îí áîëåí). Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí

äåéñòâèòåëüíî áîëåí?
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Ïðèâåä¼ì êëàññè÷åñêèé ïðèìåð èç êëàññè÷åñêîé îáëàñòè

ïðèìåíåíèÿ ñòàòèñòèêè � ìåäèöèíû.

Ïóñòü íåêèé òåñò íà êàêóþ-íèáóäü áîëåçíü èìååò

âåðîÿòíîñòü óñïåõà 95% (ò.å. 5% � âåðîÿòíîñòü êàê

ïîçèòèâíîé, òàê è íåãàòèâíîé îøèáêè).

Âñåãî áîëåçíü èìååòñÿ ó 1% ðåñïîíäåíòîâ (îòëîæèì íà

âðåìÿ òî, ÷òî îíè ðàçíîãî âîçðàñòà è ïðîôåññèé).

Ïóñòü íåêèé ÷åëîâåê ïîëó÷èë ïîçèòèâíûé ðåçóëüòàò òåñòà

(òåñò ãîâîðèò, ÷òî îí áîëåí). Ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îí

äåéñòâèòåëüíî áîëåí?

Îòâåò: 16%.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t ðåçóëüòàò òåñòà, ÷åðåç d � íàëè÷èå

áîëåçíè.

p(d = 1) = p(d = 1|t = 1)p(t = 1) + p(d = 1|t = 0)p(t = 0).

Èñïîëüçóåì òåîðåìó Áàéåñà:

p(d = 1|t = 1) =

=
p(t = 1|d = 1)p(t = 1)

p(d = 1|t = 1)p(t = 1) + p(d = 1|t = 0)p(t = 0)
=

=
0.95× 0.01

0.95× 0.01 + 0.05× 0.99
= 0.16.
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Âûâîä

Âîò òàêèå çàäà÷è ñîñòàâëÿþò ñóòü âåðîÿòíîñòíîãî âûâîäà

(probabilistic inference).

Ïîñêîëüêó îíè îáû÷íî îñíîâàíû íà òåîðåìå Áàéåñà, âûâîä

÷àñòî íàçûâàþò áàéåñîâñêèì (Bayesian inference).

Íî íå òîëüêî ïîýòîìó.
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Âåðîÿòíîñòü êàê ÷àñòîòà

Îáû÷íî â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé,

ïðîèñõîäÿùåé èç ôèçèêè, âåðîÿòíîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê

ïðåäåë îòíîøåíèÿ êîëè÷åñòâà îïðåäåë¼ííîãî ðåçóëüòàòà

ýêñïåðèìåíòà ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ýêñïåðèìåíòîâ.

Ñòàíäàðòíûé ïðèìåð: áðîñàíèå ìîíåòêè.
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Âåðîÿòíîñòü êàê ñòåïåíü äîâåðèÿ

Ìû ìîæåì ðàññóæäàòü î òîì, ¾íàñêîëüêî âåðîÿòíî¿ òî,

÷òî Â. Â. Ïóòèí íàçíà÷èò ïðååìíèêîì Ñ. Â. Èâàíîâà èëè

òî, ÷òî ¾Îäèññåþ¿ íàïèñàëà æåíùèíà. Íî î ¾êîëè÷åñòâå

ýêñïåðèìåíòîâ¿ ãîâîðèòü áåññìûñëåííî � ýêñïåðèìåíò

ðîâíî îäèí.

Çäåñü âåðîÿòíîñòè óæå âûñòóïàþò êàê ñòåïåíè äîâåðèÿ

(degrees of belief). Ýòî áàéåñîâñêèé ïîäõîä ê âåðîÿòíîñòÿì

(Òîìàñ Áàéåñ òàê ïîíèìàë).

Ê ñ÷àñòüþ, è òå, è äðóãèå âåðîÿòíîñòè ïîä÷èíÿþòñÿ îäíèì

è òåì æå çàêîíàì, à åñëè íå ïîä÷èíÿþòñÿ � çíà÷èò, íå

âåðîÿòíîñòè è áûëè.
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Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è

Ïðÿìàÿ çàäà÷à: â óðíå ëåæàò 10 øàðîâ, èç íèõ 3 ÷¼ðíûõ.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûáðàòü ÷¼ðíûé øàð?

Èëè: â óðíå ëåæàò 10 øàðîâ ñ íîìåðàìè îò 1 äî 10. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü, ÷òî íîìåðà òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíî âûáðàííûõ

øàðîâ äàäóò â ñóììå 12?

Îáðàòíàÿ çàäà÷à: ïåðåä íàìè äâå óðíû, â êàæäîé ïî 10

øàðîâ, íî â îäíîé 3 ÷¼ðíûõ, à â äðóãîé � 6. Êòî-òî âçÿë

èç êàêîé-òî óðíû øàð, è îí îêàçàëñÿ ÷¼ðíûì. Êàêîâà

âåðîÿòíîñòü, ÷òî îí áðàë øàð èç ïåðâîé óðíû?
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Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è

Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðÿìûå çàäà÷è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

îïèñûâàþò íåêèé âåðîÿòíîñòíûé ïðîöåññ èëè ìîäåëü è

ïðîñÿò ïîäñ÷èòàòü òó èëè èíóþ âåðîÿòíîñòü (ò.å.

ôàêòè÷åñêè ïî ìîäåëè ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå).

Îáðàòíûå çàäà÷è ñîäåðæàò ñêðûòûå ïåðåìåííûå (â

ïðèìåðå � íîìåð óðíû, èç êîòîðîé áðàëè øàð). Îíè ÷àñòî

ïðîñÿò ïî èçâåñòíîìó ïîâåäåíèþ ïîñòðîèòü âåðîÿòíîñòíóþ

ìîäåëü.

Çàäà÷è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ îáû÷íî ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè

âòîðîé êàòåãîðèè.
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Îïðåäåëåíèÿ

Çàïèøåì òåîðåìó Áàéåñà:

p(x |y ,H) =
p(x)p(y |x ,H)

p(y |H)
.

Çäåñü p(x) � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü (prior probability),

p(y |x ,H) � ïðàâäîïîäîáèå (likelihood), p(x |y) �

àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü (aposterior probability),

p(y |H) � âåðîÿòíîñòü äàííûõ (evidence).

Âîîáùå, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ èìååò âèä

a 7→ p(y |x = a)

äëÿ íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y .
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Likelihood principle

Ïðèíöèï ïðàâäîïîäîáèÿ (likelihood principle): åñëè äàíà

ìîäåëü äàííûõ d ïðè óñëîâèè ïàðàìåòðîâ θ, äàíà ôóíêöèÿ

ïðàâäîïîäîáèÿ p(d |θ) è ìû ïðîíàáëþäàëè íåêîòîðûé

íàáîð äàííûõ d1, â äàëüíåéøåì âûâîä è ïðåäñêàçàíèÿ

äîëæíû çàâèñåòü òîëüêî îò p(d1|θ).

Èíûìè ñëîâàìè, íàì íóæíî òîëüêî çíàòü, êàê âåðîÿòíîñòü

äàííûõ êîíêðåòíûõ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ d çàâèñèò îò

ãèïîòåçû.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïðîñòàÿ çàäà÷à âûâîäà: äàíà íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà, îíà

ïîäáðîøåíà N ðàç, èìååòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ðåçóëüòàòîâ ïàäåíèÿ ìîíåòêè. Íàäî îïðåäåëèòü å¼

¾íå÷åñòíîñòü¿ è ïðåäñêàçàòü, ÷åì îíà âûïàäåò â

ñëåäóþùèé ðàç.
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Ïåðâûå çàìå÷àíèÿ

Åñëè ó íàñ åñòü âåðîÿòíîñòü ph òîãî, ÷òî ìîíåòêà âûïàäåò

ðåøêîé (âåðîÿòíîñòü îðëà pt = 1 − ph), òî âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî âûïàäåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü s, êîòîðàÿ ñîäåðæèò

nh ðåøåê è nt îðëîâ, ðàâíà

p(s |ph,H1) = p
nh
h (1 − ph)

nt .

Ñäåëàåì ïðåäïîëîæåíèå: áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìîíåòêà

âûïàäàåò ðàâíîìåðíî, ò.å. ó íàñ íåò àïðèîðíîãî çíàíèÿ ph.

Òåïåðü íóæíî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó Áàéåñà è âû÷èñëèòü

ñêðûòûå ïàðàìåòðû.
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Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Áàéåñà

p(ph|s,H1) =
p(s |ph,H1)p(ph |H1)

p(s |H1)
.

Çäåñü p(ph) ñëåäóåò ïîíèìàòü êàê íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ

âåëè÷èíó, ñîñðåäîòî÷åííóþ íà èíòåðâàëå [0, 1], êîåé îíà è

ÿâëÿåòñÿ. Íàøå ïðåäïîëîæåíèå î ðàâíîìåðíîì

ðàñïðåäåëåíèè â äàííîì ñëó÷àå çíà÷èò, ÷òî àïðèîðíàÿ

âåðîÿòíîñòü p(ph|H) = 1, ph ∈ [0, 1] (ò.å. àïðèîðè ìû íå

çíàåì, íàñêîëüêî íå÷åñòíà ìîíåòêà, è ïðåäïîëàãàåì ýòî

ðàâíîâåðîÿòíûì). À p(s |ph,H1) ìû óæå çíàåì.

Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ:

p(ph|s,H1) =
p
nh
h (1 − ph)

nt

p(s |H1)
.
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Ïðèìåíåíèå òåîðåìû Áàéåñà

Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ:

p(ph|s,H1) =
p
nh
h (1 − ph)

nt

p(s |H1)
.

Îñòàëîñü ïîäñ÷èòàòü p(s |H1); å¼ íóæíî ìàðãèíàëèçîâàòü

èç ôóíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ:

p(s |H1) =

∫
1

0

p
nh
h (1 − ph)

ntdpa =

=
Γ(nh + 1)Γ(nt + 1)

Γ(nh + nt + 2)
=

nh!nt !

(nh + nt + 1)!
.
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À òåïåðü ïðåäñêàæåì ñëåäóþùèé èñõîä

×òîáû ïðåäñêàçàòü ñëåäóþùèé èñõîä, íóæíî âû÷èñëèòü

p(heads|s):

p(heads|s) =

∫
1

0

p(heads|ph)p(ph|s,H1)dph =

=

∫
1

0

p
nh+1

h (1 − ph)
nt

p(s)
dph =

=
(nh + 1)!nt !

(nh + nt + 2)!
· (nh + nt + 1)!

nh!nt !
=

nh + 1

nh + nt + 2
.

Ýòî íàçûâàåòñÿ ïðàâèëî Ëàïëàñà.
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Ìû èñïîëüçîâàëè ïðåäïîëîæåíèå H1 î ðàâíîìåðíîì

àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè ph.

Ýòî áûëî íàøåé ìîäåëüþ ñèòóàöèè.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ìîäåëè; íàïðèìåð, ìîæíî

àïðèîðè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìîíåòêà ïàäàåò ðåøêîé ñ

âåðîÿòíîñòüþ 1/3, ò.å. ph = 1/3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H0

Êàê ñðàâíèòü, êàêàÿ èç ìîäåëåé Hi ëó÷øå îïèñûâàåò

äàííûå?
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Òåîðåìà Áàéåñà

Ñíîâà òåîðåìà Áàéåñà:

p(H1|s) =
p(s |H1)p(H1)

p(s)
, p(H0|s) =

p(s |H0)p(H0)

p(s)
.

Íóæíî êàê-òî îöåíèòü àïðèîðíûå âåðîÿòíîñòè p(H0) è

p(H1); ìîæíî ïðîñòî ïîëîæèòü èõ ðàâíûìè 1/2.

Òåïåðü ìîæíî ñîñòàâèòü îòíîøåíèå:

p(H1|s)

p(H0|s)
=

p(s |H1)p(H1)

p(s |H0)p(H0)
=

nh!nt !

(nh + nt + 1)!
· 1

(1/3)nh(2/3)nt
.

Ýòî îòíîøåíèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñðàâíåíèÿ

ìîäåëåé.
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Îïðåäåëåíèÿ

De�nition

Ãèïîòåçà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ (maximum likelihood

hypothesis) � ýòî íàáîð ïàðàìåòðîâ θ, êîòîðûé ìàêñèìèçèðóåò

ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ

p(D |θ,H),

ãäå D � èìåþùàÿñÿ èíôîðìàöèÿ (òåñòîâûå ïðèìåðû).

Ãèïîòåçà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ � ãèïîòåçà,

êîòîðàÿ ëó÷øå âñåãî îïèñûâàåò èìåþùèåñÿ äàííûå D â

òåêóùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ H.
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Ãàóññèàí

Íà÷í¼ì ñ ïðîñòåéøåãî ãàóññèàíà. Åãî ðàñïðåäåëåíèå

ñîäåðæèò äâà ïàðàìåòðà:

p(x) =
1

σ
√
2π

e
−

(x−µ)2

2σ2 .

Ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ x1, . . . , xn:

p(x1, . . . , xn|µ, σ) =
1

(σ
√
2π)n

e
−

∑
n

i=1

(xi−µ)2

2σ2 .
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Ãàóññèàí: äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ýòà çàâèñèò îò äâóõ ïàðàìåòðîâ, à

íå îò n:

p(x1, . . . , xn|µ, σ) =
1

(σ
√
2π)n

e
−

S+n(�x−µ)2

2σ2 ,

ãäå

�x =
x1 + . . . + xn

n
, S =

n∑
i=1

(�x − xn)
2.

Ïàðàìåòðû �x è S íàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè

(su�cient statistics).
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Ãàóññèàí: ÃÌÏ

Êàêèå ïàðàìåòðû ëó÷øå âñåãî îïèñûâàþò äàííûå?

Ïåðåéä¼ì, êàê âîäèòñÿ, ê ëîãàðèôìó:

ln p(x1, . . . , xn|µ, σ) = −n ln(σ
√
2π) −

S + n(�x − µ)2

2σ2
.

Êàê âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ ôóíêöèÿ

ïðàâäîïîäîáèÿ ìàêñèìèçèðóåòñÿ?
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Ãàóññèàí: ÃÌÏ

Êàêèå ïàðàìåòðû ëó÷øå âñåãî îïèñûâàþò äàííûå?

Ïåðåéä¼ì, êàê âîäèòñÿ, ê ëîãàðèôìó:

ln p(x1, . . . , xn|µ, σ) = −n ln(σ
√
2π) −

S + n(�x − µ)2

2σ2
.

Êàê âûÿñíèòü, ïðè êàêèõ ïàðàìåòðàõ ôóíêöèÿ

ïðàâäîïîäîáèÿ ìàêñèìèçèðóåòñÿ?

Âçÿòü ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå è ïðèðàâíÿòü íóëþ.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Îïðåäåëåíèå
Ãàóññèàíû

Ãàóññèàí: ÃÌÏ

Ïî µ:
∂ ln p

∂µ
= −

n

σ2
(µ − �x).

Òî åñòü â ãèïîòåçå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ µ = �x ,

íåçàâèñèìî îò S .

Òåïåðü íóæíî íàéòè σ èç ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî

ïðàâäîïîäîáèÿ.

Äëÿ ýòîãî ìû ïðîäèôôåðåíöèðóåì ïî lnσ � ïîëåçíûé

ïðè¼ì íà áóäóùåå. Êñòàòè, dxn

d(ln x) = nxn.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Áàéåñîâñêèé âûâîä



Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Îïðåäåëåíèå
Ãàóññèàíû

Ãàóññèàí: ÃÌÏ

∂ ln p

∂ lnσ
= −n +

∑n
i=1

(xi − µ)

σ2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ãèïîòåçå ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

σ =

√∑n
i=1

(xi − µ)

n
.

Óïðàæíåíèå Îöåíèòü îøèáêó â ïîëó÷åííûõ íàìè çíà÷åíèÿõ

(íàéòè äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû).
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Îïðåäåëåíèå
Ãàóññèàíû

Íåñêîëüêî ãàóññèàíîâ

Òåïåðü òî æå ñàìîå äëÿ íåñêîëüêèõ ãàóññèàíîâ ñðàçó.

Äàíû íåñêîëüêî òî÷åê x1, . . . , xn, íî îíè ïðèíàäëåæàò

ñìåñè ãàóññèàíîâ ñ ðàçíûìè µk (ïóñòü σ áóäåò îäíà è òà

æå).

Òîãäà ðàñïðåäåëåíèå áóäåò

p(x1, . . . , xn|{µk }, σ) =

n∏
i=1

p(xi |{µk }, σ).
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Îïðåäåëåíèå
Ãàóññèàíû

Äîìàøíåå çàäàíèå

Óïðàæíåíèå Ðàçðàáîòàòü àëãîðèòì, êîòîðûé èòåðàòèâíî

ìàêñèìèçèðîâàë áû ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ ïðè äàííûõ

òåñòîâûõ ïðèìåðàõ, ò.å. íàõîäèë áû µk . Çà îñíîâó ìîæíî âçÿòü

ìåòîä èòåðàöèé Íüþòîíà, êîòîðûé äëÿ ìàêñèìèçàöèè ôóíêöèè

f (x) èòåðèðóåò å¼ êàê

x ← x −
f (x)

∂f /∂x
.

×òî äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ?
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Îïðåäåëåíèå
Ãàóññèàíû

×òî äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ

Òå, êòî ìîæåò âñïîìíèòü ïðîøëûé ãîä, âñïîìíèòå.

Ãäå ìû èñêàëè öåíòðû ñìåñè ãàóññèàíîâ?
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Îïðåäåëåíèå
Ãàóññèàíû

×òî äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ

Òå, êòî ìîæåò âñïîìíèòü ïðîøëûé ãîä, âñïîìíèòå.

Ãäå ìû èñêàëè öåíòðû ñìåñè ãàóññèàíîâ?

Ïðàâèëüíî, ýòî áûë àëãîðèòì êëàñòåðèçàöèè.

Êîãäà âû ñäåëàåòå óïðàæíåíèå, ó âàñ äîëæåí ïîëó÷èòüñÿ

ôàêòè÷åñêè âàðèàíò àëãîðèòìà c�ñðåäíèõ.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì âàðèàíòå êëàñòåðû áóäóò

ñôåðè÷åñêèå; ÷òîáû îíè áûëè ýëëèïòè÷åñêèìè, íóæíî,

÷òîáû äèñïåðñèè σ áûëè ðàçíûìè âäîëü ðàçíûõ îñåé.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Áàéåñîâñêèé âûâîä



Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Outline

1 Ââåäåíèå

Î âåðîÿòíîñòÿõ

×àñòîòíûå è áàéåñîâñêèå âåðîÿòíîñòè

Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

2 Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Âûâîä ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ

Ñðàâíåíèå ìîäåëåé

3 Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ãàóññèàíû

4 Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ

Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

5 ×òî áóäåò äàëüøå

Â ëåêöèÿõ

Íà ñåìèíàðå
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Åñòü íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî ðàñïðåäåëåíèé, êîòîðûå

ïîÿâëÿþòñÿ â ðàçíûõ çàäà÷àõ è ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå

ïîëåçíûìè íà ïðàêòèêå.

Èõ ïîëåçíî... íó, åñëè íå çíàòü, òî õîòÿ áû áûòü

çíàêîìûìè.

Ñåé÷àñ ïî íèì è ïðîáåæèìñÿ.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò, êîãäà ìû

ïîäáðàñûâàåì íå÷åñòíóþ ìîíåòêó (âåðîÿòíîñòü ðåøêè q) n

ðàç è õîòèì íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ r ðåøåê.

p(r |q, n) =

(
n

r

)
qr (1 − q)n−r .
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïóàññîíîâî ðàñïðåäåëåíèå

Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà âîçíèêàåò, êîãäà ìû õîòèì

ïîäñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî ñîáûòèé çà ôèêñèðîâàííûé

èíòåðâàë, åñëè íàì äàíà ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ýòèõ

ñîáûòèé.

Åñëè îæèäàåòñÿ â ñðåäíåì λ ñîáûòèé çà ýòîò èíòåðâàë, òî

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðîèçîéäóò ðîâíî r ñîáûòèé, ðàâíà

p(r |λ) = e−λ λr

r !
.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Îáû÷íî âîçíèêàåò â îòâåòàõ íà âîïðîñ ¾ñêîëüêî íàäî

æäàòü ñîáûòèÿ¿.

Íàïðèìåð, âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûïàäåíèÿ îðëà íà

íå÷åñòíîé ìîíåòêå ïðèä¼òñÿ æäàòü ðîâíî r øàãîâ, ðàâíà

p(r |q) = qr (1 − q) = (1 − q)e−λr , λ = ln
1

r
.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Îáû÷íî âîçíèêàåò â ñèòóàöèÿõ âûáîðà áåç çàìåùåíèÿ.

Åñëè åñòü óðíà, â íåé n øàðîâ, èç íèõ k ÷¼ðíûõ, òî

âåðîÿòíîñòü âûíóòü ðîâíî i ÷¼ðíûõ ðàâíà

p(i |n, k) =

(
k
i

)(
n−k
n−i

)(
n
k

) .
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ìû óæå äàâíî çíàåì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

p(x |µ, σ) =
1

σ
√
2π

e
−

(x−µ)2

2σ2 .

Î÷åíü ìíîãèå ïðîöåññû ìîãóò ìîäåëèðîâàòüñÿ

íîðìàëüíûì (ãàóññîâñêèì) ðàñïðåäåëåíèåì; îáû÷íî

âîçíèêàåò, êîãäà åñòü íåêîå ñðåäíåå çíà÷åíèå µ è øóì

âîêðóã íåãî.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà íóæíî

èñêàòü äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû íà ïàðàìåòðû

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Âåëè÷èíà T = �xn−µ
Sn/

√
n
ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó

f (t) =
Γ(n/2)√

π(n − 1)Γ(n−1

2
)

(
1 +

t2

n − 1

)−n/2

.

Åñëè ìû âûáåðåì ÷èñëî A òàê, ÷òîáû

p(−A < T < A) = 1 − α, òî[
�xn − A

Sn√
n
, �xn + A

Sn√
n

]
áóäåò äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì äëÿ µ ñ âåðîÿòíîñòüþ

îøèáêè α.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè âðåìåíè îæèäàíèÿ â

ïóàññîíîâñêîì ïðîöåññå.

Åñëè ìû æä¼ì ñîáûòèÿ, êîòîðîå ïðîèñõîäèò â ñðåäíåì

êàæäûå 1/λ åäèíèö âðåìåíè (ñ èíòåíñèâíîñòüþ λ), òî

ðàñïðåäåëåíèå âðåìåíè îæèäàíèÿ

p(x |s) = λe−λx .
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ãàììà�ðàñïðåäåëåíèå

Àíàëîã íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íî íà ïîëóîñè

[0,+∞).

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ

p(x |k , θ) = xk−1 e−x/θ

θkΓ(k)
, x > 0.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Áåòà�ðàñïðåäåëåíèå

Áåòà-ðàñïðåäåëåíèå îïðåäåëÿåòñÿ íàä âåðîÿòíîñòÿìè, ò.å.

íà èíòåðâàëå [0, 1].

p(x |α,B) =
1

B(α,B)
xα−1(1− x)B−1, B(α,B) =

Γ(α)Γ(B)

Γ(α + B)
.

B(i , j) � ýòî ðàñïðåäåëåíèå i-é ïî âåëè÷èíå ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû èç i + j − 1 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ðàñïðåäåë¼ííûõ

ðàâíîìåðíî íà [0, 1].
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ
Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå

Îáîáùåíèå áåòà�ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé.

Íà k-ìåðíîì ñèìïëåêñå {x |
∑k

i=1
xi = 1} ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ Äèðèõëå ñ ïàðàìåòðîì α = (α1, . . . , αk)

ðàâíà

p(x |α) =
1

B(α)

k∏
i=1

x
αi−1

i , B(α) =

∏k
i=1

Γ(αi )

Γ
(∑k

i=1
αi

) .
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Íà ñåìèíàðå

Outline

1 Ââåäåíèå

Î âåðîÿòíîñòÿõ

×àñòîòíûå è áàéåñîâñêèå âåðîÿòíîñòè

Ïðÿìûå è îáðàòíûå çàäà÷è òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

2 Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Âûâîä ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ

Ñðàâíåíèå ìîäåëåé

3 Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ãàóññèàíû

4 Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Äèñêðåòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàñïðåäåëåíèÿ íà âåùåñòâåííûõ ÷èñëàõ

Äðóãèå ðàñïðåäåëåíèÿ

5 ×òî áóäåò äàëüøå

Â ëåêöèÿõ

Íà ñåìèíàðå
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Íà ñåìèíàðå

Why have sex?

Why have sex?

Ê ñîæàëåíèþ, êàëàìáóð íå ïåðåâîäèòñÿ. :)
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Íà ñåìèíàðå

R

ßçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ R .

Ñòàòèñòè÷åñêèé ÿçûê, êîòîðûé ñïåöèàëüíî ïðåäíàçíà÷åí

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñòàòèñòèêè (íó à òåì ñàìûì, ìîæåò, è

çàäà÷àì âåðîÿòíîñòíîãî îáó÷åíèÿ ïîëåçåí áóäåò).

Íóæíî ðàññêàçàòü î ÿçûêå, íàó÷èòü îñíîâàì åãî

èñïîëüçîâàíèÿ.

http://www.r-project.org/

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Áàéåñîâñêèé âûâîä



Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Íà ñåìèíàðå

Êëàñòåðèçàöèÿ

Èåðàðõè÷åñêàÿ áàéåñîâñêàÿ êëàñòåðèçàöèÿ.

Êëàñòåðèçàöèÿ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Íà ñåìèíàðå

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ìàðãèíàëèçàöèè

Ìàðãèíàëèçàöèÿ ïî Êèêó÷è (Kikuchi).
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Ââåäåíèå
Íå÷åñòíàÿ ìîíåòêà

Ãèïîòåçû ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ
Èíòåðåñíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

×òî áóäåò äàëüøå

Íà ñåìèíàðå

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes, ñëàéäû è êîäû ïðîãðàìì ïîÿâÿòñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, êîäû ïðîãðàìì íà äðóãèõ

ÿçûêàõ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé, íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è

ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, smartnik@inbox.ru
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