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Ñóòü

×òî òàêîå êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè (error�correcting

codes)?

Ýòî êîäû, êîòîðûå óìåþò äàæå ïî íåïðàâèëüíîìó

êîäîâîìó ñëîâó äîñòàòî÷íî ÷àñòî âûäàâàòü ïðàâèëüíîå

ñîîáùåíèå.

Ôîðìàëüíî � êàêàÿ çàäà÷à ñòîèò ïåðåä äåêîäåðîì?
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Çàäà÷à äåêîäèðîâàíèÿ

Çàäà÷à ïîëíîãî äåêîäèðîâàíèÿ: ïî ñèãíàëó ïîíÿòü, êàêîå

êîäîâîå ñëîâî ïåðåäàâàëîñü.

Çàäà÷à ïîáèòîâîãî äåêîäèðîâàíèÿ: äëÿ êàæäîãî

ïåðåäàâàåìîãî áèòà tn ïîíÿòü, íàñêîëüêî âåðîÿòíî, ÷òî ýòî

áûë 0 èëè 1.
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Çàäà÷à äåêîäèðîâàíèÿ

Îáîçíà÷èì: t � êîäîâîå ñëîâî, y � ïîëó÷åííûé ñèãíàë.

p(t |y) =
p(y |t)p(t)

p(y)
.

Åñëè êàíàë íå èìååò ïàìÿòè, òî p(y |t) =
∏n

i=1
p(yi |ti ).

Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(t) ñ÷èòàåì ðàâíîìåðíûì

(ïî÷åìó?).

Çíàìåíàòåëü p(y) =
∑

t p(y |t)p(t).
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Ðåøåíèå çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ

Ïîëíîå ðåøåíèå � ñïèñîê âñåõ êîäîâûõ ñëîâ è èõ

âåðîÿòíîñòåé ïðè óñëîâèè äàííîãî ñèãíàëà.

Íî íà ñàìîì äåëå íàì ñòîëüêî íå íóæíî, íàì íóæíî

ïðîñòî íàéòè ñàìîå âåðîÿòíîå êîäîâîå ñëîâî.

Çàäà÷à äåêîäèðîâàíèÿ ñ ìàêñèìàëüíûì ïðàâäîïîäîáèåì

(MAP codeword decoding problem) � çàäà÷à ïîèñêà

íàèáîëåå âåðîÿòíîãî êîäîâîãî ñëîâà t ïðè óñëîâèè äàííîãî

ñèãíàëà y . Ïðè ðàâíîìåðíîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè ýòà

çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè ïðàâäîïîäîáèÿ p(y |t).
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Ðåøåíèå çàäà÷è ïîáèòîâîãî äåêîäèðîâàíèÿ

Çàäà÷ó ïîáèòîâîãî äåêîäèðîâàíèÿ ìîæíî ðåøèòü

ìàðãèíàëèçàöèåé:

p(ti = 1|y) =
∑
t :ti=1

p(t |y) =
∑
t

[ti = 1]p(t |y),

p(ti = 0|y) =
∑
t :ti=0

p(t |y) =
∑
t

[ti = 0]p(t |y).

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû íàó÷èëèñü ðåøàòü ýòó çàäà÷ó

ïîëíûì ïåðåáîðîì. Òåïåðü áóäåì ðåøàòü óìíåå, íî

ñíà÷àëà ïðèä¼òñÿ âñïîìíèòü î òîì, ÷òî æå òàêîå

êîäèðîâàíèå.
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Èäåÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ îøèáêó

Åñòü êàíàë, êîòîðûé ìîæåò ïîðòèòü ïåðåäàâàåìûå

ñèãíàëû.

Íóæíî íàó÷èòüñÿ ïåðåäàâàòü ñîîáùåíèÿ òàê, ÷òîáû

ïîëó÷àòåëü ìîã ðàñøèôðîâàòü èõ, äàæå åñëè ñëó÷èòñÿ

ãäå-òî îøèáêà.

Êàê ýòî ñäåëàòü?
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Ïîâòîðÿþùèé êîä

Ïðîñòåéøèé êîä � ïîâòîðÿòü êàæäûé áèò òðè ðàçà;

ïîâòîðÿþùèé êîä (repetition code).

Òîãäà, äàæå åñëè îäíà îøèáêà â òðîéêå èäóùèõ ïîäðÿä

áèòîâ ïîïàä¼òñÿ, ìû âñ¼ ðàâíî ðàñêîäèðóåì ïðàâèëüíî,

âçÿâ áîëüøèíñòâî îòâåòîâ.

Çàùèùàåò îò îäíîêðàòíîé

îøèáêè, íå çàùèùàåò îò äâóõ îøèáîê â îäíîé òðîéêå áèòîâ.

Óïðàæíåíèå Äîêàæèòå, ÷òî ðåøåíèå áîëüøèíñòâîì ãîëîñîâ â

ýòîì ñëó÷àå ðåàëèçóåò ìàêñèìàëüíóþ àïîñòåðèîðíóþ ãèïîòåçó,

åñëè âåðîÿòíîñòü îøèáêè â îäíîì áèòå ìåíüøå 1/2.
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Íåäîñòàòêè ïîâòîðÿþùåãî êîäà

Ãëàâíûé íåäîñòàòîê � ñëèøêîì áîëüøîé overhead;

íåýôôåêòèâíî.

Ïðè n ïîâòîðåíèÿõ âåðîÿòíîñòü îøèáêè ðàâíà

n∑
i=(n+1)/2

(
n

i

)
αi (1 − α)n−i ,

ãäå alpha � âåðîÿòíîñòü îøèáêè â îäíîì áèòå.
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Ëèíåéíûå êîäû

Îáîáùèì. Ïóñòü ó íàñ áëîê ðàçìåðà k ïåðåõîäèò â áëîê

ðàçìåðà n ïðè êîäèðîâàíèè (n > k , ðàçóìååòñÿ).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûå k áèò êîäîâîãî ñëîâà � ýòî

ïðîñòî ñàìî ñîîáùåíèå, à îñòàâøèåñÿ n − k � ëèíåéíûå

ôóíêöèè îò áèòîâ ñîîáùåíèÿ (parity checks).

Òàêèå êîäû íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè.
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Ïðèìåð

Øèðîêî èçâåñòåí êîä Õýììèíãà (7, 4) (íà 4 áèòà

ñîîáùåíèÿ 7 áèòîâ ñèãíàëà).

Ëèíåéíûå ôóíêöèè � parity îò áèòîâ ñîîáùåíèÿ ïî

ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: îíè ðàâíû ñóììå ïîïàäàþùèõ â

ñîîòâåòñòâóþùèé êðóã áèòîâ ñîîáùåíèÿ.
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Ïðèìåð

Ãëàâíîå ñâîéñòâî ýòîãî êîäà � òî, ÷òî êîäîâûå ñëîâà

îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà êàê ìèíèìóì â òð¼õ áèòàõ. Òî

åñòü ìû äîñòèãëè òîãî æå ýôôåêòà, ÷òî è ñ òðîåêðàòíûìè

ïîâòîðåíèÿìè, íî áèòîâ ñòàëî áîëüøå íå â 3, à â 7

4
ðàçà.

Íà ñàìîì äåëå íå âïîëíå òîãî æå ñàìîãî; â ÷¼ì ðàçíèöà?

Êàê äåêîäèðîâàòü?
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Ëèíåéíûé êîä â îáùåì âèäå

Êîäîâîå ñëîâî ïîëó÷àåòñÿ â âèäå t = G ts, ãäå G �

ìàòðèöà, íàçûâàþùàÿñÿ ãåíåðàòîðîì êîäà.

Íàïðèìåð, äëÿ (7, 4)�êîäà Õýììèíãà

G =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1


.

Â íàøåì îïðåäåëåíèè ó G âñåãäà áóäåò ñâåðõó åäèíè÷íàÿ

ïîäìàòðèöà.
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Ñèíäðîìû

Äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå

ñèíäðîìû. Ñèíäðîì � ýòî ðàçíèöà ìåæäó ðåàëüíûì

ñèãíàëîì è ñèãíàëîì, âû÷èñëåííûì íà îñíîâàíèè

ïîëó÷åííûõ áèòîâ ñîîáùåíèÿ.

Åñëè t = G ts, è G =
[
Ik
P

]
, òî ñèíäðîì z = Hr , ãäå

H = [ −P In−k ]. Íàïðèìåð, äëÿ (7, 4)�êîäà Õýììèíãà

H =

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1

 .

Äëÿ âñÿêîãî âàëèäíîãî êîäîâîãî ñëîâà t Ht = 0. Äîêàæèòå!
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ

Ïîëó÷àåìûé âåêòîð r � ýòî ñóììà êîäîâîãî ñëîâà è øóìà:

r = G ts + n.

Çàäà÷à äåêîäèðîâàíèÿ ñèíäðîìà � ýòî çàäà÷à ïîèñêà

íàèáîëåå âåðîÿòíîãî âåêòîðà øóìà n, óäîâëåòâîðÿþùåãî

óðàâíåíèþ

Hn = z .

Å¼-òî ìû è áóäåì ðåøàòü.
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Ðåø¼òêè

Ïîñòàâèì êîäó â ñîîòâåòñòâèå åãî ðåø¼òêó (trellis).

Ðåø¼òêà � ýòî òàêîé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ðàçäåëåíû

íà íåñêîëüêî ãðóïï (âðåì¼í, times), ïðè÷¼ì êàæäîå ðåáðî

ñîåäèíÿåò âåðøèíó èç âðåìåíè i ñ âåðøèíîé âðåìåíè i − 1

èëè i + 1. Êðàéíåå ëåâîå è êðàéíåå ïðàâîå âðåìåíà èìåþò

ïî îäíîé âåðøèíå.

Òàêàÿ ðåø¼òêà îïðåäåëÿåò êîä: êîäîâîå ñëîâî

ñîîòâåòñòâóåò ïóòè èç ëåâîãî â ïðàâîå âðåìÿ.

Åñëè êîä ëèíåéíûé, ðåø¼òêà òîæå ëèíåéíàÿ; îòíûíå ó íàñ

âñå ðåø¼òêè ëèíåéíûå.
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Ïðèìåðû
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Ðåø¼òêè è êîäîâûå ñëîâà

Ðåø¼òêó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäåëü âåðîÿòíîñòíîãî

ïðîöåññà, êîòîðûì ïîëó÷àåòñÿ êîäîâîå ñëîâî.

Êàæäîå ðàçâåòâëåíèå ðåøàåòñÿ ïðè ïîìîùè ñëó÷àéíûõ

áèòîâ (íà ñàìîì äåëå � áèòîâ ñîîáùåíèÿ).

Çàäà÷à òåïåðü ïðåâðàùàåòñÿ â òàêóþ: äàíà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìåòîê íà ð¼áðàõ ñ øóìîì, à íàéòè

íóæíî íàèáîëåå âåðîÿòíóþ èñõîäíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

èëè íàèáîëåå âåðîÿòíîå çíà÷åíèå òîãî èëè èíîãî áèòà.
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Âåñà è ïðàâäîïîäîáèå

Âñïîìíèì, ÷òî p(y |t) =
∏n

i=1
p(yi |ti ). Çíà÷èò,

log p(y |t) =
∑n

i=1
log p(yi |ti ).

È íàì íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü ýòó ñóììó. Ïîìåíÿâ çíàê,

áóäåì ìèíèìèçèðîâàòü ñóììó âåëè÷èí − log p(yi |ti ).

Äëÿ ýòîãî ïðîñòî ñíàáäèì ð¼áðà âåñàìè − log p(yi |ti ) è

áóäåì èñêàòü ïóòü ñ ìèíèìàëüíûì âåñîì. Êàê?
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Min-sum algorithm

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèé ìåæäó óçëàìè.

Êàæäûé óçåë, êàê òîëüêî îí ïîëó÷èò ñîîáùåíèå îò âñåõ

ñâîèõ ïðåäêîâ, ìîæåò ïåðåäàòü ñîîáùåíèå î ñâîåé öåíå

âñåì ñâîèì ïîòîìêàì, ñ ó÷¼òîì íîâîãî çàäåéñòâîâàííîãî

ðåáðà.

Êîãäà ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, âñå óçëû áóäóò çíàòü ñâîþ

ìèíèìàëüíóþ ñòîèìîñòü, â òîì ÷èñëå è öåëåâîé óçåë.

Ýòî è åñòü min-sum algorithm.

Îòìåòèì, ÷òî îí ðàñïðåäåë¼ííûé. À åù¼ îòìåòèì, ÷òî ìû

ïðèìåðíî åãî è èñïîëüçîâàëè, êîãäà äåëàëè âûâîä íà

áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ.
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Ïîáèòîâîå äåêîäèðîâàíèå

Ýòî ìû ðåøàëè çàäà÷ó äåêîäèðîâàíèÿ âîîáùå, ò.å. ïîèñêà

êîäîâîãî ñëîâà.

Òåïåðü äàâàéòå ðåøèì çàäà÷ó äåêîäèðîâàíèÿ ïîáèòîâîãî,

ò.å. ïîèñêà íàèáîëåå âåðîÿòíîãî äàííîãî áèòà.

Äëÿ ýòîãî ïðèä¼òñÿ îò min-sum ïåðåéòè ê min-product; ò.å.

ñ÷èòàòü ïðàâäîïîäîáèÿ p(yn|tn), à íå èõ ëîãàðèôìû. È

âìåñòî ïîèñêà ìèíèìóìà áóäåì ñóììèðîâàòü.

Íî òåïåðü ïîíàäîáèòñÿ äâà ïðîõîäà (âñïîìèíàéòå

áàéåñîâñêèé âûâîä â áàéåñîâñêèõ ñåòÿõ!). Ðàññìîòðèì èõ

ïîäðîáíåå.
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Ïðÿìîé ïðîõîä

Ñîîáùåíèå íà ïåðâîì øàãå α0 = 1, ñîîáùåíèå íà

î÷åðåäíîì øàãå

αi =
∑

j∈pa(i)

wijαj .

Â èòîãå ïåðâîãî ïðîõîäà ñîîáùåíèå, ïîëó÷åííîå êàæäûì

èç óçëîâ i ñ âðåìåííîé êîîðäèíàòîé l � ýòî ñîâìåñòíàÿ

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïóòü êîäîâîãî ñëîâà ïðîø¼ë ÷åðåç

ýòîò óçåë, à ïåðâûå l ñèìâîëîâ êîäîâîãî ñëîâà áûëè

y1, . . . , yl (ñ òî÷íîñòüþ äî êîíñòàíòû 2k).

Ýòî � ïðÿìîé ïðîõîä àëãîðèòìà (forward pass).
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Îáðàòíûé ïðîõîä

Äðóãîé íàáîð ñîîáùåíèé â ýòî âðåìÿ îòïðàâëÿåòñÿ ñïðàâà

íàëåâî.

Ñîîáùåíèå íà ïåðâîì øàãå β0 = 1, ñîîáùåíèå íà

î÷åðåäíîì øàãå

βj =
∑

i∈ch(j)

wijβi .

À ýòè ñîîáùåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíû óñëîâíûì

âåðîÿòíîñòÿì òîãî, ÷òî, ïðè óñëîâèè ÷òî ïóòü êîäîâîãî

ñëîâà ïðîø¼ë ÷åðåç âåðøèíó i , ïîñëåäóþùèå ñèìâîëû

áûëè ðàâíû yl+1, . . . , yn.
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Ïîñëåäíèé øàã

Èòîãî, ÷òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî n�é áèò áûë

ðàâåí 0 èëè 1, íóæíî ïîäñ÷èòàòü äâå ñóììû. Ïóñòü i

ïðîáåãàåò óçëû âðåìåíè n, j � óçëû âðåìåíè n − 1, tij �

çíà÷åíèå tn, ñòîÿùåå íà ðåáðå ðåø¼òêè îò óçëà j ê óçëó i .

Òîãäà

r
(0)
n =

∑
i ,j :j∈pa(i),tij=0

αjwijβi , r
(1)
n =

∑
i ,j :j∈pa(i),tij=1

αjwijβi .

Ýòè ñóììû è äàäóò èñêîìûå âåðîÿòíîñòè; íóæíî òîëüêî èõ

íîðìàëèçèðîâàòü (ðàçäåëèòü íà r
(0)
n + r

(1)
n ).
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes, ñëàéäû è êîäû ïðîãðàìì ïîÿâÿòñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, êîäû ïðîãðàìì íà äðóãèõ

ÿçûêàõ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé, íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è

ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, smartnik@inbox.ru
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