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Ìàðêîâñêèå öåïè

Ìàðêîâñêàÿ öåïü çàäà¼òñÿ íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

âåðîÿòíîñòåé p0(x) è âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà T (x ′; x).

T (x ′; x) � ýòî ðàñïðåäåëåíèå ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà öåïè â

çàâèñèìîñòè îò ñëåäóþùåãî; ðàñïðåäåëåíèå íà (t + 1)�ì

øàãå ðàâíî

pt+1(x ′) =

∫
T (x ′; x)pt(x)dx .

Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå T (x ′; x) � ýòî ìàòðèöà âåðîÿòíîñòåé

p(x ′ = i |x = j).
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Ìû áóäåì íàõîäèòüñÿ â äèñêðåòíîì ñëó÷àå.

Ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü � ýòî êîãäà ìû ìîæåì íàáëþäàòü

êàêèå-òî ôóíêöèè îò ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà.
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Çäåñü x(t) � ñàì ïðîöåññ (ìîäåëü), à y(t) � òî, ÷òî ìû

íàáëþäàåì.

Çàäà÷à � îïðåäåëèòü ñêðûòûå ïàðàìåòðû ïðîöåññà.
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Ãëàâíîå ñâîéñòâî � ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò îò

èñòîðèè, òîëüêî îò ïðåäûäóùåãî ñîñòîÿíèÿ.

p(x(t) = xj |x(t − 1) = xjt−1
, . . . , x(1) = xj1) =

= p(x(t) = xj |x(t − 1) = xjt−1
).

Áîëåå òîãî, ýòè âåðîÿòíîñòè aij = p(x(t) = xj |x(t − 1) = xi )

åù¼ è îò âðåìåíè t íå çàâèñÿò.

Ýòè âåðîÿòíîñòè è ñîñòàâëÿþò ìàòðèöó ïåðåõîäà A = (aij).
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Âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

Åñòåñòâåííûå ñâîéñòâà:

aij ≥ 0.∑
j aij = 1.
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Ïðÿìàÿ çàäà÷à

Åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à: ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ âûïàäåò òà èëè

èíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáûòèé?

Ò.å. íàéòè íóæíî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Q = qi1 . . . qik

p(Q |ìîäåëü) = p(qi1)p(qi2 |qi1) . . . p(qik |qik−1
).

Êàçàëîñü áû, ýòî òðèâèàëüíî.

×òî æå ñëîæíîãî â ðåàëüíûõ çàäà÷àõ?
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À ñëîæíî òî, ÷òî íèêòî íàì íå ñêàæåò, ÷òî ìîäåëü äîëæíà

áûòü èìåííî òàêîé.

È, êðîìå òîãî, ìû îáû÷íî íàáëþäàåì íå x(t), ò.å.

ðåàëüíûå ñîñòîÿíèÿ ìîäåëè, à y(t), ò.å. íåêîòîðóþ

ôóíêöèþ îò íèõ (äàííûå).

Äàâàéòå ïðèâåä¼ì ïðèìåð.
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Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè: ïðèìåð

Ïóñòü êòî-òî áðîñàåò ìîíåòêó è ñîîáùàåò íàì

ðåçóëüòàòû � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îðëîâ è ðåøåê.

Íî ìû íå çíàåì, ÷òî îí áðîñàåò ìîíåòêó, ìû òîëüêî çíàåì,

÷òî åñòü âîò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áèòîâ.

Åñëè ìû ïðåäïîëîæèì, ÷òî îí áðîñàåò îäíó ìîíåòêó,

ìîäåëü áóäåò îäíà: äâà ñîñòîÿíèÿ, âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà

ìåæäó íèìè p è 1 − p, âåðîÿòíîñòè îñòàòüñÿ 1 − p è p.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè



Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû
Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ðåøåíèÿ çàäà÷

Ìàðêîâñêèå öåïè è ïðîöåññû
Çàäà÷è, êîòîðûå íóæíî ðåøàòü

Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè: ïðèìåð

Íî ìû æå ìîæåì ïîäóìàòü, ÷òî ó íåãî äâå ìîíåòêè! :)

Òîãäà ñîñòîÿíèÿ ïî-ïðåæíåìó äâà, íî ïàðàìåòðîâ áîëüøå.

À åñëè òðè ìîíåòêè?..

Â îáùåì, çàäà÷è óæå ÿñíû.
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Ïåðâàÿ: íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

íàáëþäåíèé â äàííîé ìîäåëè.
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ñîñòîÿíèé ïðè óñëîâèè äàííîé ìîäåëè è äàííîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàáëþäåíèé.

Òðåòüÿ: íàéòè íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíóþ ìîäåëü

(ïàðàìåòðû ìîäåëè).
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Ñîñòîÿíèÿ è íàáëþäàåìûå

X = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé.

V = {v1, . . . , vm} � àëôàâèò, èç êîòîðîãî ìû âûáèðàåì

íàáëþäàåìûå y (ìíîæåñòâî çíà÷åíèé y).

qt � ñîñòîÿíèå âî âðåìÿ t, yt � íàáëþäàåìàÿ âî âðåìÿ t.
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Ðàñïðåäåëåíèÿ

aij = p(qt+1 = xj |qt = xi ) � âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç i â j .

bj(k) = p(vk |xj) � âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü äàííûå vk â

ñîñòîÿíèè j .

Íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå π = {πj }, πj = p(q1 = xj).

Äàííûå áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç D = d1 . . . dT
(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäàåìûõ, di ïðèíèìàþò

çíà÷åíèÿ èç V ).
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Êîììåíòàðèé

Ïðîùå ãîâîðÿ, âîò êàê ðàáîòàåò HMM (hidden Markov

model).

Âûáåðåì íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå x1 ïî ðàñïðåäåëåíèþ π.

Ïî t îò 1 äî T :

Âûáåðåì íàáëþäàåìóþ dt ïî ðàñïðåäåëåíèþ p(vk |xj).

Âûáåðåì ñëåäóþùåå ñîñòîÿíèå ïî ðàñïðåäåëåíèþ

p(qt+1 = xj |qt = xi ).

Òàêèì àëãîðèòìîì ìîæíî âûáðàòü ñëó÷àéíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàáëþäàåìûõ.
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Çàäà÷è

Òåïåðü ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ïîñòàíîâêó çàäà÷.

Ïåðâàÿ çàäà÷à: ïî äàííîé ìîäåëè λ = (A,B, π) è

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè D íàéòè p(D |λ). Ôàêòè÷åñêè, ýòî

íóæíî äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü, íàñêîëüêî õîðîøî ìîäåëü

ïîäõîäèò ê äàííûì.

Âòîðàÿ çàäà÷à: ïî äàííîé ìîäåëè λ è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

D íàéòè ¾îïòèìàëüíóþ¿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé

Q = q1 . . . qT . Êàê è ðàíüøå, áóäåò äâà ðåøåíèÿ:

¾ïîáèòîâîå¿ è îáùåå.

Òðåòüÿ çàäà÷à: îïòèìèçèðîâàòü ïàðàìåòðû ìîäåëè

λ = (A,B, π) òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü p(D |λ) ïðè

äàííîì D (íàéòè ìîäåëü ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ).

Ýòà çàäà÷à � ãëàâíàÿ, â íåé è çàêëþ÷àåòñÿ îáó÷åíèå

ñêðûòûõ ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé.
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Ïîñòàíîâêà

Ôîðìàëüíî, ïåðâàÿ çàäà÷à âûãëÿäèò òàê. Íóæíî íàéòè

p(D |λ) =
∑
Q

p(D |Q, λ)p(D |λ) =

=
∑

q1,...,qT

bq1(d1) . . . bqT (dT )πq1aq1q2 . . . aqT−1qT .

Íè÷åãî íå íàïîìèíàåò?
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Ñóòü ðåøåíèÿ

Ïðàâèëüíî, ýòî òàêàÿ æå çàäà÷à ìàðãèíàëèçàöèè, êàê ìû

ðåøàåì âñ¼ âðåìÿ.

Ìû âîñïîëüçóåìñÿ òàê íàçûâàåìîé forward�backward

procedure, ïî ñóòè � âû÷èñëåíèåì íà ðåø¼òêå, êàê â

äåêîäèðîâàíèè.

Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿòü ïðîìåæóòî÷íûå

âåëè÷èíû âèäà

αt(i) = p(d1 . . . dt , qt = xi |λ),

ò.å. èñêîìûå âåðîÿòíîñòè, íî åù¼ ñ ó÷¼òîì òåêóùåãî

ñîñòîÿíèÿ.
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Ðåøåíèå

Èíèöèàëèçèðóåì α1(i) = πibi (d1).

Øàã èíäóêöèè:

αt+1(j) =

[
n∑
i=1

αt(i)aij

]
bj(dt+1).

Ïîñëå òîãî êàê äîéä¼ì äî øàãà T , ïîäñ÷èòàåì òî, ÷òî íàì

íóæíî:

p(D |λ) =

n∑
i=1

αT (i).

Ôàêòè÷åñêè, ýòî òîëüêî ïðÿìîé ïðîõîä, îáðàòíûé íàì

çäåñü íå ïîíàäîáèëñÿ.

×òî âû÷èñëÿë áû îáðàòíûé ïðîõîä?
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Îáðàòíûé ïðîõîä

Îí âû÷èñëÿë áû óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

βt(i) = p(dt+1 . . . dT |qt = xi , λ).

Èõ ìîæíî âû÷èñëèòü, ïðîèíèöèàëèçèðîâàâ βT (i) = 1, à

çàòåì ïî èíäóêöèè:

βt(i) =

n∑
j=1

aijbj(dt+1)βt+1(j).

Ýòî íàì ïðèãîäèòñÿ ÷óòü ïîçæå, ïðè ðåøåíèè âòîðîé è

òðåòüåé çàäà÷è.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè



Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû
Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïåðâàÿ çàäà÷à
Âòîðàÿ çàäà÷à
Òðåòüÿ çàäà÷à
Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà Áàóìà-Âåëõà

Äâà âàðèàíòà

Êàê ìû óæå óïîìèíàëè, âîçìîæíû äâà âàðèàíòà.

Ïåðâûé: ðåøàòü ¾ïîáèòîâî¿, îòâå÷àÿ íà âîïðîñ ¾êàêîå

íàèáîëåå âåðîÿòíîå ñîñòîÿíèå âî âðåìÿ j?¿.

Âòîðîé: ðåøàòü çàäà÷ó ¾êàêàÿ íàèáîëåå âåðîÿòíàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîñòîÿíèé?¿.
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Ïîáèòîâîå ðåøåíèå

Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå

γt(i) = p(qt = xi |D, λ).

Íàøà çàäà÷à � íàéòè

qt = argmax1≤i≤nγt(i), 1 ≤ t ≤ T .

Êàê ýòî ñäåëàòü?
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Ïîáèòîâîå ðåøåíèå

Âûðàæàåì ÷åðåç α è β:

γt(i) =
αt(i)βt(i)

p(D |λ)
=

αt(i)βt(i)∑n
i=1
αt(i)βt(i)

.

Íà çíàìåíàòåëü ìîæíî íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ � íàì

íóæåí argmax.
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Ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

×òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ î íàèáîëåå âåðîÿòíîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü óæå

çíàêîìûé àëãîðèòì Âèòåðáè.

Òî åñòü, ïî ñóòè, òî æå ñàìîå äèíàìè÷åñêîå

ïðîãðàììèðîâàíèå.

Íàøè âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå � ýòî

δt(i) = max
q1,...,qt−1

p (q1q2 . . . qt = xi , d1d2 . . . dt |λ) .
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Ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Ò.å. δt(i) � ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòè÷ü ñîñòîÿíèÿ

xi íà øàãå t ñðåäè âñåõ ïóòåé ñ çàäàííûìè íàáëþäàåìûìè.

Ïî èíäóêöèè:

δt+1(j) =

[
max
i
δt(i)aij

]
bj(dt+1).

È íàäî åù¼ çàïîìèíàòü àðãóìåíòû, à íå òîëüêî çíà÷åíèÿ;

äëÿ ýòîãî áóäåò ìàññèâ ψt(j).
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Ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: àëãîðèòì

Ïðîèíèöèàëèçèðóåì δ1(i) = πibi (d1), ψ1(i) = [].

Èíäóêöèÿ:

δt(j) = max
1≤i≤n

[δt−1(i)aij ] bj(dt),

ψt(j) = argmax1≤i≤n [δt−1(i)aij ] .

Êîãäà äîéä¼ì äî øàãà T , ôèíàëüíûé øàã:

p∗ = max
1≤i≤n

δT (i), q∗T = argmax1≤i≤nδT (i).

È âû÷èñëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: q∗t = ψt+1(q
∗
t+1

).
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Îáùàÿ ñóòü

Àíàëèòè÷åñêè íàéòè ãëîáàëüíûé ìàêñèìóì p(D |λ) ó íàñ

íèêàê íå ïîëó÷èòñÿ.

Çàòî ìû ðàññìîòðèì èòåðàòèâíóþ ïðîöåäóðó (ïî ñóòè �

ãðàäèåíòíûé ïîäú¼ì), êîòîðàÿ ïðèâåä¼ò ê ëîêàëüíîìó

ìàêñèìóìó.

Ýòî íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì Áàóìà�Âåëõà (Baum�Welch

algorithm). Îí ÿâëÿåòñÿ íà ñàìîì äåëå ÷àñòíûì ñëó÷àåì

àëãîðèòìà EM.
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Âñïîìîãàòåëüíûå ïåðåìåííûå

Òåïåðü íàøèìè âñïîìîãàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè áóäóò

âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ìû âî âðåìÿ t â ñîñòîÿíèè xi , à âî

âðåìÿ t + 1 � â ñîñòîÿíèè xj :

ξt(i , j) = p(qt = xi , qt+1 = xj |D, λ).

Åñëè ïåðåïèñàòü ÷åðåç óæå çíàêîìûå ïåðåìåííûå:

ξt(i , j) =
αt(i)aijbj(dt+1)βt+1(j)

p(D |λ)
=

αt(i)aijbj(dt+1)βt+1(j)∑
i

∑
j αt(i)aijbj(dt+1)βt+1(j)

.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî γt(i) =
∑

j ξt(i , j).
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Èäåÿ

∑
t γt(i) � ýòî îæèäàåìîå êîëè÷åñòâî ïåðåõîäîâ èç

ñîñòîÿíèÿ xi , à
∑

t ξt(i , j) � èç xi â xj .

Òåïåðü íà øàãå M ìû áóäåì ïåðåîöåíèâàòü âåðîÿòíîñòè:

�πi = îæèäàåìàÿ ÷àñòîòà â xi íà øàãå 1 = γ1(i),

�aij =
ê-âî ïåðåõîäîâ èç xi â xj

ê-âî ïåðåõîäîâ èç xi
=

∑
t ξt(i , j)∑
t γt(i)

.

�bj(k) =
ê-âî ïîÿâëåíèé â xi è íàáëþäåíèé vk

ê-âî ïîÿâëåíèé â xi
=

∑
t :dt=vk

γt(i)∑
t γt(i)

.

EM-àëãîðèòì ïðèâåä¼ò ê öåëè: íà÷àòü ñ λ = (A,B, π),

ïîäñ÷èòàòü �λ = (�A, �B, �π), ñíîâà ïåðåñ÷èòàòü ïàðàìåòðû è

ò.ä.
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Ðàññòîÿíèå Êóëüáàêà�Ëåéáëåðà

Kullback�Leibler distance (divergence) � ýòî

èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêàÿ ìåðà òîãî, íàñêîëüêî

äàëåêè ðàñïðåäåëåíèÿ äðóã îò äðóãà.

DKL(p1, p2) =
∑
x

p1(x) log
p1(x)

p2(x)
.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî,

ðàâíî íóëþ i� p1 ≡ p2.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè



Ìàðêîâñêèå ïðîöåññû
Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

Ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïåðâàÿ çàäà÷à
Âòîðàÿ çàäà÷à
Òðåòüÿ çàäà÷à
Îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà Áàóìà-Âåëõà

Ïðèìåíèòåëüíî ê HMM

Ìû îïðåäåëèì

p1(Q) =
p(Q,D |λ)

p(D |λ)
, p2(Q) =

p(Q,D |λ ′)

p(D |λ ′)
.

Òîãäà p1 è p2 � ðàñïðåäåëåíèÿ, è ðàññòîÿíèå

Kullback�Leibler:

0 ≤ DLK (λ, λ ′) =
∑
Q

p(Q,D |λ)

p(D |λ)
log

p(Q,D |λ)p(D |λ ′)

p(Q,D |λ ′)p(D |λ)
=

= log
p(D |λ ′)

p(D |λ)
+

∑
Q

p(Q,D |λ)

p(D |λ)
log

p(Q,D |λ)

p(Q,D |λ ′)
.
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Âñïîìîãàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ

Ââåä¼ì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ

Q(λ, λ ′) =
∑
Q

p(Q |D, λ) log p(Q |D, λ ′).

Òîãäà èç íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî

Q(λ, λ ′) −Q(λ, λ)

p(D |λ)
≤ log

p(D |λ ′)

p(D |λ)
.

Ò.å., åñëè Q(λ, λ ′) > Q(λ, λ), òî p(D |λ ′) > p(D |λ).

Ò.å., åñëè ìû ìàêñèìèçèðóåì Q(λ, λ ′) ïî λ ′, ìû òåì

ñàìûì áóäåì äâèãàòüñÿ â íóæíóþ ñòîðîíó.
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Ôóíêöèÿ Q

Íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü Q(λ, λ ′). Ïåðåïèøåì:

Q(λ, λ ′) =
∑
Q

p(Q |D, λ) log p(Q |D, λ ′) =

=
∑
Q

p(Q |D, λ) logπq1
∏
t

aqt−1qtbqt (dt) =

=
∑
Q

p(Q |D, λ) logπq1+
∑
Q

p(Q |D, λ)
∑
t

log aqt−1qtbqt (dt).

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ëåãêî äèôôåðåíöèðîâàòü ïî aij ,

bi (k) è πi , äîáàâëÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæèòåëè

Ëàãðàíæà è ðåøàòü. Ïîëó÷èòñÿ èìåííî ïåðåñ÷¼ò ïî

àëãîðèòìó Áàóìà�Âåëõà (ïðîâåðüòå!).
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Äîìàøíåå çàäàíèå

Óïðàæíåíèå. Ðåàëèçîâàòü ñèñòåìó îáó÷åíèÿ ñêðûòûõ

ìàðêîâñêèõ ìîäåëåé, êîòîðàÿ óìåëà áû ðåøàòü âñå òðè

âûøåîïèñàííûå çàäà÷è.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes, ñëàéäû è êîäû ïðîãðàìì ïîÿâÿòñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, êîäû ïðîãðàìì íà äðóãèõ

ÿçûêàõ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé, íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è

ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, smartnik@inbox.ru

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ñêðûòûå ìàðêîâñêèå ìîäåëè


