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1. Èäåÿ àëãîðèòìîâ ñ àïåëëÿöèÿìè
1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Àôèííàÿ ìàêñèìèçàöèÿ � ýòî îñíîâíîé ìåòîä äëÿ ðàçðàáîòêè ïðàâäèâûõ ìåõàíèçìîâ. Ðåçóëüòàòû,
ïîëó÷åííûå ýòèì ñïîñîáîì, íå îñòàâëÿþò íàäåæäû äëÿ áîëüøèíñòâà ñëîæíûõ ïðîáëåì. Åñëè P6=NP, òîãäà
âñå ìåõàíèçìû ïîëó÷àþòñÿ âûðîæäåííûìè è íåðàçóìíûìè, è VCG íå î÷åíü-òî ðåàëèçóåøü.

Nisan è Ronen ïðåäëîæèëè ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëèë îáîéòè ýòó ïðîáëåìó. Ðàññìîòðèì VCG-based
ìåõàíèçì. Â í¼ì, êàê îáñóæäàëîñü ðàíåå, ïîëüçà äëÿ àãåíòà ðàâíà ñóììàðíîé ïîëüçå âñåõ àãåíòîâ. Åäèí-
ñòâåííûé ïðè÷èíîé, ïî êîòîðîé àãåíò ìîã ñîâðàòü ïî ïîâîäó ñâîåãî òèïà � ýòî óëó÷øåíèå îáùåãî ðå-
çóëüòàòà, òî åñòü ýãîèñòè÷íûé àãåíò íåèçáåæíî äîëæåí îïòèìèçèðîâàòü âñåîáùåå ñ÷àñòüå. Ïîýòîìó, åñëè
àãåíò íå ìîæåò óëó÷øèòü òåêóùèé àëãîðèòì, òî ó íåãî íåò ïðè÷èíû âðàòü. Âîñïîëüçóåìñÿ ýòèì ñâîéñòâîì
è ñêîíñòðóèðóåì ¾ïî÷òè¿ ïðàâäèâûé ìåõàíèçì.

Äëÿ ëþáîãî àëãîðèòìà è ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìû îïðåäåëèì îñíîâàííûé íà íåì
ìåõàíèçì âòîðîãî øàíñà. Ýòîò ìåõàíèçì ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé VCG ìåõàíèçìà, ãäå àãåíòàì ðàçðåøà-
åòñÿ ïîäàâàòü àïåëëÿöèè íà èñïîëüçóåìûé â ìåõàíèçìå àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ. Íåôîðìàëüíî, àïåëëÿ-
öèÿ � ýòî ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ãîâîðèò: ¾åñëè ó íàñ áûëè òèïû (v1, . . . , vN ), òî íàì ëó÷øå áûëî áû ñêàçàòü
(v′1, . . . , v

′
N ), òîãäà âñåîáùåå ñ÷àñòüå áûëî áû áîëüøå¿. Àãåíò äîëæåí ñóìåòü íàéòè áîëåå ýôôåêòèâíûé

äëÿ âñåîáùåãî ñ÷àñòüÿ ïóòü, ÷åì íàø¼ë ñóáîïòèìàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé ðàáîòàåò â ìåõàíèçìå.
Îáîñíóåì ïî÷åìó ïðàâäèâîñòü âûãîäíà â àëãîðèòìå ñî âòîðûì øàíñîì. Ìåõàíèçì ïðîâåðÿåò àïåë-

ëÿöèè è óäîâëåòâîðÿåò èõ, åñëè äåéñòâèòåëüíî âñåîáùåå ñ÷àñòüå ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî àãåíòó âûãîäíî ãîâîðèòü ïðàâäó, ïîòîìó ÷òî îí ìîæåò ïîïðîáîâàòü ñîâðàòü â àïåëëÿöèè, è òåì ñà-
ìûì ïåðåïðîâåðèòü, áóäåò ëè âûãîäíî âðàòü â ýòîì ñëó÷àå. Òî åñòü àãåíò ñìîæåò è ïðàâäó ñêàçàòü, è
ïåðåïðîâåðèòü, à íå ñîâðàòü ëè.
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1.2. Ôîðìàëüíàÿ ïîñòàíîâêà
Íàïîìíèì îïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü åñòü N àãåíòîâ, ó àãåíòà i åñòü ôóíêöèÿ vi, îïðåäåëÿþùàÿ åãî òèï.

Àãåíò i â ÷àñòíîì ïîðÿäêå çíàåò vi.

Îïð. Öåííîñòè êâàçèëèíåéíûå: åñëè ïðè ðåçóëüòàòå o ìåõàíèçì ïëàòèò àãåíòó pi, òî îáùàÿ ïîëü-
çà àãåíòà

ui = vi(o) + pi.

Êàæäûé àãåíò õî÷åò ìàêñèìèçèðîâàòü ui. Ìåõàíèçì õî÷åò áûòü ýôôåêòèâíûì, òî åñòü ìàêñèìèçèðî-
âàòü V (v, o) =

∑N
i=1 vi(o).

Îïð. Ïðÿìîé ìåõàíèçì � ýòî ìåõàíèçì, ãäå:

• ñïðàøèâàþò òèïû w = (w1, . . . , wN ),

• à ïîòîì âû÷èñëÿþò èñõîä g(w) ∈ Ø

• è ïëàòåæè êàæäîìó ó÷àñòíèêó p(w) = (p1, . . . , pN ).

Çäåñü, êàê è ðàíüøå, àãåíòû ìîãóò âðàòü, ò.å. àïðèîðè wi 6= vi.

Îïð. Ìåõàíèçì ïðàâäèâûé, åñëè êàæäûé àãåíò äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî ñâîåãî òèïà vi è êàæäîãî
âîçìîæíîãî ìíîæåñòâà ñòàâîê äðóãèõ àãåíòîâ w−i ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ui, åñëè îáúÿâëÿåò ñâîþ íà-
ñòîÿùóþ ôóíêöèþ öåííîñòè vi. Òî åñòü ìû áóäåì ãîâîðèòü î ïðàâäèâîñòè â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ.

Îïð. Ìåõàíèçì (g, p) ÿâëÿåòñÿ VCG-ìåõàíèçìîì, åñëè:

• g(w) ìàêñèìèçèðóåò îáùóþ öåííîñòü îòíîñèòåëüíî w, ò.å. g(w) ∈ maxo V (w, o);

• âûïëàòû âû÷èñëÿþòñÿ ïî VCG-ôîðìóëå:

pi(w) =
∑

j 6=i

wj(g(w)) + hi(w−i),

ãäå hi � íåêàÿ (ïðîèçâîëüíàÿ) ôóíêöèÿ îò w−i.

Çà÷àñòóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ g çà ðàçóìíîå âðåìÿ íå ïîñ÷èòàòü, òî åñòü íå ðåøèòü çàäà÷ó îïòè-
ìèçàöèè. Ïðèìåðû îáñóæäàëèñü â ïðåäûäóùèõ ëåêöèÿõ.

Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ìåõàíèçì îñíîâàííûé íà ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè g.

Îïð. Ìåõàíèçì (g, p) ÿâëÿåòñÿ VCG-ìåõàíèçìîì, îñíîâàííûì íà ôóíêöèè g, åñëè âûïëàòû âû÷èñëÿ-
þòñÿ ïî VCG-ôîðìóëå:

pi(w) =
∑

j 6=i

wj(g(w)) + hi(w−i),

ãäå hi � íåêàÿ (ïðîèçâîëüíàÿ) ôóíêöèÿ îò w−i.

Òî åñòü áåðåòñÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ è âûïëàòû ñòðîÿòñÿ ñîîòâåòñòâåííî. Âûïëàòû çäåñü íå ðàâíû
âûïëàòàì VCG, ò.ê. ìû ïîäñòàâëÿåì íå îïòèìàëüíóþ ôóíêöèþ, à ôóíêöèþ g.
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1.3. Ìåõàíèçì âòîðîãî øàíñà è åãî îñíîâíûå ñâîéñòâà
Îïð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ =

∏
i Θi ìíîæåñòâî òèïîâ âñåõ àãåíòîâ. Àïåëëÿöèÿ � ýòî ÷àñòè÷íàÿ

ôóíêöèÿ l : Θ → Θ.

Òî åñòü, ôóíêöèÿ àãåíòà ãîâîðèò î ñëåäóþùåì: ¾à âîò êîãäà òèïû Θ = (θ1, . . . , θN ), àëãîðèòì âàøåãî
ìåõàíèçìà g äà¼ò áîëüøå âñåîáùåãî ñ÷àñòüÿ, åñëè âìåñòî Θ åìó äàòü l(Θ)¿. Òàêèì îáðàçîì àïåëëÿöèÿ
ïîçâîëÿåò àãåíòó ïðåäëîæèòü ñâîé ñïîñîá óâåëè÷åíèÿ âñåîáùåãî ñ÷àñòüÿ. Åñëè θ íå ïðèíàäëåæèò dom l,
òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àãåíò íå ìîæåò ïðåäëîæèòü âàðèàíò, êîòîðûé óâåëè÷èò âñåîáùåå ñ÷àñòüå.

Ìåõàíèçì âòîðîãî øàíñà ÿâëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé VCG ìåõàíèçìà, â êîòîðîì àãåíòàì äàåòñÿ âîçìîæ-
íîñòü ïîäàâàòü ôóíêöèè àïåëëÿöèè.

Ýòîò ìåõàíèçì ñ àïåëëÿöèÿìè ðàáîòàåò ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1. Ïåðåä èñïîëíåíèåì Ïóáëèêóåòñÿ àëãîðèòì g è âðåìåííîé ëèìèò T íà ðàáîòó àïåëëÿöèé (èíà÷å

àïåëëÿöèÿ ìîãëà áû ïðîñòî ðåøàòü VCG, íî ìû áû íèêîãäà íå ñìîãëè òàêóþ àïåëëÿöèþ îáñ÷èòàòü).
2. Çàÿâëåíèå Êàæäûé àãåíò ïîäà¼ò ñâîé òèï wi (ñòàâêó) è ôóíêöèþ àïåëëÿöèè li.
3. Ðàñïðåäåëåíèå Ìåõàíèçì ïîäñ÷èòûâàåò g(w), g(l1(w)), . . . , g(lN (w)) è âûäà¼ò òîò îòâåò, êîòîðûé

ìàêñèìèçèðóåò âñåîáùåå ñ÷àñòüå.
4. Îïëàòà Åñëè ô � èçáðàííûé èñõîä, òî ïëàòåæè ïîëó÷àþòñÿ êàê

pi =
∑

j 6=i

wj(ô) + hi(w−i, l−i),

ãäå hi � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ.
Àãåíòû îòñûëàþò ïðîãðàììû ïðåäñòàâëÿþùèå ôóíêöèè àïåëëÿöèè. Çàòåì ýòè ïðîãðàììû âûïîëíÿþò-

ñÿ ìåõàíèçìîì. Ìåõàíèçì èìååò ïðàâî ïðåêðàòèòü âû÷èñëåíèå ëþáîé àïåëëÿöèè ïî èñòå÷åíèè âðåìåííîãî
ëèìèòà T . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäïîëàãàåì ÷òî âñå àïåëëÿöèè äîëæíû áûòü çàâåðøåíû ê îïðåäåëåííîìó
ìîìåíòó. Ïðîáëåìà îïòèìàëüíîãî âûáîðà ëèìèòà âðåìåíè ÿâëÿþòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé.

Òàê êàê hi íå âëèÿþò íà äåéñòâèÿ àãåíòîâ, îíè íå ïðèíèìàþòñÿ â ðàññìîòðåíèå, êîãäà àãåíòû äåëàþò
ñâîé âûáîð. Äëÿ óäîáñòâà, áóäåì ïîêà ïðåäïîëàãàòü, ÷òî hi = 0.

Îïð. Äåéñòâèåì àãåíòà â ìåõàíèçìå âòîðîãî øàíñà íàçûâàåòñÿ ïàðà (wi, li), ãäå wi � åãî òèï è
li � ôóíêöèÿ àïåëëÿöèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àãåíò ïðàâäèâûé, åñëè wi ðàâíî åãî èñòèííîé ñêðûòîé
öåííîñòè vi.

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìåõàíèçìà ñ àïåëëÿöèÿìè äëÿ êàæäîãî âåêòîðà ñòàâîê w, åñëè àãåíòû ïðàâ-
äèâû (w = v) è èçáðàí èñõîä ô, òî

V (v, ô) ≥ V (w, g(v)).

Äëÿ ïðàâäèâûõ àãåíòîâ ðåçóëüòàò âñåãäà íå õóæå, ÷åì g(v). Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ìåõàíèçìà.
Êðîìå òîãî, âåðåí ôàêò, àíàëîãè÷íûé ñîîòâåòñòâóþùåìó ñâîéñòâó ìåõàíèçìîâ VCG:

Ëåììà. Ïðèáûëü àãåíòà i ðàâíà
V ((vi, w−i), ô) + hi(w−i, l−i).

Òî åñòü àãåíòó âûãîäíî ãîâîðèòü wi 6= li, òîëüêî åñëè ýòî ëèáî äàñò ðàñïðåäåëåíèå ëó÷øå ÷åì g(v),
ëèáî ïîìîæåò àïåëëÿöèè êàêîãî-íèáóäü äðóãîãî àãåíòà.

À åñëè àãåíò áóäåò âðàòü, òî ýòî ìîæåò åìó ïîâðåäèòü â äâóõ ñëó÷àÿõ � èëè àëãîðèòì g ñòàíåò õóæå
ðàáîòàòü, èëè æå íà÷íåò èçìåðÿòü âñåîáùåå ñ÷àñòüå íà îñíîâàíèè íåïðàâèëüíûõ òèïîâ, è ïîýòîìó âûáåðåò
íå òó àëüòåðíàòèâó.

Ìû õîòåëè áû äîêàçàòü, ÷òî àãåíòó âûãîäíî ñêàçàòü ïðàâäó î ñâîåì òèïå, à âñå ñâîè ñîìíåíèÿ â
îïòèìàëüíîñòè g èçëîæèòü â ðàìêàõ àïåëëÿöèè.
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1.4. Ïðèìåð
Ðàññìîòðèì êîìáèíàòîðíûé àóêöèîí íà äâóõ âåùàõ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî àãåíò îöåíèâàåò ïàðó èç äâóõ

âåùåé â 3 ìèëëèîíà, íî êàæäóþ ïî îòäåëüíîñòè â 1 ìèëëèîí.
Òèï àãåíòà ñîñòîèò èç òð¼õ ÷èñåë � öåííîñòè âåùè 1, öåííîñòè âåùè 2 è öåííîñòè èõ îáåèõ.
Ïóñòü äëÿ àãåíòà i âåùè êîìïëåìåíòàðíû: çà îáå îí ãîòîâ îòäàòü $3, à çà êàæäóþ � òîëüêî ïî $1.

Òîãäà åãî òèï áóäåò vi = {3, 1, 1}.
Äàâàéòå ïðåäïîëîæèì, ÷òî àãåíò çàìåòèë, ÷òî àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòåíüêî ðàáîòàåò ëó÷øå,

åñëè åìó íå äàâàòü âàðèàíòîâ, à ãîâîðèòü æåñòêî wi = {3, 0, 0} âìåñòî {3, 1, 1}, ò.å. ñêðûòü ÷òî îí ãîòîâ
êóïèòü îäíó âåùü.

Â VCG-based ìåõàíèçìå àãåíò ïðåäïî÷òåò ãîâîðèòü wi. Ìîãóò âîçíèêíóòü äâå ïðîáëåìû.

1. Åñëè äàæå îñòàëüíûå ïðàâäèâû, ìîæåò áûòü ìíîãî ðàçíûõ âåêòîðîâ v−i, äëÿ êîòîðûõ wi âìåñòî vi

äà¼ò ðåçóëüòàòû íå ëó÷øå, à õóæå.

2. Íî äàæå åñëè êàæäûé àãåíò âûáåðåò wi òàê, ÷òîáû V ((vi, wi), g(vi, w−i)) ≥ V ((vi, wi), g(w)), ìî-
æåò òàê ñëó÷èòüñÿ, ÷òî îáùèé ðåçóëüòàò â èòîãå âñåõ âðóùèõ àãåíòîâ ñòàíåò õóæå: V (v, g(w)) <
V (v, g(w)).

Ìåõàíèçì âòîðîãî øàíñà äàåò àãåíòó âîçìîæíîñòü ïðîâåðèòü, ïðèâåäåò ëè îáúÿâëåíèå íåïðàâèëüíîãî
òèïà ê ëó÷øåìó ðåçóëüòàòó, ò.å. ñòàíåò ëè ëó÷øå îò âðàíüÿ â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå. Îí ïîäàñò
wi = {3, 1, 1} è àïåëëÿöèþ, êîòîðàÿ çàìåíÿåò wi íà w′i = {3, 0, 0}. Ìåõàíèçì ïîäñòàâèò {3, 0, 0} âìåñòî wi ñ
äàííûìè êîíêðåòíûìè òèïàìè äðóãèõ àãåíòîâ. Òî åñòü ñèòóàöèÿ äëÿ i áåñïðîèãðûøíàÿ. Çàìåòèì, ÷òî
ìåõàíèçì ïîçâîëÿåò àïåëëÿöèè àãåíòà ïîâëèÿòü íå òîëüêî íà ñâîé òèï, íî è íà îñòàëüíûå òèïû. Ýòî äàåò
ñèëüíûé àðãóìåíò â ïîëüçó ïðàâäèâîñòè.

2. Äîêàçàòåëüñòâî ïðàâäèâîñòè
2.1. Î ïðàâäèâîñòè â ìåõàíèçìàõ ñ àïåëëÿöèÿìè

Â äàííîì ðàçäåëå äîêàæåì ðàöèîíàëüíîñòü ïðàâäèâîñòè â ìåõàíèçìàõ âòîðîãî øàíñà.
Íàì ïðèä¼òñÿ íåìíîæêî ïî-äðóãîìó îïðåäåëÿòü ïðàâäèâîñòü, ïîòîìó ÷òî òóò áîëåå ñëîæíàÿ êîíñòðóê-

öèÿ. Ïðèä¼òñÿ èçìåíèòü è ïîíÿòèå äîìèíàíòíîé ñòðàòåãèè. Íåôîðìàëüíî, ñòðàòåãèÿ áóäåò äîìèíàíòíîé,
åñëè àãåíò íå çíàåò î ñòðàòåãèè, êîòîðàÿ ëó÷øå.

Ââåäåì ñëåäóþùèå ïîíÿòèÿ:

Îïð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ai ìíîæåñòâî äåéñòâèé àãåíòà i, êîòîðûå òåïåðü íå ñîâïàäàþò ñ òèïàìè.
Ôóíêöèÿ ðåâèçèè àãåíòà i � ýòî ÷àñòè÷íàÿ ôóíêöèÿ bi : A−i → A−i. Ñåìàíòèêà bi(a−i) ôàêòè÷åñêè
îçíà÷àåò: ¾åñëè áû ÿ çíàë, ÷òî äðóãèå ñäåëàþò a−i, ÿ áû âûáðàë bi(a−i) âìåñòî ai¿.

Ïóñòü i � àãåíò, bi � åãî ôóíêöèÿ ðåâèçèè, a−i � âåêòîð äåéñòâèé äðóãèõ. Òîãäà äåéñòâèå ai óäî-
âëåòâîðÿåò óñëîâèþ öåëåñîîáðàçíîñòè îòñóòñòâèÿ ñîìíåíèé, åñëè ëèáî a−i íå ëåæèò â îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ dom bi, ëèáî ui((bi(a−i), a−i)) ≤ ui(a). Ò.î. àãåíò íå çíàåò íè÷åãî ëó÷øåãî, ÷åì ñäåëàòü ai.

Òåïåðü ââåäåì ïîíÿòèå öåëåñîîáðàçíî äîìèíàíòíûõ äåéñòâèé, êîòîðûå ó÷èòûâàþò òîò ôàêò, ÷òî âîç-
ìîæíîñòè àãåíòîâ îãðàíè÷åíû. Çàòåì ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî ïðè ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îá àãåíòàõ,
ïðàâäèâûå, ïîëó÷àåìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, öåëåñîîáðàçíî äîìèíàíòíûå äåéñòâèÿ ñóùåñòâóþò.

Îïð. Äåéñòâèå ai íàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíî äîìèíàíòíûì, åñëè äëÿ êàæäîãî âåêòîðà a−i äåéñòâèé
äðóãèõ àãåíòîâ, ai óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ öåëåñîîáðàçíîñòè îòñóòñòâèÿ ñîìíåíèé îòíîñèòåëüíî ai è
bi.
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Îáû÷íî äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî îïòèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ âû÷èñëèìà, íî â áîëüøèíñòâå ñèòóàöèé
ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèé ñëèøêîì áîëüøîå è ýòó ôóíêöèþ ñëèøêîì ñëîæíî âû÷èñëèòü, äàæå ïðèáëèæåííî
çà ðàçóìíîå âðåìÿ. Â òàêèõ ñèòóàöèÿõ ïðåäïîëîæåíèå ñäåëàííîå âûøå áîëåå íå ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì.

Òî åñòü àãåíò íè äëÿ êàêèõ a−i íå çíàåò ëó÷øå, ÷åì ñäåëàòü ai.

Îïð. Äåéñòâèå íàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâûì, åñëè îíî ïðàâäèâî è öåëåñîîáðàçíî äîìèíàíòíî.

2.2. Ôóíêöèè ðåâèçèé è öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâûå äåéñòâèÿ
Ìû ïîêàçàëè, ÷òî àãåíòû ïðàâäèâû, êîãäà ñ÷àñòüå íå ìåíüøå V (v, g(v)). Òàêæå ìû îáñóäèëè, ÷òî

öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâîå äåéñòâèå âîçìîæíî, êîãäà ó àãåíòà åñòü ñòèìóë âûáðàòü åãî. Â äàííîì ðàçäåëå
áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå ðàçóìíûõ ïðåäïîëîæåíèé îá àãåíòàõ, âû÷èñëèìûå çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ
öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâûå äåéñòâèå ñóùåñòâóþò.

Îïð. Îáîçíà÷èì ⊥ ïóñòóþ àïåëëÿöèþ, à (w,⊥) � âåêòîð äåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì âñå àãåíòû îáú-
ÿâëÿþò wi è âñå àïåëëÿöèè ïóñòûå.

Îïð. Ôóíêöèÿ ðåâèçèè b íàçûâàåòñÿ àïåëëÿöèîííî íåçàâèñèìîé, åñëè ó êàæäîãî âåêòîðà â å¼ îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ åñòü òîëüêî ïóñòûå àïåëëÿöèè, ò.å. ∀a−i ∈ dom b ñóùåñòâóåò òàêîé w−i, ÷òî
a−i = (w−i,⊥).

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî àëãîðèòì T -îãðàíè÷åí, åñëè îí ðàáîòàåò çà T .
Àïåëëÿöèîííî íåçàâèñèìàÿ ôóíêöèÿ T -îãðàíè÷åíà, åñëè îíà ñàìà T -îãðàíè÷åíà è êàæäàÿ àïåëëÿöèÿ

â å¼ îáðàçå òîæå T -îãðàíè÷åíà.

Òåîð. Åñëè ó àãåíòà â ìåõàíèçìå ñ àïåëëÿöèÿìè åñòü àïåëëÿöèîííî íåçàâèñèìàÿ T -îãðàíè÷åííàÿ
ôóíêöèÿ ðåâèçèè, è àëãîðèòì ðàñïðåäåëåíèÿ ìåõàíèçìà òîæå T -îãðàíè÷åí, òî äëÿ êàæäîãî T ′-îãðàíè÷åí-
íîãî ìåõàíèçìà, T ′ = Ω(T ), ó ýòîãî àãåíòà åñòü öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâîå äåéñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïóñòü bi � ôóíêöèÿ ðåâèçèè. Íóæíî îïðåäåëèòü àïåëëÿöèþ. Äëÿ êàæäîãî w−i åñòü äâà èñõîäà �

o1 = g(w) è o2 = g(τi(w)), ãäå (wi, τi) = bi(w−i,⊥).
Ìû îïðåäåëèì li(w) êàê ëó÷øèé èç ýòèõ èñõîäîâ: li(w) = argmaxj=1,2V ((vi, w−i), oj), òî åñòü li ïðîâå-

ðÿåò, õîðîøî ëè áóäåò àãåíòó ñêàçàòü wi. Òîãäà ai = (vi, li) áóäåò öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâûì.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå. Åñëè ai íå ïðàâäèâî, òî ñóùåñòâóåò âåêòîð a−i = (w−i,⊥) ∈ dom bi, äëÿ

êîòîðîãî u(ai, a−i) < u(bi(a−i), a−i).
Îáîçíà÷èì bi(a−i) = (wi, τi). Êàê ãîâîðèëîñü ðàíåå, äîõîä àãåíòà ðàâåí âñåîáùåìó ñ÷àñòüþ V ((vi, w−i), o)

(ñ òî÷íîñòüþ äî hi, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò äåéñòâèé àãåíòîâ).
Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà àãåíò âûáðàë bi(a−i). Îáîçíà÷èì ïîëó÷åííûé èñõîä, êàê ô. Â ñîîò-

âåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì ìåõàíèçìà ô, êîòîðûé áûë âûáðàí èç ìíîæåñòâà {o1, o2}, ïðè óñëîâèè òîãî ÷òî
ñ÷àñòüå èçìåðÿëîñü îòíîñèòåëüíî çàÿâêè àãåíòà wi.

À åñëè àãåíò âûáðàë ïðàâäèâîå äåéñòâèå ai è ïîëó÷èë èñõîä õ, òî â ýòîì ñëó÷àå ýòîò èñõîä áûë
âûáðàí ìåõàíèçìîì èç o0 = g(vi, w−i), à òàêæå èç o1 è o2 (ïî îïðåäåëåíèþ li). Ýòî ìíîæåñòâî, âêëþ÷àåò
â ñåáÿ äàííîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî èñõîäîâ, ïîëó÷åííûõ â ïåðâîì ñëó÷àå, ò.å. ìíîæåñòâî, èç êîòîðîãî
àëãîðèòì âûáèðàë ïîëíûì ïåðåáîðîì, ñòðîãî óâåëè÷èëîñü. Áîëåå òîãî èñõîä áûë âûáðàí â ñîîòâåòñòâèè
ñ ïðàâèëüíûì òèïîì vi.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî V ((vi, w−i), õ) ≥ V ((vi, w−i), ô). À ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿåòñÿ ïðîòèâîðå÷èåì.
Çàìåòèì, ÷òî li äåéñòâèòåëüíî Ω(T )-îãðàíè÷åíà. Ýòî ÿñíî, òàê êàê g è τi ÿâëÿþòñÿ T -îãðàíè÷åííûìè.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ò
Äëÿ äàííîé ôóíêöèè ðåâèçèé àãåíòà ëåãêî ñêîíñòðóèðîâàòü àïåëëÿöèþ li, îïèñàííóþ âûøå (òî åñòü

ñêîíñòðóèðîâàòü ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âû÷èñëèò åå). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ó àãåíòà åñòü òàêàÿ àïåëëÿöèîííî
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íåçàâèñèìàÿ ôóíêöèÿ, òî îí ìîæåò ãàðàíòèðîâàòü ñåáå öåëåñîîáðàçíî äîìèíàíòíûå äåéñòâèÿ.

2.3. d-îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè ðåâèçèè
Êëàññ d-îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé ðåâèçèè àãåíòîâ, êîòîðûå ïîìèìî àëãîðèòìà ïðåäñòàâëÿþò ïîëèíî-

ìèàëüíîå ñåìåéñòâî ïîòåíöèàëüíûõ àïåëëÿöèé äëÿ äðóãèõ àãåíòîâ. Ýòîò êëàññ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì
d-îãðàíè÷åííûõ àïåëëÿöèîííî-íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé.

Îïð. Ôóíêöèÿ ðåâèçèè bi d-îãðàíè÷åííàÿ:
Åñëè îíà O(nd)-îãðàíè÷åíà è äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ àïåëëÿöèé â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ bi:
L = {li | ∃l−ij , w−i : (w−i, (li, l−i)) ∈ dom bi}

⋃{li | ∃(w−i, l−i), wi : (wi, li) = bi(w−i, l−i)}.
Òîãäà |L| = O(nd) è äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c êàæäàÿ àïåëëÿöèÿ èç L cnd-îãðàíè÷åíà.

2.4. Î õîðîøèõ ìåõàíèçìàõ ñ àïåëëÿöèÿìè
Òåîð. Åñëè ó àãåíòà â ìåõàíèçìå ñ àïåëëÿöèÿìè åñòü d-bounded ôóíêöèÿ ðåâèçèè, è àëãîðèòì

ðàñïðåäåëåíèÿ ìåõàíèçìà òîæå O(nd)-îãðàíè÷åí, òî äëÿ êàæäîãî T ′-îãðàíè÷åííîãî ìåõàíèçìà, T ′ =
Ω(n2d), ó ýòîãî àãåíòà åñòü öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâîå äåéñòâèå.

Äîêàçàòåëüñòâî:
Ïóñòü i � àãåíò, à bi ôóíêöèè ðåâèçèè. Äëÿ êàæäîãî âåêòîðà w−i âû÷èñëèì ñëåäóþùèå èñõîäû:

1. o0 = g(w).

2. Èç òåîðåìû, äîêàçàííîé ðàíåå, äëÿ âñåõ τj ∈ L îïðåäåëèì oj = g(τj(w)).

3. Îïðåäåëèì l(w) = argmax0≤j≤|L|V ((vi, w−i), oj), êàê ðåçóëüòàò ñ ìàêñèìàëüíîé ïðèáûëüþ, â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (vi, w−i), ñðåäè âñåõ ðåçóëüòàòîâ, îïèñàííûõ âûøå.

Ïîêàæåì, ÷òî li áóäåò n2d-îãðàíè÷åíà.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì, àïåëëÿöèÿ li ñîâåðøàåò nd + 1 îïåðàöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ òðåáóåò

íå áîëåå ÷åì cnd åäèíèö âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíîå âû÷èñëåíèå çàíèìàåò íå áîëåå ÷åì O(n2d).
Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ai = (vi, li) áóäåò öåëåñîîáðàçíî ïðàâäèâûì.
Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå îò ïðîòèâíîãî:
Ïóñòü ñóùåñòâóåò âåêòîð ai â îáðàçå bi, òàêîé ÷òî u(ai, a−i) < u(bi(a−i), a−i).
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà àãåíò âûáèðàåò bi(a−i) = (wi, τi). Ìåõàíèçì ïîëó÷àåò ðåçóëüòàò ô, êîòîðûé

ìàêñèìèçèðóåò âñåîáùåå ñ÷àñòüå (â ñîîòâåòñòâèè ñ w) èç ñëåäóþùåãî ìíîæåñòâà èñõîäîâ S:

1. o0 = g(w).

2. oj = g(lj(w)) äëÿ êàæäîãî i 6= j, òî åñòü ðåçóëüòàò àïåëëÿöèé äðóãèõ àãåíòîâ.

3. oi = g(τi(w))

Êîãäà àãåíò âûáèðàåò ai, ðåçóëüòàòû èçìåðÿþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ âåêòîðîì ¾ïðàâèëüíûõ¿ òèïîâ
(vi, w−i). Áîëåå òîãî òîãî îíè âûáðàíû èç ìíîæåñòâà, êîòîðîå âêëþ÷àåò â ñåáÿ äàííîå ìíîæåñòâî è ìíî-
æåñòâî S:

1. o′0 = g((vi, w−i)) (èç îïðåäåëåíèÿ ìåõàíèçìà).

2. o′j = g(lj((vi, w−i))) äëÿ êàæäîãî i 6= j, òî åñòü ðåçóëüòàò àïåëëÿöèé äðóãèõ àãåíòîâ. (òàêæå èç
îïðåäåëåíèÿ ìåõàíèçìà)

3. o′j = g(τ(w)) äëÿ ëþáîãî τ ∈ L. Òàê êàê a−i íàõîäèòñÿ â îáðàçå bi, òî ìíîæåñòâî âêëþ÷àåò âñå
ðåçóëüòàòû ôîðìû g(lj(w)) â òîì ñëó÷àå, êîãäà i âûáèðàåò bi(a−i). Òàêæå îíî ñîäåðæèò ðåçóëüòàò
ñâîåé ñîáñòâåííîé àïåëëÿöèè τi(w).
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4. g(w) èç îïðåäåëåíèÿ li.

Ïóñòü õ ÿâëÿåòñÿ âûáðàííûì ðåçóëüòàòîì â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê ìíîæåñòâî ðåçóëüòàòîâ âî âòîðîì
ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì, âêëþ÷àþùåì â ñåáÿ äàííîå ìíîæåñòâî è ìíîæåñòâî èñõîäîâ ïåðâîãî ñëó÷àÿ,
g((vi, w−i), õ) ≥ g((vi, w−i), ô). Â ñîîòâåòñòâèè óïîìÿíóòîé ðàíåå ëåììîé, ïðèáûëü àãåíòà ïðè âûáîðå ai

ïîëó÷àåòñÿ áîëüøå, ÷åì ïðè âûáîðå bi(a−i). Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëüíî, òåîðåìà äîêàçàíà.
Êàê è â ñëó÷àå ñ àïåëëÿöèîííî-íåçàâèñèìûìè ôóíêöèÿìè, òåîðåìà äàåò ïðåäïèñàíèå äëÿ ñîçäàíèÿ

àïåëëÿöèé, êîòðûå ãàðàíòèðóþò àãåíòó öåëåñîîáðàçíî äîìèíàíòíîå äåéñòâèå.

7


