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1 Àôôèííûå ìàêñèìèçàòîðû
1.1 Ñóòü Çàäà÷è

Ìû âñ¼ âðåìÿ ãîâîðèì î òîì, êàê áû íàì ðåàëèçîâàòü òó èëè èíóþ ôóíêöèþ ñîöèàëüíîãî âûáîðà, ò.å.
êàê ïîñòðîèòü ìåõàíèçì, êîòîðûé äîáèâàåòñÿ íóæíîãî ðåçóëüòàòà. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî â ýòîì îäíà èç
îñíîâíûõ çàäà÷ äèçàéíà ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ.

Äëÿ ôóíêöèé öåííîñòè ñàìîãî îáùåãî âèäà ìû óæå ãîâîðèëè î òåîðåìå Ãèááàðäà-Ñàòòåðòóýéòà. Ìû
äîêàçûâàëè, ÷òî åñëè äîïóñòèòü ëþáûå ïîðÿäêè íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ èñõîäîâ, òî ðåàëèçîâàòü ìîæíî
òîëüêî ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà, âûãîäíûå ðîâíî îäíîìó ó÷àñòíèêó. Íî âïîëíå ðàçóìíî áûëî áû
çàäàòü òîò æå âîïðîñ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïðåäïî÷òåíèé. Îäíàêî ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå
îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ íåò, è â äàííîé ëåêöèè ìû ðàññìîòðèì òîëüêî ÷àñòíûé ñëó÷àé ðåøåíèÿ ýòîé
çàäà÷è.

1.2 Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ
Ó ìåõàíèçìà åñòü íàáîð èñõîäîâ O (èõ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç x, y, z, . . .). Åñòü N èãðîêîâ, ó

êàæäîãî åñòü ñâîé òèï vi. Ýòîò òèï - ïðîñòî íàáîð öåííîñòåé, êîòîðûå èãðîê ìîæåò ïðèñâîèòü êàæäîìó
èñõîäó. Ò.å. åñëè áðàòü ñèòóàöèþ àóêöèîíà, íàáîð èñõîäîâ O - ýòî êîìó äàëè âåùü, à òèï vi-òîå - ýòî íàáîð
÷èñåë, êîòîðûå ðàâíû íóëþ åñëè ýòó âåùü îòäàëè êîìó-òî äðóãîìó, èëè ñàìîé öåííîñòè, åñëè âåùü äàëè
äàííîìó èãðîêó.

Ìû áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâî òèïîâ íåîãðàíè÷åííûì, åñëè êàæäûé àãåíò òåîðåòè÷åñêè ìîæåò ïðè-
ñâîèòü êàæäîìó èñõîäó ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî

Îïðåäåëåíèå 1 V = V1 × V2 × . . .× VN íàçûâàåòñÿ íåîãðàíè÷åííûì, åñëè Vi = R|O| äëÿ êàæäîãî i.

Íàø ñëó÷àé � íåîãðàíè÷åííîå V, ò.å. ñèòóàöèÿ, â êîòîðîé êàæäûé íàáîð èç |O| ÷èñåë ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé âîçìîæíûé òèï èãðîêà i.

Ñëåäóþùèé îáúåêò, êîòîðûé íàñ èíòåðåñóåò, ýòî ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f : V → O. Ìîæíî áåç
ïîòåðè îáùíîñòè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî f ñþðúåêòèâíà.

Êðîìå òîãî, ìåõàíèçì áåð¼ò ñ èãðîêîâ ïëàòåæè pi : V → R è èãðîêè êâàçèëèíåéíû, ò.å. îíè õîòÿò
ìàêñèìèçèðîâàòü ñåáå

ui = vi(f(v))− pi(v).

Îïðåäåëåíèå 2 f ïðàâäèâî ðåàëèçóåìà, åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ïëàòåæà pi, äëÿ êîòîðûõ ïðàâäè-
âîñòü áóäåò äîìèíàíòíîé ñòðàòåãèåé.

Îò íàñ çàâèñèò òîëüêî pi, ïîýòîìó íàì íóæíî òàê ïîäîáðàòü çíà÷åíèÿ pi, ÷òîáû â êîíöå êîíöîâ ýãîè-
ñòè÷íûå àãåíòû, äåéñòâóÿ äëÿ ìàêñèìèçàöèè ñâîèõ ui (êîòîðûå ó íèõ êâàçèëèíåéíûå), ìàêñèìèçèðîâàëè
f .

Ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, äëÿ êàæäîãî i, êàæäîãî v−i ∈ V−i è äëÿ êàæäîãî v′ ∈ Vi, äîõîäíîñòü, êîòîðóþ
ïîëó÷èò àãåíò ñêàçàâ ïðàâäó? áîëüøå äîõîäíîñòè, êîòîðóþ ïîëó÷èò àãåíò ñîëãàâ:

vi(f(v))− pi(v) ≥ vi(f(v′i,v−i))− pi(v′i,v−i).

Ïàðó ëåêöèé íàçàä ìû óæå ãîâîðèëè, ÷òî âñå ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà, îïòèìèçèðóþùèå âñåîáùåå
ñ÷àñòüå, ïðàâäèâî ðåàëèçóåìû VCG-ïëàòåæàìè (ò.å. ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà, êîòîðàÿ îïòèìèçèðóåò
âñåîáùåå ñ÷àñòüå � îíà îäíà, ðåàëèçóåìà ïîñðåäñòâîì VCG-ìåõàíèçìà). Áîëåå òîãî, òàê æå ðåàëèçóåìû
è âçâåøåííûå ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà. À èìåííî ôóíêöèè, êîòîðûå ñ ðàçíûìè âåñàìè ó÷èòûâàþò
ñ÷àñòüå ðàçíûõ àãåíòîâ.

Çàäà÷à â òîì, ÷òîáû äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå:
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Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà Ðîáåðòñà) Ïóñòü |O| ≥ 3, è V íåîãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ êàæäîé ïðàâäèâî ðåà-
ëèçóåìîé ôóíêöèè ñîöèàëüíîãî âûáîðà f ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå âåñà k1, . . . , kN , íå âñå ðàâíûå
íóëþ, è êîíñòàíòû Cx, x ∈ O, äëÿ êîòîðûõ äëÿ âñåõ v ∈ V

f(v) ∈ argmaxx∈O

{
n∑

i=1

kivi(x) + Cx

}
.

1.3 Óñëîâèÿ ìîíîòîííîñòè
Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ðîáåðòñà (èõ íåñêîëüêî) îñíîâàíû íà óñëîâèÿõ ìîíîòîííîñòè, ò.å. íà òîì, ÷òî

äëÿ ïðàâäèâîé ðåàëèçóåìîñòè f äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ýòèì óñëîâèÿì. Ñôîðìóëèðóåì íåñêîëüêî òàêèõ
óñëîâèé.

Îïðåäåëåíèå 3 W-MON � ñëàáàÿ ìîíîòîííîñòü. f óäîâëåòâîðÿåò W-MON, åñëè äëÿ âñåõ vi, v
′
i,v−i

ïðè f(v) = x è f(v′i,v−i) = y
v′i(y)− vi(y) ≥ v′i(x)− vi(x).

Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè èãðîê i ìîæåò èçìåíèòü ñâîé òèï ñ vi íà v′i, ïðè ýòîì èçìåíèâ èñõîä ñ x íà y, òî
ðàçíîñòü åãî çíà÷åíèé äëÿ y äîëæíà áûòü íå ìåíüøå, ÷åì ðàçíîñòü åãî çíà÷åíèé äëÿ x. Òàêèì îáðàçîì
çäåñü ïîÿâëÿþòñÿ ðàçíîñòè, êîòîðûå áóäóò êëþ÷åâûìè îáúåêòàìè â äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèÿõ. Ñòîèò
òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ðàçíîñòè íóæíî èñïîëüçîâàòü èç-çà êâàçèëèíåéíîñòè.

Ëåììà 1 Âñÿêàÿ äîìèíàíòíî ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f óäîâëåòâîðÿåò W-MON.

Äîêàçàòåëüñòâî Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî pi íå çàâèñèò îò vi. Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ôóíêöèÿ ïðàâäèâî
ðåàëèçóåòñÿ ìåõàíèçìîì, òî ôóíêöèÿ ïëàòåæà óæå íå çàâèñèò îò ñòàâêè. Ïóñòü çàâèñèò. ×òî çíà÷èò, ÷òî
ôóíêöèÿ ïëàòåæà çàâèñèò îò ñòàâêè? Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòü v−i, x, vi, v

′
i òàêèå, ÷òî èñõîä îäèí è òîò æå,

íî ïëàòåæ ïðè ýòîì ðàçíûé:

f(vi,v−i) = f(v′i,v−i) = x, pi(vi,v−i) < pi(v′i,v−i).

Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ïðè òèïàõ v èãðîêó i âûãîäíî ñîâðàòü. Çàôèêñèðóåì v−i, vi, v
′
i, x, y òàê, êàê áûëî â

îïðåäåëåíèè W-MON. Èç-çà ïðàâäèâîé ðåàëèçóåìîñòè äîëæíî áûòü âåðíî, ÷òî

vi(x)− pi(x,v−i) ≥ vi(y)− pi(y,v−i),

èíà÷å ïðè òèïå vi èãðîê i ñìîæåò óëó÷øèòü ñåáå äîõîä, ñîâðàâ v′i. Àíàëîãè÷íî,

v′i(y)− pi(y,v−i) ≥ v′i(x)− pi(x,v−i).

Ñëîæèâ ýòè äâà íåðàâåíñòâà è ñîêðàòèâ pi ïîëó÷èì èñêîìîå óñëîâèå W-MON. Òàêèì îáðàçîì, W-MON
íåîáõîäèìî.

Íî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðîå ìû èñïîëüçóåì â äàííîé ëåêöèè, áîëüøå ïîäõîäèò óñëîâèå PAD �
Positive Association of Di�erences.

Îïðåäåëåíèå 4 Ãîâîðÿò, ÷òî f óäîâëåòâîðÿåò PAD, åñëè äëÿ âñåõ v, v′ ∈ V âåðíî ñëåäóþùåå: åñëè
f(v) = x, è v′i(x)− vi(x) > v′i(y)− vi(y) äëÿ âñåõ y ∈ O \ x è âñåõ i, òî f(v′) òîæå ðàâíî x.

PAD òîæå ðàññìàòðèâàåò ðàçíîñòè, è îíî ëåãêî ñëåäóåò èç W-MON.

Ëåììà 2 Âñÿêàÿ äîìèíàíòíî ðåàëèçóåìàÿ ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f óäîâëåòâîðÿåò PAD.
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Äîêàçàòåëüñòâî Ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò W-MON. Òåïåðü çàôèêñèðóåì v, v′ èç îïðå-
äåëåíèÿ PAD. Êàê ìû óæå íåîäíîêðàòíî äåëàëè, ââåä¼ì ïðîìåæóòî÷íûå âåêòîðû òèïîâ (ò.å. áóäåì ïî
îäíîìó ìåíÿòü òèï) è äîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî íà êàæäîì øàãå òèï ñîõðàíÿåòñÿ:

vi = (v′1, . . . , v
′
i, vi+1, . . . , vN ).

Òîãäà
f(v0) = x, v0 = v, vN = v′.

Ïóñòü f(vi−1) = x, à f(vi) = y 6= x. Òîãäà ìîæíî ïðèìåíèòü W-MON:

v′i(y)− vi(y) ≥ v′i(x)− vi(x),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ PAD. Çíà÷èò, f(vi) = x. Äîêàçàíî ïî èíäóêöèè.

È â åù¼ îäíîé ôîðìå ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ PAD. Ðàññìîòðèì äâà âåêòîðà α, β ∈ RN . Áóäåì îáîçíà-
÷àòü α > β, êîãäà èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî â êàæäîé êîìïîíåíòå. Òàêæå, îáîçíà÷èì ~0 íóëåâîé
âåêòîð.

Ëåììà 3 Ïóñòü f óäîâëåòâîðÿåò PAD. Çàôèêñèðóåì v,v′ ∈ V. Åñëè f(v′) = x, è v′(y)−v(y) > v′(x)−
v(x), äëÿ íåêîòîðîãî èñõîäà y ∈ O, òî f(v) 6= y.

Äîêàçàòåëüñòâî Òàê êàê èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, ñëåäîâàòåëüíî åñòü òàêîå ∆ > ~0, ðàâíîå
ðàçíîñòè äâóõ âåêòîðîâ èç èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà:

∆ = v′(y)− v(y) + v(x)− v′(x) ∈ RN .

Êðîìå òîãî,
vi(x)− v′i(x)− ∆i

2
= vi(y)− v′i(y) +

∆i

2
> vi(y)− v′i(y).

Îïðåäåëèì íîâûé òèï v′′ ∈ V:

v′′i (z) =





min{vi(z), v′i(z) + vi(x)− v′i(x)} −∆i, z 6= x, y,

vi(x)− ∆i

2 , z = x,

vi(y), z = y.

Ýòî ñóãóáî òåõíè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ, êîòîðàÿ íóæíà äëÿ òîãî, ÷òîáû èç PAD ñëåäîâàëî ñðàçó äâå
âåùè: f(v′′) = y è f(v′′) = x. Òàêèì îáðàçîì, ñ îäíîé ñòîðîíû ïîëó÷àåì, ÷òî

v′′i (y)− vi(y) = 0 > v′′i (z)− vi(z),

è èç PAD ñëåäóåò, ÷òî f(v′′) = y.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ z 6= x, y

v′′i (z) ≤ v′i(z) + vi(x)− v′i(x)−∆i,

è
v′′i (x)− v′i(x) = vi(x)− v′i(x)− ∆i

2
> v′′i (z)− v′i(z).

Àííàëîãè÷íî äëÿ z = y. Òîãäà èç PAD ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî f(v′′) = x, îòêóäà ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òåïåðü, êîãäà ìû èçó÷èëè âñå äîïîëíèòåëüíûå ëåììû, ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó ñàìîé òåîðåìû
Ðîáåðòñà.
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2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà
2.1 Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ � ýòî àôôèííûé ìàêñèìèçàòîð, íà ñàìîì äåëå íàäî èçó÷àòü ðàçíîñòè.
Ýòî ïîòîìó, ÷òî àôôèííàÿ ìàêñèìèçàöèÿ íà ñàìîì äåëå ýêâèâàëåíòíà ñèñòåìå íåðàâåíñòâ:

N∑

i=1

ki(vi(x)− vi(y)) ≥ Cy − Cx,

ãäå
f(v) = x 6= y.

Ìû áóäåì èçó÷àòü ñòðóêòóðó ýòèõ ñàìûõ ðàçíîñòåé.
Ãëàâíîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ìû áóäåì èçó÷àòü � ýòî

P (x, y) = {α ∈ RN | ∃v : v(x)− v(y) = α, f(v) = x}.

Ò.å. åñëè f(v) = x, òî v(x)− v(y) ∈ P (x, y).
Â òå÷åíèå äîêàçàòåëüñòâà ìû óâèäèì, êàêîâà ñòðóêòóðà ìíîæåñòâ P (x, y) è ïîêàæåì, ÷òî P (x, y) �

ýòî ïîëóïðîñòðàíñòâî. Â ÷àñòíîñòè, ìû ñäåëàåì äâà âàæíûõ çàìå÷àíèÿ î ñòðóêòóðå P (x, y). Âî-ïåðâûõ,

α ∈ P (x, y)iff − α /∈ P (y, x), (1)

è âíóòðåííîñòè P (x, y) è P (y, x) íå ïåðåñåêàþòñÿ.
È âî-âòîðûõ,

P (x, y) + P (y, z) = P (x, z) (2)
(ïî êðàéíåé ìåðå, äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê).

Äëÿ ÷åãî íóæíû äàííûå ñâîéñòâà? Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ~0 ∈ P (x, y) äëÿ âñåõ x, y ∈ O (íà ñàìîì äåëå,
ýòî íå îáÿçàòåëüíî òàê). Òîãäà ïî âòîðîìó óñëîâèþ âñå P (x, y) ðàâíû. Ââåä¼ì íîâîå îáîçíà÷åíèå � ïóñòü
îíè ðàâíû C. Ïî ïåðâîìó óñëîâèþ C ∪ −C = RN : åñëè α /∈ C, òî −α ∈ C. Òàêæå èç ïåðâîãî óñëîâèÿ
ñëåäóåò, ÷òî C � âûïóêëîå ìíîæåñòâî: åñëè 1

2 (α + β) /∈ C, òî − 1
2 (α + β) ∈ C, òîãäà èñïîëüçóÿ âòîðîå

óñëîâèå ïîëó÷àåì, ÷òî α + β ∈ C, è, çíà÷èò, α + β − 1
2 (α + β) ∈ C. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òàêèì îáðàçîì, C è −C ïîêðûâàþò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî, âûïóêëû, è èõ âíóòðåííîñòè íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ýòî â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâàìè.

2.2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
Òàê êàê f � ñþðúåêöèÿ, òî P (x, y) íå ïóñòî äëÿ ëþáûõ x è y. Òàêæå, åñëè α ∈ P (x, y) òî äëÿ ëþáîãî

ïîëîæèòåëüíîãî δ ∈ RN , α + δ ∈ P (x, y) òîæå: ðàññìîòðèì v: f(v) = x è v(x) − v(y) = α. Óâåëè÷èì v(x)
íà δ. Òàê êàê v ó íàñ íåîãðàíè÷åííûå, òî ïîëó÷èòñÿ, ÷òî δ òîæå áóäåò ëåæàòü â P (x, y).

Ëåììà 4 Ëåììà, êîòîðàÿ äîêàçûâàåò ñâîéñòâî (1) èäåè äîêàçàòåëüñòâà 2.1. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå
âåêòîðà α, ε ∈ P (x, y). Ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî

α− ε ∈ P (x, y) → −α /∈ P (y, x)

α /∈ P (x, y) → −α ∈ P (y, x)

Äîêàçàòåëüñòâî Ò.å. ïîëó÷èòñÿ ñâîéñòâî (1) èäåè äîêàçàòåëüñòâà 2.1, íî äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê. Äî-
êàæåì ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû. Ïóñòü íàîáîðîò −α ∈ P (y, x). Òîãäà ñóùåñòâóåò v òàêîé, ÷òî

v(y)− v(x) = −α, f(v) = y.
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α− ε ∈ P (x, y), ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò òàêîé v′, ÷òî v′(x)− v′(y) = α− ε, è f(v′) = x. Òîãäà âåðíî

v(x)− v(y) = α > v′(x)− v′(y) = α− ε,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå ïðî PAD.
Ïîêà ìû äîêàçàëè, ÷òî âíóòðåííèå îáëàñòè P (x, y) è P (y, x) íå ïåðåñåêàþòñÿ, è îáúåäèíåíèå P (x, y) è

−P (y, x) ñîñòàâëÿåò âñ¼ ïðîñòðàíñòâî. Êðîìå òîãî ñâîéñòâî (2) èäåè äîêàçàòåëüñòâà 2.1 íàì ïîêàçàëî, ÷òî
ãðàíèöà ó P (x, y) ìîíîòîííî íåâîçðàñòàþùàÿ. Òàê êàê ìû äîêàçàëè, ÷òî α + δ ∈ P (x, y), åñëè α ∈ P (x, y),
òî ãðàíèöà âîçðàñòàþùåé áûòü íå ìîæåò. Åñëè ãðàíèöà áóäåò âîçðàñòàþùåé, òî òîãäà ìû ñìîæåì ïðèáà-
âèòü α ê δ è ïîïàñòü âíå P (x, y).¥

Îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî ãðàíèöû ÿâëÿþòñÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè, è òîãäà ìû äîêàæåì âñå íåîáõî-
äèìûå ñâîéñòâà P (x, y). Òàêæå ñòîèò ïîêàçàòü, ÷òî P (x, y) è P (y, x) ýòî îäíî è òîæå.

Ëåììà 5 Ïóñòü ó íàñ åñòü äâà âåêòîðà α, β, è ó íèõ åñòü äâå ïîãðåøíîñòè εα, εβ ∈ RN è εα, εβ > ~0.
Òîãäà äîêàæåì ñëåäóþùóþ òðàíçèòèâíîñòü:

α− εα ∈ P (x, y), β − εβ ∈ P (y, z) ⇒ α + β − εα + εβ

2
∈ P (x, z).

Äîêàçàòåëüñòâî Âûáåðåì w 6= x, y, z è δw ∈ P (x,w), ε > ~0 ∈ RN . Òàêæå ìû âûáåðåì òàêîé v, ÷òî

v(x)− v(y) = α− εα

2
, v(y)− v(z) = β − εβ

2
,v(x)− v(w) = δw + ε.

Çíà÷èò îíè ëåæàò â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ. Òîãäà ïî ëåììå PAD f(v) = x, è, ñëåäîâàòåëüíî,

α + β − εα + εβ

2
= v(x)− v(z),

êîòîðàÿ ëåæèò â P (x, z).¥

Âåðíåìñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû. Åñëè áû áûëî âåðíî, ÷òî ~0 ∈ P (x, y), òî ìû áû óæå äîêàçàëè âñþ
òåîðåìó, ò.ê. ëåììà 5, ïðèìåíåííàÿ ê ~0, äîêàçûâàëà áû, ÷òî âíóòðåííîñòè âñåõ P (x, y) ðàâíû. Ò.å. ìû áû
äîêàçàëè, ÷òî P (x, y) = P (w, w), ïðèáàâëÿÿ ê êàêîìó-íèáóäü α íóëåâûå âåêòîðà. Íî ýòî íå ñîâñåì âåðíî.

Äàâàéòå âîçüìåì ìíîæåñòâà è ñäâèíåì èõ íà

γ(x, y) = inf{p ∈ R | p ·~1 ∈ P (x, y)}.

γ(x, y) - ÷èñëî, èíôèìóì âñåõ ÷èñåë, äëÿ êîòîðûõ ïðÿìàÿ ãèïåðïëîñêîñòü | p · ~1 íà÷èíàåò ïåðåñåêàòüñÿ
ñ P (x, y). Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî P (x, y), è âîò êîãäà ãèïåðïëîñêîñòü, åãî ïîäïèðàþùàÿ, íàêîíåö-òî äî
íåãî äîéäåò, å¼ êîýôôèöèåíò áóäåò ðàâåí γ(x, y).

Ëåììà 6 Äëÿ âñåõ x, y, z ∈ O:
γ(x, y) = −γ(y, x);
γ(x, z) = γ(x, y) + γ(y, z).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïåðâûé ïóíêò: äëÿ âñÿêîãî ε > 0

(γ(x, y) +
ε

2
) ·~1 ∈ P (x, y).

Ïîòîìó ÷òî íà÷èíàÿ ñ γ(x, y) âñå óæå ëåæèò â P (x, y). Çíà÷èò ïî ëåììå 5

(−γ(x, y)− ε) ·~1 /∈ P (y, x).
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Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(γ(x, y)− ε) ·~1 /∈ P (x, y),

ò.ê. γ(x, y) íå ëåæèò â P (x, y), è, ñëåäîâàòåëüíî, íàîáîðîò

(−γ(x, y) +
ε

2
) ·~1 ∈ P (y, x).

Ò.å. ïîëó÷èëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε −γ(x, y)− ε /∈ P (x, y), à

−γ(x, y) + ε ∈ P (x, y).

Âòîðîé ïóíêò: ïîäåëèì ε ïîïîëàì, ðàññìîòðèì âåêòîðà

(γ(x, y) +
ε

2
) ·~1 ∈ P (x, y) (γ(y, z) +

ε

2
) ·~1 ∈ P (y, z).

Òîãäà, ïî ëåììå 5,
(γ(x, y) + γ(y, z) + ε) ·~1 ∈ P (x, z).

Òîëüêî ÷òî ìû äîêàçàëè, ÷òî
γ(z, x) ≤ γ(z, y) + γ(y, x).

Â äðóãóþ ñòîðîíó äîêàçûâàåòñÿ çàìåíîé áóêâ y è z, è ñëåäîâàòåëüíî, çàìåíèâ îäíó èç γ(x, y) íà −γ(y, x)
ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå íåðàâåíñòâî

γ(z, x) ≥ γ(z, y) + γ(y, x).

¥

Òåïåðü ìû ìîæåì ñäâèíóòü ìíîæåñòâà P (x, y). Ââåäåì íîâûå ìíîæåñòâà

C(x, y) = P (x, y)− γ(x, y) ·~1.

äëÿ òîãî, ÷òîáû ~0 ∈ C(x, y). Äðóãèìè ñëîâàìè C(x, y) = {α− γ(x, y) ·~1 | α ∈ P (x, y)}
Òàêæå îáîçíà÷èì ÷åðåç Ċ âíóòðåííîñòü C èëè ôîðìàëüíî:

Ċ = {α ∈ C | α− ε ∈ C ε~0}.

Ëåììà 7 Ċ(x, y) = Ċ(w, z) äëÿ ëþáûõ x, y, w, z ∈ O, x 6= y, w 6= z. Ò.å. äðóãèìè ñëîâàìè ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âíóòðåííîñòè âñåõ C ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî âòîðîìó ïóíêòó ëåììû 6

Ṗ (x, y) ⊆ Ṗ (x, z)− β

äëÿ ëþáîãî β ∈ Ṗ (y, z). Òàêæå ýòî âåðíî äëÿ äëÿ β = (γ(y, z) + ε) ·~1. Àíàëîãè÷íî,

Ṗ (x, z) ⊆ Ṗ (w, z)− α

äëÿ ëþáîãî α = (γ(w, x) + ε) ·~1, ò.å. ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî

Ṗ (x, y) ⊆ Ṗ (w, z)− (γ(y, z) + γ(w, x)) ·~1.

Òàêæå ïî âòîðîìó ïóíêòó ëåììû 6.

γ(y, z) + γ(w, x) = γ(y, z) + γ(w, y) + γ(y, x) = γ(w, z)− γ(x, y).
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È ïåðåíîñÿ âïðàâî γ(w, z) ïîëó÷àåì, ÷òî

Ṗ (x, y)− γ(x, y) ·~1 ⊆ Ṗ (w, z)− γ(w, z) ·~1.

Òîãäà, ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà x, y, w, z, ìû âûâåäåì, ÷òî Ṗ (a, b)− γ(a, b) ·~1 ðàâíû, ò.å. Ċ âñå ðàâíû
òîæå.¥
Òàêæå ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî Ċ(x, y) = Ċ(y, x). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî âûáåðåì w ∈ O, îòëè÷íûé îò x è
y. È èñïîëüçîâàâ âûøåäîêàçàííóþ ëåììó äëÿ ïàð ðàâåíñòâ èç ñëåäóþùåé öåïî÷êè

Ċ(x, y) = Ċ(w, y) = Ċ(w, x) = Ċ(y, x),

ïîëó÷èì íåîáõîäèìîå óòâåðæäåíèå.
Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñíà÷àëà äîêàæåì, ÷òî C âûïóêëî.

Ëåììà 8 C âûïóêëî.
Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü α, β ∈ C ⊆ <n. Äëÿ íà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî α + β ∈ C. Çàôèêñèðóåì ðàçíûå
x, y, z ∈ O. Òîãäà

γ(x, y) ·~1 + α ∈ Ṗ (x, y), γ(y, z) ·~1 + β ∈ Ṗ (y, z)

ïî îïðåäåëåíèþ γ(a, b). Cëîæèì èõ:

γ(x, z) ·~1 + α + β ∈ Ṗ (x, z),

è çíà÷èò α + β ∈ C.
Âòîðàÿ ÷àñòü � äàâàéòå äîêàæåì, ÷òî åñëè α ∈ C, òî è α

2 ∈ C.
Ïóñòü α ∈ C, íî α

2 /∈ C.Òîãäà α
2 +γ(x, y) ·~1 /∈ P (x, y), ,−α

2 −γ(x, y) ·~1 ∈ P (y, x), è, ñëåäîâàòåëüíî, −α
2 ∈ C,

è, α
2 ∈ C. Íî P (x, y) = P (y, x), òîãäà ìû çàìåíÿåì ñ ïåðåíîñîì −γ(x, y) íà γ(y, x), è, ñëåäîâàòåëüíî,

P (y, x)− γ(y, x) ·~1 = C(y, x),

à òîãäà −α
2 ∈ C è α

2 ∈ C. Òàêèì îáðàçîì, α+β
2 ∈ C, ò.å. C âûïóêëî.¥

Çàâåðøàåì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Âî-ïåðâûõ, ~0 /∈ Ċ, ò.ê. îí äîëæåí áûòü íà ãðàíèöå, åñëè îí òàì,
ò.ê. åñëè x ∈ C, òî −x /∈ C. ñóùåñòâóåò k ∈ RN , äëÿ êîòîðîãî k · α ≥ 0 äëÿ ëþáîãî α ∈ C̄ (â çàìûêàíèè)
� Ýòî ëåììà îá îòñåêàþùåé ãèïåðïëîñêîñòè, ò.å. åñëè åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî, è åñòü òî÷êà, êîòîðàÿ
íå ëåæèò âî âíóòðåííîñòè, òî ÷åðåç íå¼ ìîæíî ïðîâåñòè ãèïåðïëîñêîñòü, òàêóþ, ÷òî âñ¼ ìíîæåñòâî áóäåò
ëåæàòü ïî îäíó ñòîðîíó îò ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ýòîò âåêòîð k áóäåò òåìè êîíñòàíòàìè ki, êîòîðûå íàñ
èíòåðåñóþò äëÿ àôôèííîãî ìàêñèìèçàòîðà. Çàôèêñèðóåì èñõîä x0 ∈ O è êîíñòàíòû

Cx =
N∑

i=1

kiγ(x0, x).

Äîêàæåì òåïåðü âñå íåîáõîäèìûå íåðàâåíñòâà, ò.å.
N∑

i=1

ki(vi(x)− vi(y)) ≥ Cy − Cx,

ãäå f(v) = x 6= y. Åñëè f(v) = x 6= y, òî v(x)− v(y) ∈ P (x, y). Îáîçíà÷èì

α = v(x)− v(y)− γ(x, y) ·~1.

Òîãäà α ∈ C̄. Ýòî ïîëó÷àåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ êîíñòàíò ki è P (x, y). Çíà÷èò, k · α ≥ 0. Òàê êàê

−γ(x, y) = γ(x0, x)− γ(x0, y), k · v(x) + Cx ≥ k · v(y) + Cy,

è ýòî è åñòü óòâåðæäåíèå òåîðåìû, òàê êàê ìû äîêàçûâàëè äëÿ ñîâåðøåííî ëþáîãî P .¥
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3 Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ðîáåðòñà
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò äðóãîå óñëîâèå ìîíîòîííîñòè, è ïîëüçóåòñÿ èíûì ìåòîäîì àíàëèçà.

Ìû òàê æå äîëæíû èñïîëüçîâàòü îäíî äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå (Meyer-ter-Vehn and Moldovanu):
Îïðåäåëåíèå 5 Çàäèì ôóíêöèþ ñîöèàëüíîãî âûáîðà f : V → A. Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî èãðîê i ðåøàþ-
ùèé, åñëè äëÿ êàæäîãî v−i ∈ V−i è x ∈ A ñóùåñòâóåò vi ∈ Vi òàêîé ÷òî f(vi,v−i) = x.

Äðóãèìè ñëîâàìè, èìåÿ òèïà äðóãèõ èãðîêîâ, èãðîê i ìîæåò âûíóäèòü âûáîð ëþáîé èç àëüòåðíàòèâ
(íàïðèìåð çàäàâàÿ �äîñòàòî÷íî âûñîêîå� çíà÷åíèå). Èíòåðåñíî îòìåòèòü òîò ôàêò, ÷òî ñóùåñòâóåò òîëüêî
äâå âîçìîæíûå àëüòåðíàòèâû, ïðèíöèï áîëüøèíñòâà (òî åñòü êîãäà èãðîê 1 �ãîëîñóåò� çà àëüòåðíàòèâó x
íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì) ïðèìåíèì, íî íå èìååò ðåøàþùåãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ òðåõ è áîëåå àëüòåðíàòèâ, ìû
çíàåì ïî ïðåäûäóùåìó äîêàçàòåëüñòâó, ÷òî êàæäàÿ âûïîëíèìàÿ ôóíêöèÿ ñîöèàëüíîãî âûáîðà äîëæíà
äîïóñêàòü êàê ìèíèìóì îäíîãî ðåøàþùåãî èãðîêà, íî ìû íå çíàåì ïðîñòîãî è ÿñíîâà ñïîñîáà äîêàçàòü
ýòî. Òàêèì îáðàçîì íàøå äîêàçàòåëüñòâî ÿâíî òðåáóåò ñóùåñòâîâàíèå îäíîãî ðåøàþùåãî èãðîêà.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü |A| ≥ 3, è V íåîãðàíè÷åíî. Òîãäà äëÿ êàæäîé ïðàâäèâî ðåàëèçóåìîé ôóíêöèè ñîöè-
àëüíîãî âûáîðà f ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå âåñà k1, . . . , kN , íå âñå ðàâíûå íóëþ, è êîíñòàíòû Cx,
x ∈ O, äëÿ êîòîðûõ äëÿ âñåõ v ∈ V

f(v) ∈ argmaxx∈O

{
n∑

i=1

kivi(x) + Cx

}
.

Äàëåå, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî èãðîê 1 ðåøàþùèé. Äàëåå â òåîðåìå áóäåì èñïîëüçîâàòü
ñëåäóþùóþ íîòàöèþ: îöåíêà v′ = v + ε ∗ 1i,x, èëè ýêâèâàëåíòíî, v′ = (vi + ε · 1x, v−i) ïðàêòè÷åñêè ðàâíà v,
çà èñêëþ÷åíèåì òîãî ÷òî vi(x) óâåëè÷åíà íà ε. Òàê æå ej îáîçíà÷àåò âåêòîð äëèíû j.

Äîêàçàòåëüñòâî â ýòîé ñåêöèè àíàëèçèðóåò ñëåäñòâèå èç ñëåäóþùåé ïðîñòîé èäåè. Ýòà èäåÿ ÿâëÿåòñÿ
ñëåäñòâèåì ðàáîò J.C. Rochet, è ñèëüíî ñâÿçàíî ñ W-MON.

Îïðåäåëåíèå 6 Äëÿ êàæäûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ x, y ∈ A, è äëÿ ëþáîãî v−i ∈ V−i îïðåäåëèì:

δi
xy(v−i) = inf{v′i(x)− v′i(y)|v′x ∈ Vi : f(v′i, v−i) = x}.

Ïî îïðåäåëåíèþ, åñëè f(v) = x, òî òîãäà v′i(x) − v′i(y) < δi
xy(v−i) äëÿ âñåõ y ∈ A. Èíûìè ñëîâàìè,

åñëè çàôèêñèðîâàòü v−i, δ
i
xy(v−i) ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ðàçíèöû ìåæäó x è y âñÿêèé ðàç êîãäà f

âûáèðàåò x. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå èññäåæóåò ñòðóêòóðíûå õàðàêòåðèñòèêè ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, äëÿ
ñëó÷àÿ íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè, è ïîêàçûâàåò ÷òî δ1

xy(v−i) ýòî àôôèííàÿ ôóíêöèÿ âåêòîðà çíà÷åíèé
ðàçíèöû v′1(x)− v′1(y). Îòñþäà ïîñëåäóåò ñâîéñòâî àôôèííîé ìàêñèìèçàöèè.

Ëåììà 9 Äëÿ êàæäîãî v−1 ∈ V−1, x, y ∈ A, δ1
xy(v−i) åñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî, è δ1

xy(v−i) + δ1
yx(v−i) ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò v1 ∈ V1 òàêîé ÷òî f(v1, v−1) = x. Òîãäà δ1
xy(v−i) ≤ v1(x) −

v1(y) < ∞. Â äîïîëíåíèè, ïðåäïîëîæåíèå òàê æå âêëþ÷àåò òîò ôàêò ÷òî ñóùåñòâóåò v∗1 òàêîå ÷òî
f(v∗1 , v−1) = y. Äëÿ êàæäîãî v′1 ∈ V1 c f(v′1, v−1) = x ìû èìååì, ïî ñâîéñòâó W −MON , ÷òî v′1(x)−v′1(y) ≥
v∗1(x)− v∗1(y). Ñëåäîâàòåëüíî, δ1

xy(v−i) ≥ v∗1(x)− v∗1(y) > −∞.
Äëÿ âòîðîé ÷àñòè, çàôèêñèðóåì ëþáîå ε > 0, è âîçüìåì v∗1 ∈ V1 òàê ÷òî f(v∗1 , v−1) = y è v∗1(x)−v∗1(y) ≤

δ1
xy(v−i) + ε, è v′1 ∈ V1f(v′1, v−1) = x è v′1(x) − v′1(y) ≤ δ1

xy(v−i) + ε. Ïî ñâîéñòâó W-MON ìû èìååì
v′1(x)−v′1(y) ≥ v∗1(x)−v∗1(y). Òîãäà δ1

xy(v−i)+ε ≥ v′1(x)−v′1(y) ≥ v∗1(x)−v∗1(y) ≥ −δ1
yx(v−i)−ε. Ñëåäîâàòåëüíî,

δ1
xy(v−i) + δ1

yx(v−i) + 2 · ε ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ε > 0. Ëåììà äîêàçàíà.¥

Ëåììà 10 Äëÿ êàæäîãî v−1 ∈ V−1, x, y ∈ A, δ1
xy(v−i) + δ1

yx(v−i) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî δ1
xy(v−i) + δ1

yx(v−i) ≤ 0. Äëÿ êàæäîãî
ε ≥ 0 è v1 òàêèõ ÷òî f(v1, v−1) = x è v1(x)− v1(y) = ε + δ1

xy(v−i), ðàññìîòðèì v′1 = v1 + 3ε · 1y + ε · 1x. Òîãäà
f(v′1, v−1) ∈ x, y ïî W-MON. Îäíàêî, f(v′1, v−1) íå ìîæåò áûòü x, òàê êàê v′1(x) − v′1(y) = (v1(x) + ε) −
(v1(y)+3ε) < δ1

xy(v−i). Ìû ïîëó÷èëè ÷òî f(v′1, v−1) = y. Òîãäà δ1
yx(v−i) ≤ v′1(x)−v′1(y)+2ε = −δ1

xy(v−i)+ ε,
è òàêèì îáðàçîì δ1

xy(v−i) + δ1
yx(v−i) ≤ ε äëÿ êàæäîãî ε ≥ 0.¥
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Ëåììà 11 Äëÿ êàæäîãî v−1 ∈ V−1, x, y, z ∈ A, δ1
xy(v−i) + δ1

yz(v−i) + δ1
zx(v−i) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî Çàôèêñèðóåì v−1. Äëÿ êàæäîãî v1, v
′
1, v

′′
1 òàêèõ ÷òî f(v1, v−1) = x, f(v′1, v−1) = y,

f(v′′1 , v−1) = z, âåðíîñòü ïðåäïîëàãàåò ÷òî v1(x) − p1(x, v−1) ≥ v1(y) − p1(y, v−1), v′1(z) − p1(z, v−1) ≥
v′1(z)−p1(z, v−1), è v′′1 (z)−p1(z, v−1) ≥ v′′1 (x)−p1(x, v−1). Òîãäà v1(x)−v1(y)+v′1(y)−v′1(z)+v′′1 (z)−v′′1 (x) ≥ 0.
Â ÷àñòíîñòè, δ1

xy(v−i) + δ1
yz(v−i) + δ1

zx(v−i) ≥ 0.
Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóþò v−1, x, y è z òàêèå ÷òî δ1

xy(v−i) + δ1
yz(v−i) + δ1

zx(v−i) > 0. Ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå [δ1

xy(v−i) + δ1
yx(v−i)] + [δ1

yz(v−i) + δ1
zy(v−i)] + [δ1

zx(v−i) + δ1
xz(v−i)] = 0. Òàêèì îáðàçîì,

δ1
xz(v−i) + δ1

zy(v−i) + δ1
yx(v−i) < 0, ïðîòèâîðå÷èå. ¥

Ñëåäóþùèå äâå ëåììû ïîêàæóò, ÷òî δ1
xy(v−i) çàâèñèò òîëüêî îò v−1(x)−v−1(y), (n-1)-ìåðíîãî âåêòîðà,

ïîëó÷àþùåãîñÿ â ðåçóëüòàòå ðàçíîñòè v−1(x) è v−1(y). Âñïîìíèì, ÷òî (v − ε · 1j,z) îçíà÷àåò îöåíêó v â
êîòîðîé èãðîê j óìåíüøèë åãî çíà÷åíèå äëÿ àëüòåðíàòèâû z íà ε.

Ëåììà 12 Äëÿ êàæäîãî L ≥ 0, j 6= 1, v−1 ∈ V−1, è ðàçëè÷íûõ x, y, z ∈ A : δ1
xy(v−i) = δ1

xy(v−1 − L · 1j,z).

Äîêàçàòåëüñòâî Âîçüìåì v′−1 = v−1 − L · 1j,z. Åñëè f(v1, v−1) = x, òî ïî S-MON f(v1, v
′
−1) = x, è òàêèì

îáðàçîì δ1
xy(v−1) ≥ δ1

xy(v′−1). Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî δ1
xy(v−1) > δ1

xy(v′−1). Ñïåðâà çàìåòèì
÷òî äëÿ òàê æå êàê äëÿ ïðåäûäóùèõ àðãóìåíòîâ, δ1

yx(v−1) ≥ δ1
yx(v′−1). Íî δ1

xy(v−1) + δ1
yx(v−1) = 0 =

δ1
xy(v′−1)+δ1

yx(v′−1). Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà áîëüøå ÷åì ïðàâàÿ, ïðîòèâîðå÷èå.
¥

Ëåììà 13 Ïóñòü x, y ∈ A, è ïóñòü v−1(x) − v−1(y) = v′−1(x) − v′−1(y) òàêîâû ÷òî v−1(x) − v−1(y) =
v′−1(x)− v′−1(y). Òîãäà δ1

xy(v−1) = δ1
xy(v′−1).

Äîêàçàòåëüñòâî Çàôèêñèðóåì ëþáûå v−1, v
′
−1 ∈ V−1 òàêèå ÷òî v−1(x) − v−1(y) = v′−1(x) − v′−1(y). Äëÿ

êàæäîãî j 6= 1 è äëÿ êàæäîãî vj ∈ Vj , S-MON ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äîáàâëåíèå êîíñòàíòû êî âñåì êîîð-
äèíàòàì vj íå èçìåíèò âûáîðà f . Òàêèì îáðàçîì, áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ìû ìîæåì ïðåäïîëîæèòü ÷òî
vj(x) = v′j(x) è vj(y) = v′j(y). Òåïåðü îïðåäåëèì v′′j (w) = min{vj(w), v′j(w)} äëÿ êàæäîãî w ∈ A. Ïî
ïðåäûäóùåé ëåììå, ìû èìååì δ1

xy(v−1) = δ1
xy(v′−1) = δ1

xy(v′′−1), ëåììà äîêàçàíà.¥
Ïîñëåäíÿÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî δ1

xy(v−i) çàâèñèò òîëüêî îò v−1(x) − v−1(y). Òåïåðü ìû íåìíîãî
íàðóøèì íîòàöèþ, è äëÿ ïðîñòîòû íàïèñàíèÿ ïðèìåì δ1

xy(v−i) çà δ1
xy(v−1(x)− v−1(y)). Èç ýòîãî ñëåäóåò:

Ñëåäñòâèå 1 Äëÿ êàæäîãî r̄, t̄ ∈ Rn−1, x, y, z ∈ A : δ1
xy(r̄)+δ1

yx(−r̄) = 0, è δ1
xy(r̄)+δ1

yz(t̄)+δ1
zx(−r̄− t̄) = 0.

Â ÷àñòíîñòè, δ1
xy(0̄) + δ1

yx(0̄) = 0, è δ1
xy(0̄) + δ1

yz(0̄) + δ1
zx(0̄) = 0.

Ëåììà 14 Äëÿ êàæäîãî r̄, s̄, t̄ ∈ Rn−1, x, y, z ∈ A : δ1
yx(r̄ + t̄)− δ1

yx(r̄) = δ1
zx(s̄ + t̄)− δ1

zx(s̄).

Äîêàçàòåëüñòâî Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî δ1
zx(s̄) − δ1

yx(r̄) = δ1
zx(s̄ + t̄) − δ1

yx(r̄ + t̄). Ïî ñëåäñòâèþ 1,
δ1
zx(s̄)− δ1

yx(r̄) = δ1
zx(s̄) + δ1

xy(−r̄) = −δ1
yz(r̄ − s̄). Àíàëîãè÷íî, δ1

zx(s̄ + t̄)− δ1
yx(r̄ + t̄) = −δ1

yz(r̄ − s̄).¥

Ëåììà 15 Ñóùåñòâóþò íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû k2, . . . , kn, òàêèå ÷òî äëÿ êàæäîãî r̄ ∈ Rn−1 è
y, z ∈ A, δ1

yz(r̄) = −∑n
j=2 kjrj + δ1

yz(0̄).

Äîêàçàòåëüñòâî Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû íàì íóæåí ñëåäóþùèõ òåõíè÷åñêèé ôàêò (åãî äîêà-
çàòåëüñòâî ïðèâîäèòñÿ â êîíöå). Çäåñü, ôóíêöèÿ g : <n → < ìîíîòîííàÿ, åñëè äëÿ êàæäîãî α, β ∈ <n ãäå
βi ≥ αi äëÿ êàæäîãî i, â ýòîì ñëó÷àå g(β) ≥ g(α).

Òåõíè÷åñêàÿ ëåììà: Çàôèêñèðóåì êàêóþ-íèáóäü ìîíîòîííóþ ôóíêöèþ g : <n → <, è ïðåäïîëîæèì
÷òî ñóùåñòâóåò hi : <n → < òàêèå ÷òî g(r + δ · ei)− g(r) = hi(δ) äëÿ êàæäîãî r ∈ < è δ < 0 (ãäå ei ýòî
i-ûé åäèíè÷íûé âåêòîð). Òîãäà ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû ki ∈ < è γ ∈ < òàêèå ÷òî g(r) =

∑n
i=1 kiri + γ.

Äîêàçàòåëüñòâî [Ëåììû] Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî δ1
yz(·) ýòî ìîíîòîííàÿ íåâîçðàñòàþùàÿ âåùåñòâåííàÿ

ôóíêöèÿ: Åñëè f(v1, v−1) = y òî òîãäà f(v1, v−1 + ε · 1j,y) = y ïî S-MON. Òîãäà, èíôèìóì íà v−1 + ε · 1j,y

ïîëó÷àåòñÿ íà "áîëüøåì"íàáîðå, à ýòîò "ìåíüøå". Ïî ëåììå 14 è ïî òåõíè÷åñêîé ëåìì ïîëó÷àåì, ÷òî
ñóùåñòâóþò âåùåñòâåííûå êîíñòàíòû kyz

j òàêèå ÷òî δ1
yz(r̄) = −∑

j 6=2 kyz
j rj + δ1

yz(0̄). Ïîñêîëüêó δ1
yz(·) ìîíî-

òîííà è íåâîçðàñòàåò, òî âñå kyz
j äîëæíû áûòü íå ïîëîæèòåëüíû. Ïåðåïèøåì äëÿ óäîáñòâà ýòî ðàâåíñòâî
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êàê δ1
yz(r̄) =

∑
j 6=2 kyz

j rj + δ1
yz(0̄), è áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî êîíñòàíòû kyz

j íåîòðèöàòåëüíû. Óáåäèìñÿ, ÷òî
kxy

j = kwz
j äëÿ ëþáûõ x, y, z, w ∈ A. Âûøå ìû ïîëó÷èëè ÷òî kxy

j = δ1
xy(0̄) − δ1

xy(ēj). Ïî ñëåäñòâèþ 1 ìû
ïîëó÷àåì kxy

j = kzx
j êàê δ1

xy(ēj) + δ1
yz(0̄) + δ1

xy(−̄ej) = 0. Àíàëîãè÷íî, kzx
j = kwz

j .¥
Òåïåðü ìû ëåãêî ìîæåì çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Çàôèêñèðóåì ñëó÷àéíóþ àëüòåðíàòèâó

w ∈ A, è çàäàäèì êîíñòàíòû Cx = δ1
wx(0̄) äëÿ êàæäûõ x 6= w, è Cw = 0. Çàôèêñèðóåì v ∈ V , è ïðåäïîëî-

æèì ÷òî f(v) = x. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ êàæäûõ y 6= x, v1(x)−v1(y) ≥ δ1
xy(v−1) = −∑

j 6=1 kj(vj(x)− vj(y)) + δ1
xy(0̄).

Òàê êàê δ1
xy(0̄) = δ1

xw(0̄) + δ1
wy(0̄) è δ1

xw(0̄) = −δ1
wx(0̄) ìû, ïåðåñòàâëÿÿ ýëåìåíòû, ïîëó÷àåì, ÷òî v1(x) +∑

j 6=1 kjvj(x) + Cx ≥ v1(y) +
∑

j 6=1 kjvj(y) + Cy, ÷òî è òðåáîâàëîñü. ¥

Äîêàçàòåëüñòâî òåõíè÷åñêîé ëåììû

Ìû ìîæåì ðàçáèòü ëåììó íà äâå:

Ëåììà 16 Ïðåäïîëîæèì, m : R+ → R ìîíîòîííàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, è ñóùåñòâóåò h : R+ →
R+, òàêàÿ ÷òî m(x + δ) − m(x) = h(δ) äëÿ ëþáûõ x, δ ∈ R+. Òîãäà ñóùåñòâóåò w ∈ R+ òàêîå ÷òî
h(δ) = w · δ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü w = h(1) (çàìåòèì ÷òî w ≥ 0, òàê êàê m íåóáûâàåò). Ñíà÷àëà ìû äîêà-
æåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë p, q, h(p/q) = w · (p/q). Çàìåòèì, ÷òî h(1) = m(1) − m(0) =∑q−1

i=0 m((i + 1)/q) − m(i/q) = q · h(1/q). Òàêèì îáðàçîì h(1/q) = (1/q) · h(1). Àíàëîãè÷íî, h(p/q) =
m(p/q)−m(0) =

∑p−1
i=0 m((i + 1)/q)−m(i/q) = p · (1/q) = (p/q) · h(1) = (p/q) ·w. Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî äëÿ

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî δ, h(δ) = δ · w. Çàìåòèì, ÷òî òàê êàê m ìîíîòîííî íåóáûâàåò, òîãäà h äîëæíà òàê
æå ìîíîòîííî íåóáûâàòü. Ïðåäïîëîæèì îò ïðîòèâíîãî, ÷òî h(δ) > δ ·w. Âîçüìåì íåêîòîðîå ðàöèîíàëüíîå
÷èñëî r > δ, äîñòàòî÷íî áëèçêîå ê δ, òàê ÷òî h(δ) = r ·w. Òàê êàê h ìîíîòîííà, è r > δ, òî h(r) ≥ h(δ), íî
òàê êàê r ðàöèîíàëüíîå, h(r) = r ·w < h(δ), ïðîòèâîðå÷èå. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðè h(δ) < δ ·w.¥

Ëåììà 17 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X ⊆ R\ èìååò ñâîéñòâî, ÷òî åñëè x ∈ X è y ≥ x, òî y ∈ X. Âîçüìåì
ìîíîòîíî íåóáûâàþùóþ ôóíêöèþ m : X → R, è ïðåäïîëîæèì ÷òî ñóùåñòâóþò w1, . . . , wn, òàêèå
÷òî m(x + δ · ei) − m(x) = wi · δ äëÿ ëþáûõ i, x ∈ Xδ > 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò γ ∈ R, òàêèå ÷òî
m(x) =

∑n
i=1 wi · xi + γ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñíà÷àëà ìû äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ x, y ∈ X, òàêèõ ÷òî yi ≥ xi äëÿ âñåõ i, â ýòîì
ñëó÷àå m(y) = m(x) +

∑n
i=1 wi · (yi − xi). Çàìåòèì, ÷òî (y1, x2, . . . , xn) ∈ X è m(y1, x2, . . . , xn) = m(x) +

h1(y1 − x1). Ïîâòîðÿÿ ýòîò øàã n ðàç ìû ïîëó÷àåì, ÷òî m(y) = m(x) +
∑n

i=1 wi · (yi − xi).
Òåïåðü çàôèêñèðóåì ëþáîé x∗ ∈ X. Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X, m(x) = m(x∗)+

∑n
i=1 wi · (xi − x∗i .

×òîáû óâèäåòü ýòî, âûáåðåì íåêîòîðîå ÷èñëî y, òàêîå ÷òî yi ≥ max{xi, x
∗
i } äëÿ âñåõ i. Òàêèì îáðàçîì

m(y) = m(x)+
∑n

i=1 wi · (yi − xi), è òàê æå m(y) = m(x∗)+
∑n

i=1 wi · (yi − x∗i , èç ÷åãî ñëåäóåò äîêàçûâàåìîå
óòâåðæäåíèå.¥
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