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×òî òàêîå äèçàéí ìåõàíèçìîâ?

Äèçàéí ìåõàíèçìîâ (mechanism design) îñíîâàí íà òåîðèè

èãð è íåìíîæêî computer science.

Òåîðèÿ èãð èçó÷àåò âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó àãåíòàìè, ïðè

êîòîðîì êàæäûé àãåíò äåéñòâóåò ïûòàåòñÿ âûáðàòü

ñòðàòåãèþ, ìàêñèìèçèðóþùóþ åãî ñîáñòâåííóþ ïðèáûëü.

À äèçàéí ìåõàíèçìîâ � ýòî êîíñòðóêòèâíûé ïîäõîä: êàê

ñîçäàòü òàêîé ìåõàíèçì âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðè êîòîðîì

ýãîèñòè÷åñêèå äåéñòâèÿ êàæäîãî èç àãåíòîâ â ñóììå

ïðèâåäóò ê ðåøåíèþ, îïòèìàëüíîìó ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé

öåëåâîé ôóíêöèè?
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Àóêöèîíû

Ãëàâíûé ïðèìåð äèçàéíà ìåõàíèçìîâ � àóêöèîíû.

Êàêàÿ öåëü? Â îáû÷íîì àóêöèîíå:

ëèáî îðãàíèçàòîð ïûòàåòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü îáùóþ

ïðèáûëü (social welfare),

ëèáî ïðîäàâåö ïûòàåòñÿ ñäåëàòü òàêîé àóêöèîí, ÷òîáû

ïðîäàòü ïîäîðîæå;

êðîìå òîãî, õî÷åòñÿ äîñòè÷ü ñèòóàöèè, ïðè êîòîðîé

âûÿâëÿþòñÿ èñòèííûå ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷àñòíèêîâ

(truthfulness);

è, êîíå÷íî, ðåøåíèå äîëæíî áûòü â êàêîì-ëèáî ñìûñëå

îïòèìàëüíûì è/èëè óñòîé÷èâûì, èíà÷å îíî íå ñìîæåò

ðåàëèçîâàòüñÿ.
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Èñòîðèÿ

Âîîáùå ñëîâî ¾mechanism¿ â ýòîì êîíòåêñòå ââ¼ë Ëåî
Ãóðâèö (Leo Hurwicz).

Ãóðâèö ðîäèëñÿ â Ìîñêâå â 1917 ãîäó, æèë â Ïîëüøå, íî

îòòóäà â 1940, ÿñíîå äåëî, ïðèøëîñü ýìèãðèðîâàòü...

Â 1960 îí ñôîðìóëèðîâàë îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ òåîðèè

ýêîíîìè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ, â 1972 ñôîðìóëèðîâàë

ñâîéñòâî ïðàâäèâîñòè; âñêîðå ïîñëåäîâàë ïðèíöèï

âûÿâëåíèÿ, è ñ íåãî-òî âñ¼ è íà÷àëîñü.
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Èñòîðèÿ

Äàëüøå Ýðèê Ìàñêèí (Eric Maskin) íà÷àë implementation

theory � òî åñòü, ñîáñòâåííî, mechanism design: êàê ñäåëàòü

òàêîé ïðîòîêîë, ÷òîáû îí îáëàäàë íóæíûìè ñâîéñòâàìè.

À ïîòîì Ðîäæåð Ìàéåðñîí (Roger Myerson) ïðèìåíèë ýòî

âñ¼ ê àóêöèîíàì è îêîí÷àòåëüíî îôîðìèë ïîëå

äåÿòåëüíîñòè.
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Nobel Prize 2007

Çà ýòî èì âñåì òðîèì è äàëè Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ 2007

ãîäà ïî ýêîíîìèêå.

Ñíà÷àëà, êñòàòè, â 1994 ïðåìèþ äàëè Íýøó çà ðàçðàáîòêó

òåîðèè èãð, êîòîðàÿ, êîíå÷íî, áóäåò êëþ÷åâîé äëÿ âñåé

ýòîé íàóêè.
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Ðåàëüíûå ïðèìåíåíèÿ

Êàê èçâåñòíî, èíòåðíåò-êîìïàíèè (Google, Yahoo) äåëàþò

ïî÷òè âñå ñâîè äåíüãè íà ðåêëàìå. Ðåêëàìà æå ïðîäà¼òñÿ

÷åðåç ñèñòåìó àóêöèîíîâ, èñïîëüçóþùóþ ïîñëåäíèå

äîñòèæåíèÿ äèçàéíà ìåõàíèçìîâ. Ýòî, íàâåðíîå, ñàìûé

áëèçêèé íàì ïðèìåð.

Ebay.

Îáùåñòâåííî ïîëåçíûå ðàáîòû � íóæíî ìàêñèìèçèðîâàòü

social welfare, íî ó÷àñòíèêè-òî âñ¼ ðàâíî ýãîèñòè÷íûå.

Íàëîãîîáëîæåíèå: êàêóþ ñèñòåìó íàëîãîîáëîæåíèÿ ââåñòè,

÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü äîõîä ãîñóäàðñòâà è social welfare?
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Ðåàëüíûå ïðèìåíåíèÿ

Åñòü è ìåíåå ïðÿìûå è î÷åâèäíûå ïðèìåðû ïðèìåíåíèé,
íàïðèìåð, êîìïüþòåðíûå ðàñïðåäåë¼ííûå ñèñòåìû:

real-time scheduling: ê ðàñïðåäåë¼ííîé ñèñòåìå ïðèõîäÿò

âñ¼ íîâûå è íîâûå çàäà÷è (çàðàíåå íåèçâåñòíûå), íóæíî

êàê ìîæíî áîëüøå çàäà÷ ðåøèòü â ñðîê;

Nobel powered BitTorrent client: êàê ñäåëàòü òàê, ÷òîáû

ó÷àñòíèêàì p2p-ñåòè áûëî âûãîäíî äåëèòüñÿ ôàéëàìè,

ìàêñèìèçèðóÿ ïðè ýòîì ñóììàðíóþ äîñòóïíîñòü ôàéëîâ

ñåòè?

Àóêöèîíû íà ðàäèî÷àñòîòû (3G auctions).
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×òî ìû áóäåì èçó÷àòü

Àóêöèîíû: ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ïàðà ïðèìåðîâ, òåîðåìà î

âûÿâëåíèè.

Ýôôåêòèâíûå è îïòèìàëüíûå àóêöèîíû.

Impossibility results.

Worst-case àóêöèîíû, online àóêöèîíû.

... :)
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Èñòîðèÿ

Òîæå ìîëîäàÿ íàóêà, õîòÿ

è ïîñòàðøå òåîðèè

ýêîíîìè÷åñêèõ

ìåõàíèçìîâ.

Íà÷àëî � Àíòóàí Îãþñòåí

Êóðíî, 1838.

Ïîòîì áèîëîãè, íàïðèìåð,

Ðîíàëüä Ôèøåð (õîòÿ îí

æå è ñòàòèñòèê):

åñòåñòâåííûé îòáîð è âñ¼

òàêîå.
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Èñòîðèÿ

Ìàòåìàòè÷åñêè � ôîí

Íåéìàí è Ìîðãåíøòåðí.

Ê ýêîíîìèêå ñòàë

ïðèìåíÿòü Äæîí Íýø.
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Îïðåäåëåíèå

×òî òàêîå èãðà?
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Îïðåäåëåíèå

Ñòðàòåãè÷åñêàÿ èãðà � ýòî òðîéêà 〈I, {Si }i∈I , {ui }i∈I〉, ãäå:
1 I = {1, . . . ,N} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ;

2 {Si }i∈I � ìíîæåñòâî äîñòóïíûõ èãðîêàì äåéñòâèé

(ñòðàòåãèé), ãäå Si � ìíîæåñòâî äåéñòâèé, äîñòóïíûõ

èãðîêó i ; âåêòîð (s1, . . . , sN) = (si , s−i ) ∈ S áóäåì íàçûâàòü

ïðîôèëåì äåéñòâèé, èëè èñõîäîì;

3 {ui }i∈I � ìíîæåñòâî ôóíêöèé âûïëàò ui : S → R.
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Îïðåäåëåíèå

Ñòðàòåãè÷åñêàÿ èãðà � ýòî òðîéêà 〈I, {Si }i∈I , {ui }i∈I〉, ãäå:
1 I = {1, . . . ,N} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ;

2 {Si }i∈I � ìíîæåñòâî äîñòóïíûõ èãðîêàì äåéñòâèé

(ñòðàòåãèé), ãäå Si � ìíîæåñòâî äåéñòâèé, äîñòóïíûõ

èãðîêó i ; âåêòîð (s1, . . . , sN) = (si , s−i ) ∈ S áóäåì íàçûâàòü

ïðîôèëåì äåéñòâèé, èëè èñõîäîì;

3 {ui }i∈I � ìíîæåñòâî ôóíêöèé âûïëàò ui : S → R.

Øàõìàòû èëè ãî � ýòî ñòðàòåãè÷åñêèå èãðû? Êàê èõ

àíàëèçèðîâàòü ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðèè èãð? ×òî òàêîå

ñòðàòåãèÿ â øàõìàòàõ?
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Ìàòðè÷íûå èãðû

Åñëè èãðîêîâ äâà, äåéñòâèé êîíå÷íîå (íó, ñ÷¼òíîå) ÷èñëî è

âûèãðûø ïåðâîãî ðàâåí ïðîèãðûøó âòîðîãî, ìîæíî

íàðèñîâàòü ìàòðèöó èãðû.

s ′
1

. . . s ′m
s1 u(s1, s

′
1
) . . . u(s1, s

′
m)

...
...

...

sn u(sn, s
′
1
) . . . u(sn, s

′
m)

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Êàìåíü, íîæíèöû, áóìàãà

Ðàññìîòðèì èãðó ¾êàìåíü�íîæíèöû�áóìàãà¿. Êàêàÿ ó íå¼

áóäåò ìàòðèöà?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Êàìåíü, íîæíèöû, áóìàãà

Ðàññìîòðèì èãðó ¾êàìåíü�íîæíèöû�áóìàãà¿. Êàêàÿ ó íå¼

áóäåò ìàòðèöà?

Ê
àì

åí
ü

Í
îæ

í
è
ö
û

Á
óì

àã
à

Êàìåíü 0 1 −1

Íîæíèöû −1 0 1

Áóìàãà 1 −1 0

È êàê òóò ñ âûèãðûøíûìè (äåòåðìèíèðîâàííûìè)

ñòðàòåãèÿìè? È ÷òî ýòî âîîáùå òàêîå?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Ïîëêîâíèê Áëîòòî

Åù¼ ïðèìåð � èãðà ïîëêîâíèêà Áëîòòî.

Ïîëêîâíèê äîëæåí ðàñïðåäåëèòü ñâîè ñèëû (M ñîëäàò)

ìåæäó íåñêîëüêèìè ó÷àñòêàìè ïîëÿ áîÿ (S ó÷àñòêîâ).

Åãî ïðîòèâíèê òîæå äîëæåí ñäåëàòü òî æå ñàìîå (åãî

êîëè÷åñòâî ñîëäàò ìîæåò îòëè÷àòüñÿ). Âûèãðûâàåò òîò,

êòî ïîáåäèò íà áîëüøåì êîëè÷åñòâå ó÷àñòêîâ áîÿ (èëè òîò,

êòî óíè÷òîæèò áîëüøå ñîëäàò ïðîòèâíèêà).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Ïîëêîâíèê Áëîòòî

Íàïðèìåð, ïóñòü ó÷àñòêîâ áîÿ â èãðå òðè, ñîëäàò ó Áëîòòî

è åãî ïðîòèâíèêà òîæå ïî òðè.

Êàêèå òîãäà ñòðàòåãèè?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Ïîëêîâíèê Áëîòòî

Íàïðèìåð, ïóñòü ó÷àñòêîâ áîÿ â èãðå òðè, ñîëäàò ó Áëîòòî

è åãî ïðîòèâíèêà òîæå ïî òðè.

Êàêèå òîãäà ñòðàòåãèè?

(3, 0, 0), (2, 1, 0), (2, 0, 1), (1, 2, 0), (1, 1, 1),

(1, 0, 2), (0, 3, 0), (0, 2, 1), (0, 1, 2), (0, 0, 3).

À ìàòðèöà êàêàÿ?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Ïîëêîâíèê Áëîòòî

(3
,0

,0
)

(2
,1

,0
)

(2
,0

,1
)

(1
,2

,0
)

(1
,1

,1
)

(1
,0

,2
)

(0
,3

,0
)

(0
,2

,1
)

(0
,1

,2
)

(0
,0

,3
)

(3, 0, 0) 0 0 0 0 −1 0 0 −1 −1 0

(2, 1, 0) 0 0 0 0 0 1 0 −1 0 1

(2, 0, 1) 0 0 0 1 0 0 1 0 −1 0

(1, 2, 0) 0 0 −1 0 0 0 0 0 1 1

(1, 1, 1) 1 0 0 0 0 0 1 0 0 1

(1, 0, 2) 0 −1 0 0 0 0 1 1 0 0

(0, 3, 0) 0 0 −1 0 −1 −1 0 0 0 0

(0, 2, 1) 1 1 0 0 0 −1 0 0 0 0

(0, 1, 2) 1 0 1 −1 0 0 0 0 0 0

(0, 0, 3) 0 −1 0 −1 −1 0 0 0 0 0
Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Êîíêóðåíöèÿ ïî Êóðíî

È åù¼ îäèí ïðèìåð � òåïåðü íåïðåðûâíûé.

Ðàññìîòðèì ðûíîê íåêîòîðîãî ïðîäóêòà, íà êîòîðîì

íàõîäÿòñÿ ðîâíî äâå ôèðìû: I = {1, 2}.

Ñòðàòåãèÿ êàæäîãî èç ó÷àñòíèêîâ � êîëè÷åñòâî ïðîäóêòà,

êîòîðîå îí ïðîèçâîäèò: si ∈ [0,∞).

Ïóñòü p(q) � ôóíêöèÿ, ïî êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ öåíà, à

ci � öåíà çà åäèíèöó äëÿ êîìïàíèè i . Êàêàÿ òîãäà ó

êîìïàíèé ïðèáûëü?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Êîíêóðåíöèÿ ïî Êóðíî

Ïðèáûëü êàæäîãî ó÷àñòíèêà � ýòî åãî îáùèé äîõîä çà

âû÷åòîì ñåáåñòîèìîñòè:

ui (s1, s2) = sip(s1 + s2) − ci si .

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ôóíêöèè p

p(q) =

{
2 − q, q ≤ 2,

0, q > 2.

È ïóñòü c1 = c2 = 1.

Êàê ëó÷øå âñåãî ôèðìàì èãðàòü â òàêóþ èãðó?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Êîíêóðåíöèÿ ïî Êóðíî

Ïóñòü èãðîê 2 ïðîèçâ¼ë òîâàðà s2. Ïîñòðîèì îïòèìàëüíóþ

ñòðàòåãèþ äëÿ èãðîêà 1.

Åñëè s2 > 2 (äà è > 1), òî ïðîèçâîäèòü íè÷åãî íå íàäî.

Åñëè æå s2 ∈ [0, 1], òî îïòèìàëüíóþ ñòðàòåãèþ ïðèä¼òñÿ

èñêàòü òàê:

B1(s2) = argmax
s1≥0

(s1(2 − s1 − s2) − s1) =

= argmax
s1≥0

(−s21 + s1(1 − s2)) =
1 − s2
2

.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

×òî ýòî è îòêóäà
Ïðèìåðû èãð

Êîíêóðåíöèÿ ïî Êóðíî
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Outline

1 Ââåäåíèå

Î ÷¼ì ýòîò êóðñ

Êðàòêèé îáçîð êóðñà

2 Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

×òî ýòî è îòêóäà

Ïðèìåðû èãð

3 Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè

Ðàâíîâåñèå Íýøà

Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

4 Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà

Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè

×òî æå äåëàòü ó÷àñòâóþùèì â èãðå àãåíòàì? Êàê èì

îïðåäåëèòü, êàêàÿ ñòðàòåãèÿ ëó÷øå äðóãèõ?

Äàâàéòå äëÿ íà÷àëà ïîñòàâèì ïåðåä ñîáîé áîëåå ñêðîìíóþ

öåëü: îïðåäåëèòü, êàêèå ñòðàòåãèè òî÷íî íå ïîäîéäóò.

Êàêèå, êñòàòè?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè

Îïðåäåëåíèå

Ñòðàòåãèÿ s ∈ Si àãåíòà i íàçûâàåòñÿ äîìèíèðóåìîé, åñëè

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòðàòåãèÿ s ′ ∈ Si , ÷òî

∀s−i ∈ S−i ui (s
′, s−i ) ≥ ui (s, s−i ).

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî s ′ äîìèíèðóåò íàä s.

Còðàòåãèÿ s äîìèíèðóåìà, åñëè ñóùåñòâóåò s ′, êîòîðàÿ íå

õóæå ïðè ëþáûõ âîçìîæíûõ êîìáèíàöèÿõ ñòðàòåãèé

äðóãèõ àãåíòîâ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè

Â èãðå ïîëêîâíèêà Áëîòòî ïîñëå óäàëåíèÿ äîìèíèðóåìûõ

ñòðàòåãèé îñòàíåòñÿ óæå íå òàê ìíîãî.

(2
,1

,0
)

(2
,0

,1
)

(1
,2

,0
)

(1
,1

,1
)

(1
,0

,2
)

(0
,2

,1
)

(0
,1

,2
)

(2, 1, 0) 0 0 0 0 1 −1 0

(2, 0, 1) 0 0 1 0 0 0 −1

(1, 2, 0) 0 −1 0 0 0 0 1

(1, 1, 1) 0 0 0 0 0 0 0

(1, 0, 2) −1 0 0 0 0 1 0

(0, 2, 1) 1 0 0 0 −1 0 0

(0, 1, 2) 0 1 −1 0 0 0 0

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè

Îïðåäåëåíèå

Ñòðàòåãèÿ s ∈ Si àãåíòà i íàçûâàåòñÿ äîìèíàíòíîé, åñëè âñÿêàÿ

äðóãàÿ ñòðàòåãèÿ s ′ ∈ Si åþ äîìèíèðóåòñÿ, òî åñòü

∀s ′ ∈ Si ∀s−i ∈ S−i ui (s, s−i ) ≥ ui (s
′, s−i ).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ àãåíòà � íàñòîÿùåå ñ÷àñòüå.

Åìó âîîáùå äóìàòü íå íàäî: äîñòàòî÷íî âûáðàòü

äîìèíàíòíóþ ñòðàòåãèþ, âñ¼ ðàâíî íèêàêàÿ äðóãàÿ íè ïðè

êàêîì èñõîäå íè÷åãî ëó÷øåãî íå äàñò.

Áîëåå òîãî, åñëè ó âñåõ àãåíòîâ åñòü äîìèíàíòíûå

ñòðàòåãèè, òî àíàëèç òàêîé èãðû çàêîí÷èòñÿ, íå óñïåâ

íà÷àòüñÿ. Ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ ñêàçàòü, ÷òî âñå àãåíòû

âûáåðóò ñâîè äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Ðàâíîâåñèå â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ

Îïðåäåëåíèå

Ðàâíîâåñèå â äîìèíàíòíûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ ñòðàòåãè÷åñêîé èãðû

〈I, {Si }i∈I , {ui }i∈I〉 � ýòî òàêîé ïðîôèëü ñòðàòåãèé s∗ ∈ S, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî àãåíòà i ∈ I ñòðàòåãèÿ s∗
i
ÿâëÿåòñÿ äîìèíàíòíîé.

Ýòî ñàìîå óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå èç âñåõ.

Íî áûâàåò äàëåêî íå âñåãäà.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Ðàâíîâåñèå Íýøà

À ÷òî äåëàòü, êîãäà çóáíàÿ ù¼òêà äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè

íåäîñòóïíû?

Òîãäà ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ñâîè ñîáñòâåííûå

ñòðàòåãèè, íî è ñòðàòåãèè äðóãèõ àãåíòîâ.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Ðàâíîâåñèå Íýøà

Îïðåäåëåíèå

Ðàâíîâåñèå Íýøà â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ ñòðàòåãè÷åñêîé èãðû

〈I, {Si }i∈I , {ui }i∈I〉 � ýòî òàêîé ïðîôèëü ñòðàòåãèé s∗ ∈ S, ÷òî

äëÿ âñÿêîãî àãåíòà i ∈ I âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

∀si ∈ Si ui (s
∗
i , s

∗
−i ) ≥ ui (si , s

∗
−i ).

Êàê è ïðåæäå, àãåíòó íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò èçáðàííîé

ñòðàòåãèè s∗
i
.

Íî òåïåðü åìó ýòî íåâûãîäíî äåëàòü íå ïðè ëþáîì âûáîðå

ñòðàòåãèé ó äðóãèõ àãåíòîâ, à òîëüêî â êîíêðåòíîì

ïðîôèëå s∗.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Ïðèìåð

Âñïîìíèì ìàòðèöó èãðû ïîëêîâíèêà Áëîòòî.

Åñëè îäèí èãðîê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ (1, 1, 1), òî îò âûáîðà

äðóãîãî óæå íè÷åãî íå çàâèñèò, òî åñòü ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî

äðóãîìó òîæå íåò ðåçîíà îòêëîíÿòüñÿ îò ñòðàòåãèè (1, 1, 1).

Èíà÷å ãîâîðÿ, äëÿ äàííîé èãðû ïðîôèëü ñòðàòåãèé

((1, 1, 1), (1, 1, 1)) íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè Íýøà.

Âîïðîñ: à ÷òî ñ ¾êàìíåì�íîæíèöàìè�áóìàãîé¿?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Åùå ïðèìåð

Áóäåò ëè ðàâíîâåñèå Íýøà (è ãäå) ó êîíêóðåíöèè ïî Êóðíî?

Ïóñòü öåíà çàäà¼òñÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé P(s1 + s2), à

ñåáåñòîèìîñòü ïðîèçâîäñòâà äëÿ êàæäîé ôèðìû �

íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé Ci (si ).

Êàê íàéòè ðàâíîâåñèå Íýøà?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèå Íýøà
Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

Åùå ïðèìåð

Íàéä¼ì îïÿòü ôóíêöèþ ëó÷øåãî îòâåòà. Ïðèáûëü:

Πi (s1, s2) = siP(s1 + s2) − Ci (si ).

Íóæíî íàéòè ìàêñèìóì Πi äëÿ ôèêñèðîâàííîãî s3−i .

∂Πi

∂si
=

∂P(s1 + s2)

∂si
si − P(s1 + s2) −

∂Ci (si )

∂si
.

Çíà÷èò, ðàâíîâåñèå äîñòèãàåòñÿ íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû

∂Π1

∂s1
=

∂P(s1 + s2)

∂s1
s1 − P(s1 + s2) −

∂C1(s1)

∂s1
= 0,

∂Π2

∂s2
=

∂P(s1 + s2)

∂si
s2 − P(s1 + s2) −

∂C2(s2)

∂s2
= 0.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Outline

1 Ââåäåíèå

Î ÷¼ì ýòîò êóðñ

Êðàòêèé îáçîð êóðñà

2 Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

×òî ýòî è îòêóäà

Ïðèìåðû èãð

3 Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà

Äîìèíàíòíûå è äîìèíèðóåìûå ñòðàòåãèè

Ðàâíîâåñèå Íýøà

Ðàâíîâåñèå Íýøà â ìîäåëè Êóðíî

4 Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà

Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Îïðåäåëåíèå

Ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ äëÿ èãðîêà i â ñòðàòåãè÷åñêîé èãðå

〈I, {Si }i∈I , {ui }i∈I〉 � ýòî ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé σi ∈ Σi ,

ãäå Σi � ìíîæåñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòåé íàä Si .
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Áûâàþò èãðû, ãäå íåò ðàâíîâåñèé Íýøà äëÿ ÷èñòûõ

ñòðàòåãèé.

Íî îíî âñåãäà (â êîíå÷íîì ñëó÷àå) åñòü â ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèÿõ.

Ãäå áóäåò ðàâíîâåñèå äëÿ èãðû

¾êàìåíü-íîæíèöû-áóìàãà¿?

Ê
àì

åí
ü

Í
îæ

í
è
ö
û

Á
óì

àã
à

Êàìåíü 0 1 −1

Íîæíèöû −1 0 1

Áóìàãà 1 −1 0
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðîé èãðîê âûáèðàåò êàìåíü,

íîæíèöû èëè áóìàãó ñ âåðîÿòíîñòüþ 1

3
, à ïåðâûé âûáèðàåò

èõ ñ âåðîÿòíîñòÿìè p, q è 1 − p − q.

Òîãäà ïåðâûé èãðîê âûèãðûâàåò, ïðîèãðûâàåò è äåëàåò

íè÷üþ ñ âåðîÿòíîñòüþ

1

3
p +

1

3
q +

1

3
(1 − p − q) =

1

3
.

Òî åñòü åñëè ïðîòèâíèê âûáèðàåò ñòðàòåãèþ

ðàâíîâåðîÿòíî, äëÿ èãðîêà âñå ñòðàòåãèè ýêâèâàëåíòíû.

Ïîñêîëüêó èãðà ñèììåòðè÷íà, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ïðîôèëü

ñìåøàííûõ ñòðàòåãèé[(
1

3
,
1

3
,
1

3

)
,

(
1

3
,
1

3
,
1

3

)]
íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Òåîðåìà Êàêóòàíè

Ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ

ñëåäóåò èç òåîðåìû Êàêóòàíè î íåïîäâèæíîé òî÷êå.

Òåîðåìà (Êàêóòàíè)

Ïóñòü S � íåïóñòîå âûïóêëîå êîìïàêòíîå ïîäìíîæåñòâî

åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn, à φ : S → 2S � ìíîãîçíà÷íàÿ

ôóíêöèÿ íà S ñ çàìêíóòûì ãðàôèêîì, òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî

φ(x) íåïóñòî, çàìêíóòî è âûïóêëî äëÿ âñåõ x ∈ S. Òîãäà ó φ

åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà: ∃x : x ∈ φ(x).
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Òåîðåìà Êàêóòàíè

Âîò, íàïðèìåð, ôóíêöèÿ f (x) =
[
1

2
− 1

2
x , 1 − x

]
íà [0, 1].
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Òåîðåìà Êàêóòàíè

Ìîæåòå ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ãðàôèê íåâûïóêëûé, è

èç-çà ýòîãî òåîðåìà íàðóøàåòñÿ?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Òåîðåìà Êàêóòàíè

Ìîæåòå ïðèâåñòè ïðèìåð, êîãäà ãðàôèê íåâûïóêëûé, è

èç-çà ýòîãî òåîðåìà íàðóøàåòñÿ?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Òåîðåìà Êàêóòàíè

À êàê îòñþäà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ?
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Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Òåîðåìà Êàêóòàíè

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ôóíêöèè φ îòîáðàæåíèå

φ : S → 2S , êîòîðîå âåêòîð (ñìåøàííûõ) ñòðàòåãèé s

îòîáðàæàåò â íîâûé âåêòîð ñòðàòåãèé s∗ òàê, ÷òî äëÿ

ëþáîãî i ñòðàòåãèÿ s∗
i
ÿâëÿåòñÿ íàèëó÷øèì îòâåòîì íà s−i .

Ïî÷åìó ãðàôèê áóäåò âûïóêëûì?

Ïî÷åìó íåïîäâèæíàÿ òî÷êà áóäåò ðàâíîâåñèåì Íýøà?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Åù¼ ïðèìåð

Ðàññìîòðèì åù¼ ïðèìåð, âåñüìà æèçíåííûé � ¾Ñåìåéíûé

ñïîð¿ (Battle of the sexes).

Ðàññìîòðèì ñåìüþ èç äâóõ ÷åëîâåê, êîòîðàÿ ïûòàåòñÿ

ðåøèòü, êóäà ïîéòè âå÷åðîì.

Ìóæ õî÷åò èäòè íà ôóòáîë, æåíà ïûòàåòñÿ âûòàùèòü

ìóæà â òåàòð.

Íî çà ñåìüþ ìîæíî áûòü ñïîêîéíûì: è ìóæ, è æåíà

ïðåæäå âñåãî õîòÿò ïðîâåñòè âå÷åð âìåñòå.

Òåïåðü ñàìîå ïðîòèâîåñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå: ìóæ è

æåíà íå îáñóæäàþò äðóã ñ äðóãîì ñâîè ðåøåíèÿ, à ïðîñòî

ñàìè ïî ñåáå èäóò èëè íà ôóòáîë, èëè â òåàòð.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Òåîðèÿ èãð



Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Åù¼ ïðèìåð

Ïîëó÷àåòñÿ âîò òàêàÿ, íàïðèìåð, ìàòðèöà:

Ô
óò
á
î
ë

Ò
åà
òð

Ôóòáîë (5, 2) (0, 0)

Òåàòð (0, 0) (2, 5)

Êàê òóò ñ ðàâíîâåñèÿìè Íýøà?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Åù¼ ïðèìåð

Ïîëó÷àåòñÿ âîò òàêàÿ, íàïðèìåð, ìàòðèöà:

Ô
óò
á
î
ë

Ò
åà
òð

Ôóòáîë (5, 2) (0, 0)

Òåàòð (0, 0) (2, 5)

Êàê òóò ñ ðàâíîâåñèÿìè Íýøà?

Èõ äâà. Íî ëþáîå èç íèõ íå÷åñòíîå!

Ìîæåò áûòü, â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ áóäåò ëó÷øå?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Åù¼ ïðèìåð

Ñûãðàåì çà ìóæà: íàéä¼ì äëÿ äàííîé âåðîÿòíîñòè q òîãî,

÷òî æåíà ïîéä¼ò íà ôóòáîë, îïòèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü p

ïîéòè íà ôóòáîë ñàìîìó:

E [âûãîäà ìóæà] = 5pq+2(1−p)(1−q) = p(7q−2)+2−2q.

Ïîñêîëüêó èãðà ñèììåòðè÷íà, ïîíÿòíî, ÷òî â òî÷êå p = 5

7
,

q = 2

7
(êàæäûé âûáèðàåò ñâî¼ ëè÷íîå ïðåäïî÷òåíèå ñ

âåðîÿòíîñòüþ 5

7
) äîñòèãàåòñÿ ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèÿõ

Â èòîãå îæèäàåìàÿ âûãîäà è ìóæà, è æåíû îêàçûâàåòñÿ

ðàâíà

p(7q − 2) + 2 − 2q = 2 −
4

7
=

10

7
.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Åù¼ ïðèìåð

Ñûãðàåì çà ìóæà: íàéä¼ì äëÿ äàííîé âåðîÿòíîñòè q òîãî,

÷òî æåíà ïîéä¼ò íà ôóòáîë, îïòèìàëüíóþ âåðîÿòíîñòü p

ïîéòè íà ôóòáîë ñàìîìó:

E [âûãîäà ìóæà] = 5pq+2(1−p)(1−q) = p(7q−2)+2−2q.

Ïîñêîëüêó èãðà ñèììåòðè÷íà, ïîíÿòíî, ÷òî â òî÷êå p = 5

7
,

q = 2

7
(êàæäûé âûáèðàåò ñâî¼ ëè÷íîå ïðåäïî÷òåíèå ñ

âåðîÿòíîñòüþ 5

7
) äîñòèãàåòñÿ ðàâíîâåñèå â ñìåøàííûõ

ñòðàòåãèÿõ

Â èòîãå îæèäàåìàÿ âûãîäà è ìóæà, è æåíû îêàçûâàåòñÿ

ðàâíà

p(7q − 2) + 2 − 2q = 2 −
4

7
=

10

7
.

Íî 10

7
äàæå ìåíüøå äâóõ! ×òî æå äåëàòü?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Îïðåäåëåíèå

Ñîâìåñòíàÿ ñìåøàííàÿ ñòðàòåãèÿ èãðîêîâ � ýòî ðàñïðåäåëåíèå

âåðîÿòíîñòåé íà âñ¼ì ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ÷èñòûõ ñòðàòåãèé

âñåõ èãðîêîâ S .

Ìóæ è æåíà çàðàíåå äîãîâàðèâàþòñÿ: êòî-òî âå÷åðîì

ïîäáðîñèò ìîíåòêó, è åñëè âûïàäåò îð¼ë, òî îíè âìåñòå

ïîéäóò â òåàòð, à åñëè ðåøêà � íà ôóòáîë. Â òàêîé

ñèòóàöèè èñõîä ïîëó÷àåòñÿ îïòèìàëüíûì: è òî÷êó (0, 0)

âûáèðàòü íèêîãäà íå ïðèä¼òñÿ, è ðàâíîâåñèå ÷åñòíîå: ó

êàæäîãî ó÷àñòíèêà îæèäàåìàÿ âûãîäà ðàâíà 7

2
.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ðàâíîâåñèå â îíûõ

Îïðåäåëåíèå

Ðàâíîâåñèå â ñîâìåñòíûõ ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ � ýòî òàêîå

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé p íà ìíîæåñòâå ÷èñòûõ ñòðàòåãèé

S , ÷òî äëÿ âñåõ i ∈ I è ëþáîé ïàðû âåêòîðîâ si , s
′
i
∈ S∑

s−i

p(si , s−i )ui (si , s−i ) ≥
∑
s−i

p(si , s−i )ui (s
′
i , s−i ),

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,∑
s−i

p(si , s−i )
(
ui (si , s−i ) − ui (s

′
i , s−i )

)
≥ 0.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ðàâíîâåñèå â îíûõ

Íåêîå âíåøíåå óñòðîéñòâî âûáèðàåò ñòðàòåãèþ s ∈ S

ñëó÷àéíûì îáðàçîì ïî ðàñïðåäåëåíèþ p, è îêàçûâàåòñÿ

òàê, ÷òî äëÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ â ïîëó÷èâøåìñÿ âåêòîðå

íåâûãîäíî îòêëîíÿòüñÿ îò ñâîåé ñòðàòåãèè.

Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè � ýòî ñïîñîá ïåðåéòè îò

îäíîãî ðàâíîâåñèÿ Íýøà ê ëèíåéíîé êîìáèíàöèè

íåñêîëüêèõ ðàâíîâåñèé, åñëè ýòà êîìáèíàöèÿ îêàçûâàåòñÿ

áîëåå âûãîäíà àãåíòàì.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Îò âñåâåäåíèÿ ê íåäîñòàòêó èíôîðìàöèè

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè èñêëþ÷èòåëüíî èãðû, â

êîòîðûõ âñå àãåíòû çíàëè âñ¼ íà ñâåòå.

Êàæäûé àãåíò çíàë ôóíêöèè âûïëàòû ui äðóãèõ àãåíòîâ,

çíàë ìíîæåñòâà ñòðàòåãèé äðóãèõ èãðîêîâ Si .

Áîëåå òîãî, êàæäûé àãåíò çíàë, ÷òî êàæäûé äðóãîé àãåíò

ýòî çíàåò, è ÷òî êàæäûé äðóãîé àãåíò çíàåò, ÷òî îí çíàåò,

÷òî...
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Îò âñåâåäåíèÿ ê íåäîñòàòêó èíôîðìàöèè

Íà ñàìîì äåëå ýòî óñëîâèå äîâîëüíî ÷àñòî íå

âûïîëíÿåòñÿ.

À åñëè àãåíò íå çíàåò, ê ïðèìåðó, êàêèå âûïëàòû ó äðóãèõ

àãåíòîâ, òî ãîâîðèòü î ðàâíîâåñèè Íýøà ñòàíîâèòñÿ

áåññìûñëåííûì.

×òî æå äåëàòü?
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Äîïîëíÿåì ìîäåëü èãðû

Îïðåäåëåíèå

Ñòðàòåãè÷åñêàÿ èãðà ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé � ýòî ÷åòâ¼ðêà

〈I, {Si }i∈I , {Θi }i∈I , {ui }i∈I〉, ãäå:
1 I = {1, . . . ,N} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èãðîêîâ;

2 {Si }i∈I � ìíîæåñòâî äîñòóïíûõ èãðîêàì äåéñòâèé;

3 {Θi }i∈I � ìíîæåñòâî òèïîâ èãðîêîâ. Îáîçíà÷èì

Θ = Θ1 × . . .×ΘN . Êàæäîìó èãðîêó i èçâåñòåí åãî

ñîáñòâåííûé òèï θi è îáùåå ðàñïðåäåëåíèå p(Θ), èç

êîòîðîãî áåðóòñÿ òèïû âñåõ îñòàëüíûõ; â ÷àñòíîñòè, èãðîê

i çíàåò p(θ−i | θi ) = p(θi ,θ−i )/p(θi ).

4 {ui }i∈I � ìíîæåñòâî ôóíêöèé âûïëàò ui : S ×Θ → R.
Ôóíêöèè âûïëàò òåïåðü çàâèñÿò íå òîëüêî îò ñòðàòåãèé, íî

è îò òèïîâ.
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ðàâíîâåñèå ïî Áàéåñó-Íýøó

Â èãðàõ ñ íåïîëíîé èíôîðìàöèåé èãðîêè íå çíàþò òèïîâ

äðóãèõ èãðîêîâ, íî çíàþò ðàñïðåäåëåíèå.

Ïîýòîìó ðàâíîâåñèå òåïåðü áóäåò â îæèäàíèè.

Îïðåäåëåíèå

Ðàâíîâåñèå ïî Áàéåñó-Íýøó äëÿ ñòðàòåãè÷åñêîé èãðû ñ

íåïîëíîé èíôîðìàöèåé 〈I, {Si }i∈I , {Θi }i∈I , {ui }i∈I〉 � ýòî òàêîé

ïðîôèëü ñòðàòåãèé s∗ ∈ S, ÷òî äëÿ âñÿêîãî àãåíòà i ∈ I è

âñÿêîãî åãî òèïà θi ∈ Θi âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå:

s∗i ∈ arg max
s ′
i
∈Si

∑
θ−i

p(θ−i | θi )ui (s
′
i , s−i (θ−i ), θi ,θ−i ).
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Ââåäåíèå
Òåîðèÿ èãð: îïðåäåëåíèÿ è ïðèìåðû

Äîìèíàíòíûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñìåøàííûå è ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè

Ñìåøàííûå ñòðàòåãèè è ðàâíîâåñèå Íýøà
Ñîâìåñòíûå ñìåøàííûå ñòðàòåãèè
Ðàâíîâåñèÿ ïî Áàéåñó�Íýøó

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes è ñëàéäû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,

íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com

Çàõîäèòå â ÆÆ smartnik.
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