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Íàïîìèíàíèå

Íàïîìèíàþ, ÷òî îñíîâíàÿ íàøà çàäà÷à � êàê îáó÷èòü

ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ è/èëè ïðåäñêàçàòü ñëåäóþùèå

åãî òî÷êè ïî èìåþùèìñÿ äàííûì.

Â áàéåñîâñêîì âûâîäå ó÷àñòâóþò:

p(x | θ) � ïðàâäîïîäîáèå äàííûõ;

p(θ) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå;

p(x) =
∫

Θ
p(x | θ)p(θ)dθ � ìàðãèíàëüíîå ïðàâäîïîäîáèå;

p(θ | x) =
p(x |θ)p(θ)

p(x) � àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå;

p(x ′ | x) =
∫

Θ
p(x ′ | θ)p(θ | x)dθ � ïðåäñêàçàíèå íîâîãî x ′.

Çàäà÷à îáû÷íî â òîì, ÷òîáû íàéòè p(θ | x) è/èëè p(x ′ | x).
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Êîãäà ìû ïðîâîäèì áàéåñîâñêèé âûâîä, ó íàñ, êðîìå

ïðàâäîïîäîáèÿ, äîëæíî áûòü åù¼ àïðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå (prior distribution) ïî âñåì âîçìîæíûì

çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðîâ.

Ìû ðàíüøå ê íèì ñïåöèàëüíî íå ïðèñìàòðèâàëèñü, íî îíè

î÷åíü âàæíû.

Çàäà÷à áàéåñîâñêîãî âûâîäà � êàê ïîäñ÷èòàòü p(θ | x)

è/èëè p(x ′ | x).

Íî ÷òîáû ýòî ñäåëàòü, ñíà÷àëà íàäî âûáðàòü p(θ).
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Çàäà÷à áàéåñîâñêîãî âûâîäà
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Ñóáúåêòèâíûå è îáúåêòèâíûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæåò áûòü

ñóáúåêòèâíûì: ïîãîâîðèëè ñ ýêñïåðòàìè, ïîíÿëè, ÷òî îíè

ãîâîðÿò, âûáðàëè p(θ);

îáúåêòèâíûì: àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå áåð¼òñÿ èç

èìåþùèõñÿ (èìåâøèõñÿ ðàíåå) äàííûõ è ïîëó÷àåòñÿ òîæå

áàéåñîâñêèìè ìåòîäàìè.

Ïðî ñóáúåêòèâíûå ìíå, â îáùåì, áîëüøå íå÷åãî ñêàçàòü,

òàê ÷òî áóäåì ãîâîðèòü îá îáúåêòèâíûõ.
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Ðàçóìíàÿ öåëü: äàâàéòå áóäåì âûáèðàòü ðàñïðåäåëåíèÿ

òàê, ÷òîáû îíè îñòàâàëèñü òàêèìè æå è a posteriori.

Äî íà÷àëà âûâîäà åñòü àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(θ).

Ïîñëå íåãî åñòü êàêîå-òî íîâîå àïîñòåðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå p(θ | x).

ß õî÷ó, ÷òîáû p(θ | x) òîæå èìåëî òîò æå âèä, ÷òî è p(θ),

ïðîñòî ñ äðóãèìè ïàðàìåòðàìè.
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Íå ñëèøêîì ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå: ñåìåéñòâî

ðàñïðåäåëåíèé p(θ | α) íàçûâàåòñÿ ñåìåéñòâîì

ñîïðÿæ¼ííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé äëÿ ñåìåéñòâà

ïðàâäîïîäîáèé p(x | θ), åñëè ïîñëå óìíîæåíèÿ íà

ïðàâäîïîäîáèå àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå p(θ | x , α)

îñòà¼òñÿ â òîì æå ñåìåéñòâå: p(θ | x , α) = p(θ | α ′).

α íàçûâàþòñÿ ãèïåðïàðàìåòðàìè (hyperparameters), ýòî

¾ïàðàìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ¿.

Òðèâèàëüíûé ïðèìåð: ñåìåéñòâî âñåõ ðàñïðåäåëåíèé áóäåò

ñîïðÿæ¼ííûì ÷åìó óãîäíî, íî ýòî íå î÷åíü èíòåðåñíî.
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Ðàçóìååòñÿ, âèä õîðîøåãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

çàâèñèò îò âèäà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîáñòâåííî äàííûõ,

p(x | θ).

Ñîïðÿæ¼ííûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ïîäñ÷èòàíû äëÿ

ìíîãèõ ðàñïðåäåëåíèé, ìû ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.
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Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè

Êàêèì áóäåò ñîïðÿæ¼ííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ

áðîñàíèÿ íå÷åñòíîé ìîíåòêè (èñïûòàíèé Áåðíóëëè)?

Îòâåò: ýòî áóäåò áåòà-ðàñïðåäåëåíèå; ïëîòíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ íå÷åñòíîñòè ìîíåòêè θ

p(θ | α, β) =
θα−1(1 − θ)β−1

B(α, β)
.
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Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ íå÷åñòíîñòè ìîíåòêè θ

p(θ | α, β) =
θα−1(1 − θ)β−1

B(α, β)
.

Òîãäà, åñëè ìû ïîñýìïëèðóåì ìîíåòêó, ïîëó÷èâ s îðëîâ è

f ðåøåê, ïîëó÷èòñÿ

p(s, f | θ) =

(
s + f

s

)
θs(1 − θ)f , è

p(θ|s, f ) =

(
s+f
s

)
θs+α−1(1 − θ)f +β−1/B(α, β)∫

1

0

(
s+f
s

)
x s+α−1(1 − x)f +β−1/B(α, β)dx

=

=
θs+α−1(1 − θ)f +β−1

B(s + α, f + β)
.
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Èñïûòàíèÿ Áåðíóëëè

Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî ñîïðÿæ¼ííîå àïðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïàðàìåòðà íå÷åñòíîé ìîíåòêè θ � ýòî

p(θ | α, β) ∝ θα−1(1 − θ)β−1.

Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ íîâûõ äàííûõ c s îðëàìè è f ðåøêàìè

ãèïåðïàðàìåòðû ìåíÿþòñÿ íà

p(θ | s + α, f + β) ∝ θs+α−1(1 − θ)f +β−1.

Íà ýòîì ýòàïå ìîæíî çàáûòü ïðî ñëîæíûå ôîðìóëû è

âûâîäû, ïîëó÷èëîñü î÷åíü ïðîñòîå ïðàâèëî îáó÷åíèÿ (ïîä

îáó÷åíèåì òåïåðü ïîíèìàåòñÿ èçìåíåíèå

ãèïåðïàðàìåòðîâ).
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Áåòà�ðàñïðåäåëåíèå
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Ìîíåòêà è ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
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Ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

Ïðîñòîå îáîáùåíèå: ðàññìîòðèì ìóëüòèíîìèàëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå ñ n èñïûòàíèÿìè, k êàòåãîðèÿìè è ïî xi
ýêñïåðèìåíòîâ äàëè êàòåãîðèþ i .

Ïàðàìåòðû θi ïîêàçûâàþò âåðîÿòíîñòü ïîïàñòü â

êàòåãîðèþ i :

p(x | θ) =

(
n

x1, . . . , xn

)
θx1
1

θx2
2

. . . θ
xk
k .

Ñîïðÿæ¼ííûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì áóäåò

ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå:

p(θ | α) ∝ θα1−1

1
θα2−1

2
. . . θ

αk−1

k .
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Ñîïðÿæ¼ííûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì áóäåò

ðàñïðåäåëåíèå Äèðèõëå:

p(θ | α) ∝ θα1−1

1
θα2−1

2
. . . θ

αk−1

k .

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè ïîëó÷åíèè äàííûõ x1, . . . , xk
ãèïåðïàðàìåòðû èçìåíÿòñÿ íà

p(θ | x , α) = p(θ | x + α) ∝ θx1+α1−1

1
θx2+α2−1

2
. . . θ

xk+αk−1

k .
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì σ

Òåïåðü äàâàéòå çàéì¼ìñÿ íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì:

p(x1, . . . , xn | µ, σ2) ∝ 1

σn
exp

(
−

1

2σ2

∑
i

(xi − µ)2

)
.

Õîòèì: íàéòè ñîïðÿæ¼ííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå,

ïîäñ÷èòàòü ïðàâäîïîäîáèå, ðåøèòü çàäà÷ó ïðåäñêàçàíèÿ.

Äëÿ íà÷àëà çàôèêñèðóåì σ2 è áóäåì â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà

ðàññìàòðèâàòü òîëüêî µ.
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì σ

Ñîïðÿæ¼ííîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ µ ïðè

ôèêñèðîâàííîì σ2 òîæå íîðìàëüíîå è âûãëÿäèò êàê

p(µ | µ0, σ
2

0) ∝
1

σn
0

exp

(
−

1

2σ2

0

(µ − µ0)
2

)
.

Îáû÷íî âûáèðàþò µ0 = 0, σ2

0
→ ∞ (ïîðîé áóêâàëüíî).

Äàâàéòå ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ðîâíî îäíîãî

íàáëþäåíèÿ x è íàéä¼ì p(µ | x).
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì σ

Ïðè íàøåì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè ó µ è x ñîâìåñòíîå

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå:

x = µ + σε, µ = µ0 + σ0δ, ε, δ ∼ N (0, 1).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü (z1, z2) � ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ

ñîâìåñòíûì íîðìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà z1 | z2 ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî ñ

ïàðàìåòðàìè

E (z1 | z2) = E (z1) +
Cov(z1, z2)

Var(z2)
(z2 − E (z2)) ,

Var(z1 | z2) = Var(z1) −
Cov2(z1, z2)

Var(z2)

(Var(x) = E
[
(x − Ex)2

]
, Cov(x , y) = E [(x − Ex)(y − Ey)]).
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì σ

Â íàøåì ñëó÷àå:

x = µ + σε, µ = µ0 + σ0δ, ε, δ ∼ N (0, 1),

E (x) = µ0,

Var(x) = E (Var(x | µ)) + Var(E (x | µ)) = σ2 + σ2

0,

Cov(x , µ) = E [(x − µ0)(µ − µ0)] = σ2

0.

Ïðèìåíèâ óïðàæíåíèå, ïîëó÷àåì:

E (µ | x) = µ0 +
σ2

0

σ2

0
+ σ2

(x − µ0) =
σ2

0

σ2

0
+ σ2

x +
σ2

σ2

0
+ σ2

µ0,

Var(µ | x) =
σ2σ2

0

σ2

0
+ σ2

=
1

1

σ20
+ 1

σ2

.
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì σ

Èòîãî:

p(µ | x) ∼ N

(
σ2

0

σ2

0
+ σ2

x +
σ2

σ2

0
+ σ2

µ0,

(
1

σ2

0

+
1

σ2

)−1
)

.

Îïÿòü æå, ñëîæíûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî çàáûòü è

ïîëüçîâàòüñÿ ýòèìè ôîðìóëàìè.

Çàìå÷àíèå: ÷àñòî èñïîëüçóþò τ = 1

σ2
êàê ïàðàìåòð

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (precision). Òîãäà

τµ|x = τµ + τ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ



Àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ
Ñîïðÿæ¼ííûå àïðèîðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ

Ìîíåòêà è ìóëüòèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ áàéåñîâñêèõ ïîçèöèé

Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì σ

À ÷òî, åñëè äàííûõ áîëüøå, x1, . . . , xn?

Òîãäà ìîæíî ïîâòîðèòü âñ¼ òî æå ñàìîå, à ìîæíî

çàìåòèòü, ÷òî íàáîð äàííûõ îïèñûâàåòñÿ ñâîèì ñðåäíèì.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè p(xi | µ) ∼ N (µ, σ2) è xi
íåçàâèñèìû, òî p(�x | µ) ∼ N (µ, σ2

n
).
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì σ

Äëÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè áóäåò

p(µ | x1, . . . , xn) ∝ p(x1, . . . , xn | µ)p(µ) ∝ p(�x | µ)p(µ) ∝ p(µ | �x).

Ïîäñòàâëÿÿ â íàø ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò, ïîëó÷èì:

p(µ | x1, . . . , xn) ∼ N

(
σ2

0

σ2

0
+ σ2

n

x +
σ2

nσ2

0
+ σ2

µ0,

(
1

σ2

0

+
n

σ2

)−1
)

.
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì µ

Åñëè çàôèêñèðîâàòü µ è ìåíÿòü σ2, òî ñîïðÿæ¼ííûì

àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì áóäåò îáðàòíîå

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå:

p(σ2 | α, β) ∝ IG (α, β) =
βα

Γ(α)
z−α−1 exp

(
−β

z

)
.

Òîãäà â àïîñòåðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè áóäåò

p(σ2 | x1, . . . , xn, α, β) ∝ IG

(
α +

n

2
, β +

1

2

∑
(xi − µ)

)
.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ýòî.
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Íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå: ôèêñèðóåì µ

Óïðàæíåíèÿ ê ñëåäóþùåìó ðàçó.

Óïðàæíåíèå. Ïåðåôîðìóëèðóéòå ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò â

òåðìèíàõ τ.

Óïðàæíåíèå. Ïîäñ÷èòàéòå ðàñïðåäåëåíèå äëÿ ïðåäñêàçàíèÿ

ïðè ôèêñèðîâàííîì µ:

p(x ′ | x , µ, α, β) =

∫
τ
p(x ′ | x , µ, τ, α, β)p(τ | x , α, β)dτ =

=

∫
τ
p(x ′ | x , µ, τ)p(τ | αpost , βpost)dτ.
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Thank you!

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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