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Ìàøèíà Áîëüöìàíà (Boltzmann machine) � ýòî ÷àñòíûé
ñëó÷àé ìàðêîâñêîãî ñëó÷àéíîãî ïîëÿ, ò.å. íåíàïðàâëåííàÿ
ãðàôè÷åñêàÿ ìîäåëü.

Âåðøèíû � áèíàðíûå ñîáûòèÿ Si , íàáîð
ôóíêöèé-ïîòåíöèàëîâ îãðàíè÷åí.
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Ôàêòîð Áîëüöìàíà (Boltzmann factor) � ýêñïîíåíòà îò
êâàäðàòè÷íîãî âûðàæåíèÿ îò Si .

Ïîòåíöèàë êàæäîé êëèêè � ïðîèçâåäåíèå ôàêòîðîâ, íî ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî eθijSiSj âñòðå÷àåòñÿ òîëüêî â îäíîé èç
êëèê.

Ïîýòîìó ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âûãëÿäèò êàê

p(S) =
1
Z
e

∑
i<j θijSiSj+

∑
i θi0Si ,

ãäå θij = 0 äëÿ íåñîñåäíèõ Si è Sj .
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E = −
∑

i<j θijSiSj −
∑

i θi0Si íàçûâàåòñÿ ýíåðãèåé.

Âîîáùå, ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå p(E ) ∼ e−βE � ýòî
ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà èç ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè.
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À ñìûñë òàêîé: åñëè ìû îáó÷èì âåñà θij (ýòî îòäåëüíûé
âîïðîñ) è ïðîâåä¼ì âûâîä íà êàêîì-íèáóäü íà÷àëüíîì
ðàñïðåäåëåíèè (evidence), òî ìû ïîëó÷èì âåðîÿòíîñòè
äðóãèõ, íåèçâåñòíûõ âåðøèí.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî äîïîëíÿòü ÷àñòè÷íî èçâåñòíûå
ðàñïðåäåëåíèÿ ¾ïî àññîöèàöèè¿.

Âûâîä ìîæíî âåñòè òî÷íî â íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ,
íî â îáùåì ñëó÷àå îí ñëèøêîì ñëîæåí.
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Ñòîÿùèå ïåðåä íàìè çàäà÷è

Ìû õîòèì ïðîâåñòè ìàðãèíàëèçàöèþ â ðàñïðåäåëåíèè

p(S) =
1
Z
e

∑
i<j θijSiSj+

∑
i θi0Si .

Äëÿ ìàðãèíàëèçàöèè âèäà p(H) =
∑

{S\H} p(S) íàì íàäî
ïîäñ÷èòàòü ñóììó ýêñïîíåíò êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé.

Äëÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé âèäà p(H | E ) =
p(H,E)
p(E) íóæíî

ïîäñ÷èòàòü îòíîøåíèå òàêèõ ñóìì.

Ñàìàÿ îáùàÿ òàêàÿ ñóììà � ýòî, ñîáñòâåííî,
Z =

∑
{S} p(S) (partition function); å¼ è áóäåì èñêàòü.
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Ìåòîä òàêîé: áóäåì ïðîâîäèòü âàðèàöèîííûå
ïðåîáðàçîâàíèÿ îäíî çà äðóãèì, îñòàâàÿñü â ðàìêàõ
ìàøèíû Áîëüöìàíà.

Îäèí øàã:

Z =
∑
{S}

e
∑

j<k θjkSjSk+
∑

j θj0Sj =

=
∑

{S\Si }

∑
Si∈{0,1}

e
∑

j<k θjkSjSk+
∑

j θj0Sj .
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ ñóììà ëîã-âûïóêëà.
Ìîæíî íàéòè âàðèàöèîííóþ íèæíþþ îöåíêó:

ln

 ∑
Si∈{0,1}

e
∑

j<k θijSjSk+
∑

j θj0Sj

 =

=
∑

{j<k} 6=i

θjkSjSk +
∑
j 6=i

θj0Sj + ln
[
1 + e

∑
j 6=i θijSj+θi0

]
≥

≥
∑

{j<k} 6=i

θjkSjSk+
∑
j 6=i

θj0Sj+λLi

∑
j 6=i

θijSj + θi0

+H(λLi ),

ò.ê. ln(1 + e−x) ≥ −λx + H(λ).
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Â ãðàôè÷åñêîì ñìûñëå ìû îòðåçàëè Si îò ñîñåäåé è
äîáàâèëè ê ñîñåäÿì ëèíåéíûå ÷ëåíû:

θ ′
jk = θjk ,

θ ′
j0 = θj0 + λLi θij .

Íî íå ñîåäèíèëè ýòèõ ñîñåäåé, êàê ïîëó÷èëîñü áû ïðè
òî÷íîì âûâîäå.

Êðîìå òîãî, äîáàâèëñÿ êîíñòàíòíûé ÷ëåí λLi θi0 + H(λLi ).
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Ìîæíî àíàëîãè÷íî íàéòè è âåðõíþþ îöåíêó:

ln(1 + e−x) = ln(e
x
2 + e− x

2 ) +
x

2
≤ λx2 +

x

2
− g∗(λ).

Ñîîòâåòñòâåííî,

ln

 ∑
Si∈{0,1}

e
∑

j<k θijSjSk+
∑

j θj0Sj

 ≤
∑

{j<k} 6=i

θjkSjSk+
∑
j 6=i

θj0Sj+

+ λUi

∑
j 6=i

θijSj + θi0

2

+
1
2

∑
j 6=i

θijSj + θi0

 − g∗(λUi ).
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Ãðàôè÷åñêèé ñìûñë òåïåðü íåìíîæêî äðóãîé, ò.ê.
äîáàâèëèñü íîâûå ñâÿçè ìåæäó ñîñåäÿìè Si :

θ ′
jk = θjk + 2λUi ,

θ ′
j0 = θj0 + λLi θij .
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Èòîãî

Â èòîãå ìû ïîëó÷èëè âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè.

Íèæíÿÿ îöåíêà óäîáíåå: âåðøèíû îòùåïëÿþòñÿ öåëèêîì,
ìîæíî â ëþáîì óäîáíîì ïîðÿäêå àïïðîêñèìèðîâàòü,
äîâåñòè äî ñòðóêòóðû (íàïðèìåð, äåðåâà), íà êîòîðîé óæå
ëåãêî âåñòè òî÷íûé âûâîä.

Çàòî âåðõíÿÿ îöåíêà òî÷íåå (ïðàêòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ýòî
ïîêàçûâàþò).
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Áëî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ: èäåÿ

Ìû äî ñèõ ïîð óäàëÿëè âåðøèíû ïî îäíîé.

Íî, ìîæåò áûòü, åñëè ñðàçó íåñêîëüêî âåðøèí âûáðàòü,
ìîæíî íàéòè áîëåå òî÷íóþ àïïðîêñèìàöèþ?

Èäåÿ:
1 âûáðàòü ïîäñòðóêòóðó â ãðàôå, äëÿ êîòîðîé ìîæíî

ïðîâåñòè òî÷íûé âûâîä (äåðåâî, íàáîð öåïî÷åê è ò.ï.);
2 ðàññìîòðåòü ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà

ýòîé ïîäñòðóêòóðå ñ âàðèàöèîííûìè ïàðàìåòðàìè;
3 âûáðàòü îäíî ðàñïðåäåëåíèå èç ýòîãî ñåìåéñòâà,

æåëàòåëüíî îïòèìàëüíî àïïðîêñèìèðóþùåå.
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Áëî÷íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ: èäåÿ

Ôîðìàëüíî: åñòü p(S), ìû õîòèì îöåíèòü p(H | E ).

Ââåä¼ì ñåìåéñòâî ïðèáëèæåíèé q(H | E , λ), ãäå λ �
âàðèàöèîííûå ïàðàìåòðû.

Âûáåðåì èç íèõ îäíî, ìèíèìèçèðóþùåå ðàññòîÿíèå
Êóëüáàêà�Ëÿéáëåðà:

λ∗ = arg min
λ
KL(q(H | E , λ)‖p(H | E )), ãäå

KL(q‖p) =
∑
{S}

q(S) ln
q(S)

p(S)
.
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Ïî÷åìó èìåííî KL? Ïîìèìî ïðî÷åãî, ýòî åñòåñòâåííàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà íà ïðàâäîïîäîáèå p(E ).

Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà:

ln p(E ) = ln
∑
{H}

q(H | E )
p(H | E )

q(H | E )
≥

≥
∑
{H}

q(H | E ) ln
p(H | E )

q(H | E )
,

è ðàçíèöà ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè � ýòî êàê ðàç
KL(q‖p).

Ïîýòîìó ñïðàâà ñòîèò íèæíÿÿ îöåíêà íà p(E ), è äëÿ
îïòèìàëüíîãî λ∗ ýòî îïòèìàëüíàÿ îöåíêà.
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Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ:

ln p(E ) ≥
∑
{H}

q(H | E ) ln p(H | E ) −
∑
{H}

q(H | E ) ln q(H | E ).

Óïðàæíåíèå. Ýòî ìîæíî áûëî áû è âàðèàöèîííûì ìåòîäîì
ïîëó÷èòü. Ïîïðîáóéòå ïîëó÷èòü ýòó îöåíêó âàðèàöèîííûì
ìåòîäîì, èñïîëüçóÿ âåêòîð âåðîÿòíîñòåé q(H | E , λ) êàê âåêòîð
âàðèàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ.
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Îáó÷åíèå ïàðàìåòðîâ

Ýòó îöåíêó ìîæíî èñïîëüçîâàòü â ðàìêàõ EM-àëãîðèòìà
äëÿ îáó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè.

Äîáàâèì òåïåðü â íàøè îáîçíà÷åíèÿ ïàðàìåòðû θ: òåïåðü
p(S | θ).

Ââåä¼ì ôóíêöèþ

L(q, θ) =

=
∑
{H}

q(H | E ) ln p(H | E , θ)−
∑
{H}

q(H | E ) ln q(H | E ) ≤ ln p(E ).
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Åñëè ìû ðàçðåøèëè áû q(H | E ) áûòü ëþáûì,
îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå áûëî áû q(H | E ) = p(H | E , θ).

Äàâàéòå ïðèìåíèì òàêóþ ôîðìó EM-àëãîðèòìà:
E-øàã Q(k+1) := arg maxQ L

(
Q, θ(k)

)
;

M-øàã θ(k+1) := arg maxθ L
(
Q(k+1), θ

)
.

Ýòî ïðîñòî ïîêîîðäèíàòíûé ïîäú¼ì äëÿ ôóíêöèè
ïðàâäîïîäîáèÿ L(q, θ).
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Îáó÷åíèå ïàðàìåòðîâ

Åñëè òåïåðü q(H | E ) � ýòî âñ¼-òàêè àïïðîêñèìàöèÿ,
ïîëó÷àåòñÿ óæå èçâåñòíûé íàì ïðè¼ì
minorization�maximization.

Ìû íà êàæäîì øàãå îïòèìèçèðóåì íèæíþþ îöåíêó
ïðàâäîïîäîáèÿ âìåñòî íåãî ñàìîãî.

Íî â ïðèíöèïå àëãîðèòì òî÷íî òàêèì æå îñòà¼òñÿ.
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Ìàøèíû Áîëüöìàíà

Âåðí¼ìñÿ ê íàøèì ìàøèíàì Áîëüöìàíà:

p(S | θ) =
1
Z
e

∑
i<j θijSiSj+

∑
i θi0Si .

×òî áóäåò â p(H | E , θ)?
äëÿ Si ∈ E è Sj ∈ E θijSiSj � ýòî êîíñòàíòà, è îíà èñ÷åçàåò

ïðè íîðìàëèçàöèè;

äëÿ Si ∈ H, Sj ∈ E êâàäðàòè÷íûé ÷ëåí ñòàíîâèòñÿ

ëèíåéíûì è âïèñûâàåòñÿ â Si ;

ëèíåéíûå ÷ëåíû äëÿ Si ∈ E èñ÷åçàþò.
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Ìàøèíû Áîëüöìàíà

Èòîãî:

p(H | E , θ) =
1
Zc

e
∑

i<j θijSiSj+
∑

i θc
i0
Si ,

ãäå ñóììû òîëüêî ïî óçëàì èç H, è θci0 = θi0 +
∑

j∈E θijSj .

Òåïåðü
Zc =

∑
{H}

e
∑

i<j θijSiSj+
∑

i θc
i0
Si ,

è ìû ïîëó÷èëè ìàøèíó Áîëüöìàíà íà ïîäìíîæåñòâå H.
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Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

Åù¼ îäèí òåðìèí èç ôèçèêè � ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî
ïîëÿ (mean �eld theory).

Ñìûñë â òîì, ÷òîáû èñêàòü ïðèáëèæåíèå ñðåäè ïîëíîñòüþ

ôàêòîðèçóåìûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû èùåì q(H | E , µ) â âèäå

q(H | E , µ) =
∏
i∈H

µ
Si

i (1 − µi )
1−Si .
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Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

Òåïåðü ìîæíî ïîñ÷èòàòü KL-ðàññòîÿíèå:

KL(q‖p) =
∑
{H}

q(H | E , µ) ln
q(H | E , µ)

p(H | E , θ)
=

=
∑
i

[µi lnµi + (1 − µi ) ln(1 − µi )]−
∑
i<j

θijµiµj−
∑
i

θci0µi+lnZc

(ò.ê. â ðàñïðåäåëåíèè q Si è Sj � íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ñî ñðåäíèìè µi è µj).

È ìû õîòèì ìèíèìèçèðîâàòü ýòî ïî q, ò.å. ïî µi .
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Ìåòîä ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ

Âîçüì¼ì ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî µi è ïðèðàâíÿåì íóëþ;
ïîëó÷èì

µi = σ(
∑
j

θijµj + θi0),

ãäå σ(z) = 1/(1 + e−z) � ñèãìîèä.

Ýòè óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ¾óðàâíåíèÿìè
ñàìîñîãëàñîâàííîãî ïîëÿ¿; èõ ìîæíî ðåøèòü èòåðàòèâíî.
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Îáó÷åíèå ìàøèí Áîëüöìàíà

Êàê ìû óæå ãîâîðèëè, ìîæíî ýòî ïðèìåíèòü è äëÿ
îáó÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ θij .

Âûïèøåì íèæíþþ îöåíêó äëÿ ìåòîäà ñàìîñîãëàñîâàííîãî
ïîëÿ:

ln p(E | θ) ≥

≥
∑
{H}

q(H | E ) ln p(H | E ) −
∑
{H}

q(H | E ) ln q(H | E ) =

=
∑
i<j

θijµiµj+
∑
i

θci0µi−lnZ−
∑
i

[µi lnµi + (1 − µi ) ln(1 − µi )] .
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Òåïåðü ìîæíî âçÿòü ïðîèçâîäíûå ïî θij è çàïóñòèòü
ãðàäèåíòíûé ïîäú¼ì. Íî äëÿ ýòîãî íóæíî çíàòü ∂ lnZ

∂θij
.

Óïðàæíåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî ∂ lnZ
∂θij

= 〈SiSj〉, ãäå 〈·〉 � îæèäàíèå

ïî ðàñïðåäåëåíèþ p(S | θ).

Â èòîãå ïîëó÷àåòñÿ ïðàâèëî îáó÷åíèÿ:

∆θij ∝ µiµj − 〈SiSj〉.
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Ê ñîæàëåíèþ, 〈SiSj〉 òî÷íî ïîäñ÷èòàòü íå ïîëó÷èòñÿ (åñëè
âîîáùå òî÷íûé âûâîä íåëüçÿ ïðîâåñòè).

Åñòü è áîëåå ñåðü¼çíàÿ ïðîáëåìà: ìû æå õîòèì íåñêîëüêî
àññîöèàöèé çàëîæèòü â ìîäåëü, ò.å. ïîëó÷èòü
ìóëüòèìîäàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

À ïðèáëèæàåì ìû åãî óíèìîäàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì
(ïîñëå ôàêòîðèçàöèè).

Îäèí âîçìîæíûé ïîäõîä � ðàññìàòðèâàòü
ìóëüòèìîäàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ q, íàïðèìåð, ñìåñè
ðàñïðåäåëåíèé ðàññìîòðåòü. Ýòîãî ìû äåëàòü óæå íå
áóäåì.
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Thank you!

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Ìàøèíû Áîëüöìàíà


