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Outline

1 Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà

Ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

2 Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

3 Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà ìåòîäàìè Ìîíòå�Êàðëî

Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

4 Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû

Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì
Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ïåðöåïòðîíû
Ãðàäèåíòíûé ñïóñê
Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Â ïðîøëîì ñåìåñòðå

Â ïðîøëîì ñåìåñòðå ìû óæå ðàññìàòðèâàëè íåéðîííûå

ñåòè.

Ñåé÷àñ ìû êðàòêî íàïîìíèì, ÷òî òàì áûëî, à ïîòîì áóäåì

äâèãàòüñÿ äàëüøå.
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Îáùàÿ ñòðóêòóðà

Åñòü ñåòü èç íåéðîíîâ, ñîåäèí¼ííûõ ìåæäó ñîáîé

Íåéðîíû âîçáóæäàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âõîäîâ è ïåðåäàþò

âîçáóæäåíèå (ëèáî êàê îäèí áèò, ëèáî ñ êàêèì-òî

çíà÷åíèåì) äàëüøå

Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíèé íåéðîí íà âûõîä ïîäà¼ò îòâåò
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Ëèíåéíûé ïåðöåïòðîí

Ó ëèíåéíîãî ïåðöåïòðîíà çàäàíû:

n âåñîâ w1,w2, . . . ,wn;

ëèìèò àêòèâàöèè w0;

âûõîä ïåðöåïòðîíà o(x1, . . . , xn) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

o(x1, . . . , xn) =

{
1, åñëè w0 + w1x1 + . . . + wnxn > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

èëè çàïèøåì èíà÷å, ââåäÿ ïåðåìåííóþ x0 = 1:

o(x1, . . . , xn) =

{
1, åñëè

∑
i wixi > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Êàê îáó÷àòü ïåðöåïòðîí?

Âñ¼, ÷òî ìîæåò ó ïåðöåïòðîíà ìåíÿòüñÿ � ýòî âåñà wi ,

i = 0..n.

Èõ ìû è áóäåì ïîäïðàâëÿòü ïðè îáó÷åíèè.

Eñëè ïåðöåïòðîí îòðàáîòàë ïðàâèëüíî, âåñà íå ìåíÿþòñÿ.

Åñëè íåïðàâèëüíî � ñäâèãàþòñÿ â íóæíóþ ñòîðîíó.
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Perceptron training rule

Ïðîñòåéøåå ïðàâèëî:

wi ← wi + η(t − o)xi ,

ãäå:

t � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

o � âûõîä ïåðöåïòðîíà

η > 0 � íåáîëüøàÿ êîíñòàíòà (îáû÷íî 0.05�0.2), êîòîðàÿ

çàäà¼ò ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ
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Ïåðöåïòðîí áåç ëèìèòà àêòèâàöèè

Áûâàþò ïåðöåïòðîíû, ó êîòîðûõ íåò ëèìèòà àêòèâàöèè. Îíè

ïðîñòî âûäàþò ëèíåéíóþ ôîðìó îò ñâîèõ âõîäîâ:

o(x0, . . . , xn) =

n∑
0

wixi .

Ò.å. ó òàêîãî ïåðöåïòðîíà íå äâà, à êîíòèíóàëüíî ìíîãî

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

Â îñòàëüíîì ýòî âñ¼ òå æå ëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû.
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Ôóíêöèÿ îøèáêè

Ìû õîòèì íàéòè ïåðöåïòðîí, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò îøèáêó.

Ïóñòü åñòü m òåñòîâûõ ïðèìåðîâ x
j
i ñ âåðíûìè îòâåòàìè t j ,

j = 1..m.

Îøèáêà � èç ñòàòèñòèêè, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå:

E (w0, . . . ,wn) =
1

2

m∑
j=1

(tj − o(x
j
0
, . . . , x jn))

2.

Çàäà÷à: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ E íà ïðîñòðàíñòâå

âîçìîæíûõ âåñîâ {wi }.
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Ãðàäèåíò îò ôóíêöèè îøèáêè

Â íàøåì ñëó÷àå ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ñîâñåì ïðîñòî:

∂E

∂wi

=
1

2

m∑
j=1

∂

∂wi

(
t j −

n∑
0

wix
j
i

)2

=

=

m∑
j=1

(
t j −

n∑
0

wix
j
i

)
(−x

j
i ).

Èçìåíåíèÿ âåñîâ ïðèìóò âèä:

wi ← wi + η
∑
j

(
t j −

n∑
0

wix
j
i

)
x
j
i .
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Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Âñ¼ òî æå ñàìîå, íî ôóíêöèÿ âûõîäà óæå íå ëèíåéíàÿ.

Íî îò ëèíåéíîé ôîðìû âñ¼ æå íå îòêàçûâàåìñÿ, à áåð¼ì å¼

ðåçóëüòàò è ñãëàæèâàåì.

Ïîïóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ � ñèãìîèä:

σ(x) =
1

1 + e−x
.

Òî åñòü âûõîä ïåðöåïòðîíà ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

o(x1, . . . , xn) =
1

1 + e−
∑

i wixi
.
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Ãðàäèåíò

Ïî÷åìó ñèãìîèä? Ïîòîìó ÷òî ëåãêî ñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ:

σ ′(x) = σ(x)(1 − σ(x)).

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâèëî ìîäèôèêàöèè âåñà äëÿ îäíîãî

ïåðöåïòðîíà âûãëÿäèò êàê

wi ← wi + ηo(x)(1 − o(x))(t(x) − o(x))xi ,

ãäå t(x) � öåëåâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè.
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Íåéðîííàÿ ñåòü

Ó ñåòè åñòü âõîäû x1, . . . , xn, âûõîäû Outputs è âíóòðåííèå

óçëû.

Ïåðåíóìåðóåì âñå óçëû (âêëþ÷àÿ âõîäû è âûõîäû)

÷èñëàìè îò 1 äî N.

wij � âåñ, ñòîÿùèé íà ðåáðå (i , j).

oi � âûõîä i-ãî óçëà.

Äàíû m òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñ öåëåâûìè çíà÷åíèÿìè

âûõîäîâ {tdk },d=1..m,k∈Outputs.

Ôóíêöèÿ îøèáêè:

E ({wij }) =
1

2

m∑
d=1

∑
k∈Outputs

(
tdk − ok(x

d
1 , . . . , xdn )

)2
.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ïåðöåïòðîíû
Ãðàäèåíòíûé ñïóñê
Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Ãðàäèåíò

Êàê ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ôóíêöèè îøèáêè äëÿ êàæäîãî

òåñòîâîãî ïðèìåðà?

Ed ({wij }) =
1

2

∑
k∈Outputs

(
tdk − odk

)2
.

Ñëó÷àé 1. Ñ÷èòàåì ∆wij = −η∂Ed

∂wij
, ãäå j ∈ Outputs.

wij âëèÿåò íà âûõîä od òîëüêî êàê ÷àñòü ñóììû

Sj =
∑

i wijxij , ïîýòîìó

∂Ed

∂wij

=
∂Ed

∂Sj

∂Sj

∂wij

= xij
∂Ed

∂Sj
.

Sj âëèÿåò íà îáùóþ îøèáêó òîëüêî â ðàìêàõ âûõîäà j-ãî

óçëà oj (ýòî âûõîä âñåé ñåòè). Ïîýòîìó:
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Ãðàäèåíò

Êàê ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ôóíêöèè îøèáêè äëÿ êàæäîãî

òåñòîâîãî ïðèìåðà?

Ed ({wij }) =
1

2

∑
k∈Outputs

(
tdk − odk

)2
.

∂Ed

∂Sj
=

∂Ed

∂oj

∂oj

∂Sj
=

 ∂

∂oj

1

2

∑
k∈Outputs

(tk − ok)
2

(∂σ(Sj)

∂Sj

)
=

=

(
1

2

∂

∂oj
(tj − oj)

2

)
(oj(1 − oj)) = −oj(1 − oj)(tj − oj).
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Ãðàäèåíò

Êàê ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ôóíêöèè îøèáêè äëÿ êàæäîãî

òåñòîâîãî ïðèìåðà?

Ed ({wij }) =
1

2

∑
k∈Outputs

(
tdk − odk

)2
.

Ñëó÷àé 2. Ñ÷èòàåì ∆wij = −η∂Ed

∂wij
, ãäå j /∈ Outputs.

Ó óçëà j åñòü ïîòîìêè Children(j). Òîãäà

∂Ed

∂Sj
=

∑
k∈Children(j)

∂Ed

∂Sk

∂Sk
∂Sj

, è
∂Sk
∂Sj

=
∂Sk
∂oj

∂oj

∂Sj
= wjkoj(1−oj).

∂Ed

∂Sk
� ýòî â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íàÿ ïîïðàâêà, íî

âû÷èñëåííàÿ äëÿ óçëà ñëåäóþùåãî óðîâíÿ. Òàê ìû è

äîéä¼ì îò âûõîäîâ êî âõîäàì.
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Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ïåðöåïòðîíû
Ãðàäèåíòíûé ñïóñê
Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Ðåçþìå ïîäñ÷¼òà ãðàäèåíòà

Äëÿ óçëà ïîñëåäíåãî óðîâíÿ

δj = −oj(1 − oj)(tj − oj).

Äëÿ âíóòðåííåãî óçëà ñåòè

δj = −oj(1 − oj)
∑

Outputs(j)

δkwjk .

Äëÿ ëþáîãî óçëà

∆wij = −ηδjxij .
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Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Outline

1 Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà

Ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

2 Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

3 Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà ìåòîäàìè Ìîíòå�Êàðëî

Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

4 Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû

Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì
Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Íà÷í¼ì ñ îäíîãî íåéðîíà. Ïóñòü ó íåãî n âõîäîâ

~x = {x1, . . . , xn}, âåñà ~w = {w0, . . . ,wn}, è îí âû÷èñëÿåò

ôóíêöèþ o(~x , ~w) ∈ [0, 1].

Åìó äàþò äàííûå {t j = f (~x j)}mj=1
, ïðè÷¼ì t j ∈ {0, 1}. Êàêîâà

ôóíêöèÿ îøèáêè?

Ìû óæå äàæå äîêàçûâàëè, ÷òî â ñëó÷àå äàííûõ ñ

íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûì øóìîì ôóíêöèåé îøèáêè

äîëæíî áûòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.

À êàêàÿ äîëæíà áûòü ôóíêöèÿ îøèáêè ñ òî÷êè çðåíèÿ

òåîðèè èíôîðìàöèè?
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Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè è èíôîðìàöèÿ

Èíôîðìàöèîííîå ñîäåðæàíèå îäíîãî çàïóñêà � ýòî

îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì

ðàñïðåäåëåíèåì (t j , 1 − t j) è ðàñïðåäåëåíèåì âûõîäà

íåéðîíà (o, 1 − o):

G j(~w) = −t j ln o(~x j , ~w) − (1 − t j) ln
(
1 − o(~x j , ~w)

)
.

Òî åñòü ìû ðàññìàòðèâàåì ïåðöåïòðîí êàê êëàññèôèêàòîð,

à äàííûå t è âûõîä ïåðöåïòðîíà o(~x , ~w) ∈ [0, 1] � êàê

ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ îòâåò

ðàâåí 1).

Îáùàÿ îøèáêà, åñòåñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ êàê ñóììà:

G (~w) = −

m∑
j=1

[
t j ln o(~x j , ~w) + (1 − t j) ln

(
1 − o(~x j , ~w)

)]
.
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Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ìèíèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè

Àëãîðèòì îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ, êñòàòè. Åñëè

o(~x , ~w) = 1

1+e−~x~w , òî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ G (~w) ïî wi ,

ïîëó÷èì
∂G

∂wi

= −
∑
j

(t j − o j)x
j
i .

Òî åñòü ïî-ïðåæíåìó ãðàäèåíòíûé ñïóñê õîäèò ïî

íàïðàâëåíèþ, îáðàòíîìó îøèáêå.

Îäíàêî îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïîçâîëèò íàì ïîòîì

ðàçðàáîòàòü äðóãèå ìåòîäû.
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Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Îâåðôèòòèíã

À ïîêà ïîáîðåìñÿ ñ îâåðôèòòèíãîì. Îâåðôèòòèíã � ýòî

êîãäà ìîäåëü ñëèøêîì õîðîøî îòâå÷àåò äàííûì.

Â ñëó÷àå íåéðîííûõ ñåòåé òàêîå áûâàåò, êîãäà äàííûì

ñîîòâåòñòâóþò âñ¼ ëó÷øå è ëó÷øå, íî âåñà ïðè ýòîì ðàñòóò

äî áåñêîíå÷íîñòè.

Êàê ýòîãî èçáåæàòü? Ìîæíî, êîíå÷íî, èñêóññòâåííî

îñòàíàâëèâàòüñÿ ðàíüøå, íî ýòî ñëèøêîì óæ ad hoc.
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ

Íóæíî âíåñòè â ôóíêöèþ îøèáêè ïîïðàâêó, êîòîðàÿ áóäåò

óáèðàòü íåæåëàòåëüíûå ýôôåêòû (òàêîé ïðîöåññ

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé).

×òîáû óáðàòü íåéðîííûé îâåðôèòòèíã, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ îøèáêè

M(~w) = G (~w) + αE (~w),

ãäå α � êîíñòàíòà (ãèïåðïàðàìåòð), à ôóíêöèÿ E �

ðåãóëÿðèçàòîð

E (~w) =
1

2

n∑
i=1

w2

i .

Óïðàæíåíèå. Êàê èçìåíèòñÿ àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà?
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Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
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Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ñóòü ïðîáëåìû

Âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ äîëæíà ìåíÿòüñÿ ñî

âðåìåíåì, ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê

ìèíèìóìó è áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé äàëåêî îò íåãî.

Âî-âòîðûõ, íåïëîõî áû âñ¼-òàêè íàó÷èòüñÿ âûëåçàòü õîòÿ

áû èç ñàìûõ ìåëêèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íà ïóòè ê

ãëîáàëüíîìó.
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Ìîìåíò

Îäíî èç ðåøåíèé � ââåñòè â ïðàâèëî ïåðåñ÷¼òà âåñîâ òàê

íàçûâàåìûé ìîìåíò (momentum). Ïåðåñ÷¼ò íà øàãå t

èìååò âèä:

∆wij(t) = δ + m∆wij(t − 1),

ãäå δ � èçìåíåíèå âåñà ïî îáû÷íîìó àëãîðèòìó (êàêîìó

óãîäíî).

Òî åñòü ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ê ìèíèìóìó íåéðîííàÿ ñåòü

êàê áû ¾ðàçãîíÿåòñÿ¿, îäíîâðåìåííî è áûñòðåå ê íåìó

ïðèáëèæàÿñü, è, âîçìîæíî, ïåðåïðûãèâàÿ ìåëêèå

ìèíèìóìû è óùåëüÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïî õîäó äåëà.
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Àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Íóæíî ìåíÿòü ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ, ÷òîáû áûñòðåå ïðèäòè ê

ìèíèìóìó è òàì îñòàòüñÿ.

Äëÿ ýòîãî åñòü ðàçíûå ìåòîäû; ìû ðàññìîòðèì òðè èç íèõ.
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Bold driver

Ìîäåëü ¾áåññòðàøíîãî âîäèòåëÿ¿ � óâåëè÷èâàòü

ñêîðîñòü, ïîêà íå âðåæåøüñÿ âî ÷òî-íèáóäü, à ïîòîì

óìåíüøàòü.

Ïîêà îøèáêà óìåíüøàåòñÿ, ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ η íåíàìíîãî

óâåëè÷èâàåòñÿ (íà 5�10%).

Êàê òîëüêî îøèáêà ïðè î÷åðåäíîì øàãå óâåëè÷èëàñü,

ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ òóò æå ðåçêî ïàäàåò (íà ≈ 50%).
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Óìåíüøåíèå ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Åñëè ïðîáëåìà íå â òîì, ÷òîáû ïîáûñòðåå äîéòè äî

ìèíèìóìà, à â òîì, ÷òîáû òàì îñòàòüñÿ, ìîæíî ïðîñòî

óìåíüøàòü ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ:

η(t) =
η(0)

1 + t
T

,

ãäå T � íîâûé ïàðàìåòð.

Â ýòîé ìîäåëè ñêîðîñòü ïàäàåò íåáûñòðî âî âðåìÿ ïåðâûõ

T øàãîâ, êîãäà ìû äîñòèãàåì ïðèìåðíî ìèíèìóìà, íî ïðè

ýòîì óìåíüøàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî, ÷òîáû

ãàðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòü.
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Ãðàäèåíòíûé ñïóñê äëÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Áîëåå èçîùð¼ííûé ìåòîä � ïîäïðàâëÿòü η ïðè ïîìîùè

òîãî æå àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ (ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà). Ïóñòü

âåñà îáíîâëÿþòñÿ êàê

wij(t + 1) = wij(t) + ηij(t)∆wij(t).

Ìû õîòèì èçìåíèòü ηij(t) òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü E (t + 1)

(ôóíêöèþ îøèáêè):

∂E (t + 1)

∂ηij(t)
=

∂E (t + 1)

∂wij(t + 1)

∂wij(t + 1)

∂ηij(t)
= −∆wij(t)∆wij(t − 1).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê äëÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Òî åñòü ìîæíî ïîäïðàâëÿòü ηij ïî ïðàâèëó:

ηij(t) = ηij(t − 1) + ξ∆wij(t)∆wij(t − 1).

Ïðàâäà, ñ òàêèì ïîäõîäîì ηij ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé.

Êðîìå òîãî, íàì íàäî ìåíÿòü ηij íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ.

Ïîýòîìó ïðèìåíèì òî æå ñàìîå íå ê η, à ê å¼ ëîãàðèôìó:

log(ηij(t)) = log(ηij(t − 1)) + ξ∆wij(t)∆wij(t − 1).

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ïðîáëåìà

Ïðè ýòîì àëãîðèòìå çíà÷åíèÿ ηij áóäóò ñèëüíî ïðûãàòü.

Ïîýòîìó ÷àñòî çàìåíÿþò ∆wij(t − 1) íà ñðåäíåå íåñêîëüêèõ

ïîñëåäíèõ çíà÷åíèé ∆wij , îáû÷íî ýêñïîíåíöèàëüíîå

ñðåäíåå, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ êàê

�u(t) = m�u(t − 1) + (1 − m)u(t),

ãäå m � íîâûé ïàðàìåòð.
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Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà ìåòîäàìè Ìîíòå�Êàðëî
Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

Outline

1 Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà

Ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

2 Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

3 Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà ìåòîäàìè Ìîíòå�Êàðëî

Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

4 Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû

Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì
Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
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Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíàÿ èäåÿ

Âñïîìíèì âåðîÿòíîñòíóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è îáó÷åíèÿ.

Ìû èíòåðïðåòèðóåì ðåçóëüòàò íåéðîííîé ñåòè êàê

âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòâåò ðàâåí 1:

p(t = 1|~w ,~x) = o(~w ,~x), p(t = 0|~w ,~x) = 1 − o(~w ,~x).

Ïðè òàêîì ïîäõîäå p(t |~w ,~x) = ot(1 − o)t , è â öåëåâîé

ôóíêöèè M(~w) = G (~w) + αE (~w)

G (~w) = −

m∑
j=1

[
t j ln o(~x j , ~w) + (1 − t j) ln

(
1 − o(~x j , ~w)

)]
=

= − log p(t |~w ,~x).

Òî åñòü ôóíêöèÿ îøèáêè � ýòî êàê ðàç ôóíêöèÿ

ïðàâäîïîäîáèÿ.
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Ðåãóëÿðèçàòîð

À ÷òî òàêîå ðåãóëÿðèçàòîð E (~w)? Âñïîìíèòå ôîðìóëó

Áàéåñà.
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Ðåãóëÿðèçàòîð

À ÷òî òàêîå ðåãóëÿðèçàòîð E (~w)? Âñïîìíèòå ôîðìóëó

Áàéåñà.

Ýòî íà ñàìîì äåëå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(~w |α) = 1

Z(α)e
−αE .

Åñëè, êàê ðàíüøå, E (~w) = 1

2

∑n
i=1

w2

i , òî ýòî àïðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå � ãàóññèàí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è âàðèàöèåé

σ2 = 1/α.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

Çàäà÷à áàéåñîâñêîãî îáó÷åíèÿ

Â ÷¼ì êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à íåéðîííûõ ñåòåé? Íàéòè

ëó÷øåå ïðèáëèæåíèå ê öåëåâîé ôóíêöèè è åãî ïîòîì

ïðèìåíÿòü.

Ó áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà åñòü ïðåèìóùåñòâî: ìû ìîæåì íå

ïðîñòî ïðèìåíÿòü îïòèìóì (êîòîðûé ìîæåò áûòü ñ

îâåðôèòòèíãîì, ìîæåò áûòü âîîáùå íå î÷åíü

õàðàêòåðíûé), à óñðåäíÿòü ïî âñåì âîçìîæíûì çíà÷åíèÿì

âåñîâ.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà ìåòîäàìè Ìîíòå�Êàðëî
Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

Çàäà÷à áàéåñîâñêîãî îáó÷åíèÿ

Òî åñòü, ÷òîáû îöåíèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè t íà âõîäå ~x ,

íóæíî ïîäñ÷èòàòü

p(t |~x ,D, α) =

∫
p(t |~x , ~w , α)p(~w |D, α)d ~w , ãäå

p(t = 1|~x , ~w , α) = o(~x , ~w),

p(t = 0|~x , ~w , α) = 1 − o(~x , ~w), à

p(~w |D, α) =
1

ZM
e−M(~w).

Êàê îöåíèâàòü òàêèå èíòåãðàëû?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
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Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

Îöåíêà èíòåãðàëà

Èòàê, èíòåãðàë ïîëó÷àåòñÿ òàêîé:

p(t = 1|~x ,D, α) =

∫
o(~x , ~w)

1

ZM
e−M(~w)d ~w .

Ìû îöåíèì èíòåãðàë, ðàññìàòðèâàÿ o(~x , ~w) êàê ôóíêöèþ

îò ~w ïî ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî è ïîñ÷èòàåì å¼ ñðåäíþþ

�o(~w) =
1

R

∑
r

o(~w (r),

ãäå w (r) ìû áóäåì áðàòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ 1

ZM
e−M(~w).

Êàê ïîëó÷èòü ñýìïëû {w (r)}?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Ìåòîä Ëàíæåâåíà

Ìåòîä Ëàíæåâåíà � ýòî random walk ãðàäèåíòíûì ñïóñêîì

ñ äîïîëíèòåëüíûì øóìîì.

Ìû ãåíåðèðóåì øóìîâîé âåêòîð ~p (ïî N(0; 1)), ïîòîì

ïîäñ÷èòûâàåì ãðàäèåíò öåëåâîé ôóíêöèè ~g .

À ïîòîì ñ÷èòàåì

∆~w = −
1

2
ε2~g + ε~p.

Òî åñòü íåáûñòðî, íî äâèæåìñÿ â ñòîðîíó ãðàäèåíòà. Øàãè

ïðèíèìàåì èëè îòâåðãàåì ñ òàêîé âåðîÿòíîñòüþ, ÷òîáû

âûïîëíÿëîñü óñëîâèå áàëàíñà.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

Óñëîâèå áàëàíñà

Íàïîìíèì óñëîâèå áàëàíñà; â ìàðêîâñêîì ïðîöåññå, êîãäà

pt+1(x) =
∫
T (x , y)pt(y)dy ,

∀x , y T (x , y)p(y) = T (y , x)p(x).

Ò.å. âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìû âûáåðåì x è äîéä¼ì äî y ,

ðàâíà âåðîÿòíîñòè âûáðàòü y è äîéòè äî x .

Óïðàæíåíèå. Âûïèñàòü óñëîâèå áàëàíñà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ

è äàòü àëãîðèòì åãî ïðèìåíåíèÿ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Ãàìèëüòîíîâ ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî

Ýòîò ìåòîä îáû÷íî åù¼ ëó÷øå, ÷åì ìåòîä Ëàíæåâåíà.

Ñóòü åãî òà æå, íî ïðè ýòîì ìû íà êàæäîì øàãå õîäèì ïî

ãðàäèåíòó íå òîëüêî ïî ~w , íî åù¼ è ïî ~p, ò.å. â

ïðîñòðàíñòâå (~w ,~p).

Òî åñòü âìåñòî ∆~w = −1

2
ε2~g + ε~p ìû âûáèðàåì ñëó÷àéíûé

~p è 100�200 ðàç çàïóñêàåì àëãîðèòì

~p := ~p − ε~g/2;

~w := ~w + ε~p;

~g := ∇M(~w);

~p := ~p − ε~g/2.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

Íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ

Íà ñàìîì äåëå íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ. Öåëåâûå ôóíêöèè òå

æå, è âñ¼ òàê æå íóæíî îöåíèâàòü èíòåãðàë

p(t |~x ,D, α) =

∫
p(t |~x , ~w , α)p(~w |D, α)d ~w ,

ïðîñòî âåñîâ ~w ñòàíîâèòñÿ áîëüøå, è ãðàäèåíò ∇M(~w)

òåïåðü íóæíî ñ÷èòàòü ïî-äðóãîìó (âñïîìíèòå, êàê

èìåííî!).

Íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ, ïîòîìó ÷òî ìû óæå íåíàâÿç÷èâî

ïåðåøëè îò íåéðîííûõ ñåòåé ê ìåòîäàì curve �tting: êàê

âûó÷èòü ôóíêöèþ ïðè ïîìîùè ïàðàìåòðèçîâàííîãî

ñåìåéñòâà ôóíêöèé.

Íàø áàéåñîâñêèé ïîäõîä íà ñàìîì äåëå ðàçðàáîòàí äëÿ

ýòîé, êóäà áîëåå îáùåé ñèòóàöèè.

Ñåé÷àñ ìû ðàññìîòðèì ýòó òåìó áîëåå ïîäðîáíî.
Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä
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Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Outline

1 Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà

Ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

2 Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

3 Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Îáó÷åíèå ïåðöåïòðîíà ìåòîäàìè Ìîíòå�Êàðëî

Îò ïåðöåïòðîíà ê ñåòÿì

4 Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû

Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû

Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì
Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Îïðåäåëåíèå

Ãàóññîâñêèé ïðîöåññ � ýòî òàêîå ñåìåéñòâî ñëó÷àéíûõ

ïåðåìåííûõ, ÷òî ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî èç íèõ èìåþò

íîðìàëüíîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ìíîãîìåðíîå íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäà¼òñÿ

âåêòîðîì ñðåäíèõ ~µ = (µ1, . . . , µn) è ìàòðèöåé êîâàðèàöèé

A = (cov(Xi ,Xj))ij = (E (Xi − µi )(Xj − µj))ij :

p(x1, . . . , xn) =
1

Z
e− 1

2
(~x−~µ)tA−1(~x−~µ).

Òî÷íî òàê æå ãàóññîâñêèé ïðîöåññ çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé

ñðåäíèõ µ(x) è ôóíêöèåé êîâàðèàöèé C (x , x ′).

Ñêîðî ìû óâèäèì, çà÷åì ýòî íàì íóæíî â îáó÷åíèè.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Çàäà÷à

Åñòü äàííûå {~x (i), t(i)}mi=1
. Ïóñòü t(i) � âåùåñòâåííûå

÷èñëà, è ìû õîòèì ïðèáëèçèòü ôóíêöèþ y(~x), î êîòîðîé ó

íàñ äàííûå.

Äâà ïîäõîäà: ïàðàìåòðè÷åñêèé è íåïàðàìåòðè÷åñêèé. Â

ïàðàìåòðè÷åñêîì ìû èùåì y â âèäå y(~x , ~w) ñ ÿâíûì

íàáîðîì ïàðàìåòðîâ ~w (êàê â íåéðîííîé ñåòè). Â

íåïàðàìåòðè÷åñêîì � ïðîñòî èùåì y(~x).

Íà÷í¼ì ñ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ïîäõîäîâ.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ôèêñèðîâàííûé áàçèñ

Çàôèêñèðóåì áàçèñ {φh(x)}
H
h=1

è áóäåì èñêàòü

y(~x , ~w) =
∑
h

whφh(~x).

Íàïðèìåð, âûáåðåì òî÷êè {~ch}h è âîçüì¼ì áàçèñ

φh(~x) = e
−

(~x−~ch)2

2r2 .

Èëè áóäåì èñêàòü â âèäå ïîëèíîìîâ φh(~x) = x
p
i x

q
j . È ò.ä.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Àäàïòèâíûé áàçèñ

Ýòî êîãäà áàçèñíûå ôóíêöèè òîæå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ.

Íàïðèìåð:

y(~x , ~w) = w02 +
∑
h

wh2

1

1 + e−w01−
∑

i wi1xi
.

×òî ýòî çà ôóíêöèÿ, êñòàòè?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Îïòèìèçàöèÿ ïàðàìåòðîâ

Òåïåðü íàäî íàéòè ~w . Ýòî äåëàåòñÿ òàê:

p(~w |~t, y) =
p(~t |~w , y)p(~w)

p(~t |y)
.

Çäåñü îáû÷íî ïðàâäîïîäîáèå p(~t |~w , y) áåðóò êàê ãàóññèàí

âîêðóã y(~x , ~w), p(~w) � ýòî àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå

ïàðàìåòðîâ, òîæå ÷àñòî íîðìàëüíîå áåðóò (ñð. ñ weight

decay).

À âûâîä ïðîâîäèòñÿ òàê, êàê ìû óæå äåëàëè � ìåòîäàìè

Ìîíòå-Êàðëî èëè ìèíèìèçàöèåé ôóíêöèè îøèáêè M.

Ïðåäñêàçàíèÿ äåëàþòñÿ êàê ðàíüøå:

p(t |~x ,D, α) =

∫
p(t |~x , ~w , α)p(~w |D, α)d ~w .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè êàê ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Ôèêñèðóåì òî÷êè {~x (i)}ni=1
è îïðåäåëèì ìàòðèöó R :

Rih = φh(~x
(i)).

Îïðåäåëèì âåêòîð ~y êàê âåêòîð çíà÷åíèé y(~x):

yi =
∑

h Rihwh.

Åñëè àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ~w íîðìàëüíî ñî ñðåäíèì 0:

p(~w) = N(0, σ2
w I ), òî y òîæå ðàñïðåäåë¼í íîðìàëüíî, è åãî

ìàòðèöà êîâàðèàöèé

Q = ~y~y t = R~w ~w tRt = R(~w ~w t)Rt = σ2

wRR
t .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ïàðàìåòðè÷åñêèå ìîäåëè êàê ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Òî åñòü ó íàñ ïîëó÷èëîñü, ÷òî âåêòîð èç n çíà÷åíèé y(~x)

íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼í, è ýòî âåðíî äëÿ ëþáûõ òî÷åê è

ëþáîãî n. Ýòî è åñòü îïðåäåëåíèå ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ðàñïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè

À êàê ðàñïðåäåëåíû çíà÷åíèÿ t? Ïóñòü t ðàñïðåäåëåíî êàê

y ïëþñ ãàóññîâ øóì. Òîãäà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå t:

p(~t) = N(0,Q + σ2

νI ) = N(0,C ).

Â ñëó÷àå ôèêñèðîâàííîãî áàçèñà

Qij = σ2

w [RRt ]ij = σ2

w

∑
h

φh(~x
(i))φh(~x

(j)), è

Cij = σ2

w

∑
h

φh(~x
(i))φh(~x

(j)) + δijσ
2

ν.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ïðèìåð: ðàäèàëüíûé áàçèñ

Ðàññìîòðèì áàçèñ

φh(~x) = e
−

(~x−~ch)2

2r2 , h ∈ [hmin, hmax .

Ïðèä¼òñÿ ïîëîæèòü σ2
w = S/(∆H), ÷òîáû ïðè óâåëè÷åíèè

H íè÷åãî íå ïîðòèëîñü. Òîãäà

Qij = S

∫hmax

hmin

φh(x
(i))φh(x

(j))dx = S

∫hmax

hmin

e
−

(~x(i)−~ch)2

2r2 e
−

(~x(j)−~ch)2

2r2 dx

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ïðèìåð: ðàäèàëüíûé áàçèñ

Åñëè ïðåäåëû èíòåãðèðîâàíèÿ óñòðåìèòü â áåñêîíå÷íîñòü,

òî ìîæíî âçÿòü èíòåãðàë:

Qij =
√

πr2Se
−

(~x(i)−~x(j))2

4r2 .

Îòìåòèì, ÷òî âñÿ ìîäåëü íà ñàìîì äåëå ñâåëàñü ê

ôóíêöèè êîâàðèàöèé. Ìû òåïåðü ìîæåì äëÿ êàæäîãî

íàáîðà òî÷åê ïîäñ÷èòàòü ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàòðèöó

êîâàðèàöèé.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ñïëàéíû

Ñïëàéí � ýòî êóñî÷íî�ïîëèíîìèàëüíàÿ ôóíêöèÿ.

Ò.å. ó íå¼ ïðîèçâîäíûå, íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî íîìåðà, ðàâíû

íóëþ, à ïîñëåäíÿÿ íåíóëåâàÿ ïðîèçâîäíàÿ ìîæåò èìåòü

ðàçðûâû.

Ìû áóäåì èñêàòü íåïàðàìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå â âèäå

ñïëàéíà.

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ

×òîáû îíî â òàêîì âèäå íàøëîñü, áóäåì èñêàòü y(~x),

êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò

M(y) = −
1

2
β

n∑
i=1

(y(~x (i) − t(i))2 −
1

2
α

∫ [
y (p)(x)

]2
dx .

Òîãäà ðåøåíèå ïîëó÷èòñÿ ñïëàéíîì ñòåïåíè p.

Êàê ýòî çàïèñàòü â âèäå çàäà÷è áàéåñîâñêîãî âûâîäà?

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä



Âîñïîìèíàíèÿ èç ïðîøëîãî ñåìåñòðà
Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ðåøåíèå â âèäå ñïëàéíîâ êàê çàäà÷à áàéåñîâñêîãî

âûâîäà

Íóæíî ïðîñòî çàäàòü ñîîòâåòñòâóþùåå àïðèîðíîå

ðàñïðåäåëåíèå:

log p(y(x)|α) = −
1

2
α

∫ [
y (p)(x)

]2
dx + const.

Íó, è ôóíêöèþ ïðàâäîïîäîáèÿ òîæå:

log p(~t |y(x), β) = −
1

2
β

n∑
i=1

(y(~x (i) − t(i))2 + const.

Êîíñòàíòû çàâèñÿò îò α è β (äëÿ íîðìèðîâêè).

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíÿòü íàøè áàéåñîâñêèå ìåòîäû äëÿ

ïîèñêà ðåøåíèé.
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Íåéðîííûå ñåòè: çàìå÷àíèÿ

Îáó÷åíèå êàê áàéåñîâñêèé âûâîä
Ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Îáùèå ïîëîæåíèÿ è ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû
Íåïàðàìåòðè÷åñêèå ìåòîäû. Ñïëàéíû
Îò ãàóññîâñêîãî ïðîöåññà ê ïðåäñêàçàíèÿì

Ñïëàéíû êàê ãàóññîâñêèå ïðîöåññû

Çäåñü òîæå ãàóññîâñêèé ïðîöåññ. Ôàêòè÷åñêè, ãàóññîâñêèé

ïðîöåññ � ýòî òàêîé ïðîöåññ, êîòîðûé ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

p(y(x)|µ(x),C ) =
1

Z
e− 1

2
(y(x)−µ(x))tC(y(x)−µ(x)).

À íàøå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàïèñàòü êàê

log p(y(x)|α) = −
1

2
α

∫
[Dpy(x)]2 dx + const =

= −
1

2
y(x)t([Dp]tD)y(x) + const.
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìû äî ñèõ ïîð ïðîñòî äîêàçàëè, ÷òî íåêîòîðûå èçâåñòíûå

(è íåèçâåñòíûå) íàì ìåòîäû � ýòî ãàóññîâñêèå ïðîöåññû.

Ýòî î÷åíü èíòåðåñíî, íî ìû íå çíàåì ïîêà, êàê

èñïîëüçîâàòü ýòî çíàíèå, ò.å. ìîæíî ëè áàéåñîâñêèé âûâîä

îáîáùèòü íà ïðîèçâîëüíûé ãàóññîâñêèé ïðîöåññ.

Äëÿ ýòîãî íóæíî ïî çàäàííîé ìàòðèöå (ôóíêöèè)

êîâàðèàöèé C (~x ,~x ′) îöåíèòü íîâîå çíà÷åíèå tn+1 ïî

äàííûì {t1, . . . , tn}.
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Âûâîä

Âñ¼ ïðîñòî. Ïîñêîëüêó p(tn+1, t1, . . . , tn) � ãàóññèàí, òî

óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(tn+1|t1, . . . , tn) =
p(tn+1, t1, . . . , tn)

p(t1, . . . , tn)

òîæå ãàóññîâî.

Êàê åãî ïîäñ÷èòàòü?
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Ìàòðèöà C

Äëÿ n + 1 òî÷êè ìàòðèöà Cn+1 èìååò âèä

Cn+1 =

(
Cn ~k
~kt κ

)
.

Òåïåðü ìû óæå ìîæåì ïîäñ÷èòàòü ïðåäñêàçàíèå, ïðîñòî

îáðàòèâ ãðóáîé ñèëîé ìàòðèöó Cn+1, ïîòîìó ÷òî

p(tn+1|t1, . . . , tn) ≈ e

− 1
2

h
t1 . . . tn tn+1

i
C−1
n+1

2664
t1
...
tn

tn+1

3775
.
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Óïðàæíåíèå

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî

p(tn+1|t1, . . . , tn) =
1

Z
e

−
(tn+1−t̂n+1)2

2σ̂2
n+1 ,

ãäå

t̂n+1 = ~ktC−1

n
~t1..n,

σ̂2

n+1 = κ − ~ktC−1

n
~k .
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes, ñëàéäû è êîäû ïðîãðàìì ïîÿâÿòñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, êîäû ïðîãðàìì íà äðóãèõ

ÿçûêàõ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé, íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è

ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, smartnik@inbox.ru
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