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Outline

1 Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà

Ââåäåíèå

Ïåðöåïòðîí

Àëãîðèòì è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè

2 Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

3 Íåéðîííûå ñåòè

Ôóíêöèÿ îøèáêè è ãðàäèåíò

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Íåéðîííûå ñåòè è MAP

4 Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ
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Ïî÷åìó ìû ëó÷øå?

Êîìïüþòåð ñ÷èòàåò áûñòðåå ÷åëîâåêà

Íî ãîðàçäî õóæå ìîæåò:

ïîíèìàòü åñòåñòâåííûé ÿçûê

óçíàâàòü ëþäåé

îáó÷àòüñÿ â øèðîêîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà

...

Ïî÷åìó òàê?
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Ñòðîåíèå ìîçãà

Êàê ÷åëîâåê âñåãî ýòîãî äîáèâàåòñÿ?

Â ìîçãå ìíîãî íåéðîíîâ

Íî öåïî÷êà íåéðîíîâ, êîòîðûå óñïåâàþò ïîó÷àñòâîâàòü â

ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ, íå ìîæåò áûòü äëèííåå íåñêîëüêèõ ñîò

øòóê!

Çíà÷èò, ìîçã î÷åíü õîðîøî ñòðóêòóðèðîâàí â ýòîì ñìûñëå
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Èñêóññòâåííûå íåéðîííûå ñåòè

Îñíîâíàÿ ìûñëü ïîçàèìñòâîâàíà ó ïðèðîäû: åñòü ñâÿçàííûå

ìåæäó ñîáîé íåéðîíû, êîòîðûå ïåðåäàþò äðóã äðóãó ñèãíàëû.

Åñòü íåéðîííûå ñåòè, êîòîðûå ñòàðàþòñÿ ìàêñèìàëüíî òî÷íî

ìîäåëèðîâàòü ãîëîâíîé ìîçã; ýòî óæå íå AI è íå íàøà òåìà.
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Îáùàÿ ñòðóêòóðà

Åñòü ñåòü èç íåéðîíîâ, ñîåäèí¼ííûõ ìåæäó ñîáîé

Íåéðîíû âîçáóæäàþòñÿ ïîä äåéñòâèåì âõîäîâ è ïåðåäàþò

âîçáóæäåíèå (ëèáî êàê îäèí áèò, ëèáî ñ êàêèì-òî

çíà÷åíèåì) äàëüøå

Â ðåçóëüòàòå ïîñëåäíèé íåéðîí íà âûõîä ïîäà¼ò îòâåò

Êàê ïîñòðîèòü îäèí íåéðîí?
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Îáùèå òðåáîâàíèÿ ê ìîäåëè

Ñóòü ìîäåëè:

Íåéðîí âîçáóæäàåòñÿ, åñëè âûïîëíåíî íåêîòîðîå óñëîâèå

íà âõîäàõ;

Çàòåì îí ïåðåäà¼ò ñâîé èìïóëüñ äàëüøå.

Íåéðîí âîçáóæäàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì êàêîé-òî ôóíêöèè îò

âõîäîâ. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïåðöåïòðîíîì. Ýòî

ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü íåéðîíà â èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè.
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Ëèíåéíûé ïåðöåïòðîí

Ó ëèíåéíîãî ïåðöåïòðîíà çàäàíû:

n âåñîâ w1,w2, . . . ,wn;

ëèìèò àêòèâàöèè w0;

âûõîä ïåðöåïòðîíà o(x1, . . . , xn) âû÷èñëÿåòñÿ òàê:

o(x1, . . . , xn) =

{
1, åñëè w0 + w1x1 + . . . + wnxn > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

èëè çàïèøåì èíà÷å, ââåäÿ ïåðåìåííóþ x0 = 1:

o(x1, . . . , xn) =

{
1, åñëè

∑
i wixi > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ïðèìåðû ïåðöåïòðîíîâ

à � îáùèé âèä ïåðöåïòðîíà

á � äèçúþíêöèÿ

â � êîíúþíêöèÿ
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Ñèëà ïåðöåïòðîíîâ

Îäèí ïåðöåïòðîí ìîæåò ðåàëèçîâàòü ëþáóþ

ãèïåðïëîñêîñòü, ðàññåêàþùóþ ïðîñòðàíñòâî âîçìîæíûõ

ðåøåíèé. Èíà÷å ãîâîðÿ, åñëè ïðîîáðàçû 0 è 1 ó öåëåâîé

ôóíêöèè ëèíåéíî îòäåëèìû, òî îäíîãî ïåðöåïòðîíà

äîñòàòî÷íî.

Íî îí íå ìîæåò ðåàëèçîâàòü ëèíåéíî íåîòäåëèìîå

ìíîæåñòâî ðåøåíèé, íàïðèìåð, XOR.

À âîò ñåòü èç íåñêîëüêèõ óðîâíåé ïåðöåïòðîíîâ óæå è XOR

ìîæåò.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáàÿ áóëåâñêàÿ ôóíêöèÿ

ïðåäñòàâèìà â âèäå ïîñòðîåííîé èç ïåðöåïòðîíîâ

èñêóññòâåííîé íåéðîííîé ñåòè ãëóáèíû 2.
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Îáùèå ïðèíöèïû

Êàê îáó÷àòü ïåðöåïòðîí?

Âñ¼, ÷òî ìîæåò ó ïåðöåïòðîíà ìåíÿòüñÿ � ýòî âåñà wi ,

i = 0..n.

Èõ ìû è áóäåì ïîäïðàâëÿòü ïðè îáó÷åíèè.

Eñëè ïåðöåïòðîí îòðàáîòàë ïðàâèëüíî, âåñà íå ìåíÿþòñÿ.

Åñëè íåïðàâèëüíî � ñäâèãàþòñÿ â íóæíóþ ñòîðîíó.
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Perceptron training rule

Ïðîñòåéøåå ïðàâèëî:

wi ← wi + η(t − o)xi ,

ãäå:

t � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè

o � âûõîä ïåðöåïòðîíà

η > 0 � íåáîëüøàÿ êîíñòàíòà (îáû÷íî 0.05�0.2), êîòîðàÿ

çàäà¼ò ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ
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Ïðèìåð îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà

Ìû õîòèì íàó÷èòü ïåðöåïòðîí ðàñïîçíàâàòü äèçúþíêöèþ.

Ðèñóíîê a � ïåðåä íà÷àëîì îáó÷åíèÿ.

Ïåðâûé òåñò: x1 = 0, x2 = 1 ⇒ t = 1.

Ïåðöåïòðîí òåñò íå ïðîõîäèò.
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Ïðèìåð îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà

Ïîïðàâêè íà ïåðâîì øàãå:

w0 ← w0 + η(t − 0)x0 = −0.6+ 0.1 · (1− (−1)) · 1 = −0.4,

w1 ← w1 + η(t − 0)x1 = 0.3+ 0.1 · (1− (−1)) · 0 = 0.3,

w2 ← w2 + η(t − 0)x2 = 0.4+ 0.1 · (1− (−1)) · 1 = 0.6.

Ïîñëå ïåðâîãî øàãà ïîëó÷àåì ïåðöåïòðîí íà ðèñóíêå á

Âòîðîé òåñò: x1 = 1, x2 = 0 ⇒ t = 1.

Ïåðöåïòðîí îïÿòü òåñò íå ïðîõîäèò.
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Ïðèìåð îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà

Ïîïðàâêè íà âòîðîì øàãå:

w0 ← w0 + η(t − 0)x0 = −0.4+ 0.1 · (1− (−1)) · 1 = −0.2,

w1 ← w1 + η(t − 0)x1 = 0.3+ 0.1 · (1− (−1)) · 1 = 0.5,

w2 ← w2 + η(t − 0)x2 = 0.6+ 0.1 · (1− (−1)) · 0 = 0.6.

Èòîãî ïîëó÷àåòñÿ ïåðöåïòðîí c ðèñóíêà â. Îí óæå

ðåàëèçóåò äèçúþíêöèþ ïðàâèëüíî.
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Ïðèìåð îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà

Åñëè áû η = 0.01, âåñà áûëè áû èñïðàâëåíû â íóæíóþ ñòîðîíó,

íî íåäîñòàòî÷íî. Ïîýòîìó íóæíî çàïóñêàòü àëãîðèòì ïî

èìåþùèìñÿ òåñòîâûì ïðèìåðàì äî òåõ ïîð, ïîêà î÷åðåäíîé

ïðîãîí àëãîðèòìà ïî âñåì òåñòàì íå îñòàâèò âñå âåñà íà ìåñòå.
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Àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà

PerceptronTraining(η, {x
j
i , t

j }n,m
i=1,j=1)

Èíèöèàëèçèðîâàòü {wi }
n
i=0 ìàëåíüêèìè ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè.

WeightChanged = true.

Ïîêà WeightChanged = true:

WeightChanged = false.

Äëÿ âñåõ j îò 1 äî m:

Âû÷èñëèòü

o
j =

{
1, åñëè w0 + w1x

j
1 + . . . + wnx

j
n > 0,

−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Åñëè o j 6= t j :

� WeightChanged = true.

� Äëÿ êàæäîãî i îò 0 äî n èçìåíèòü çíà÷åíèå wi ïî

ïðàâèëó

wi ← wi + η(t j − o
j )x ji .

Âûäàòü çíà÷åíèÿ w0,w1, . . . ,wn.
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Ñõîäèìîñòü

Ýòîò àëãîðèòì ñõîäèòñÿ âñåãäà, êîãäà ýòî âîçìîæíî.

Òåîðåìà

Åñëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê C1 ⊂ {0, 1}n ìîæíî â {0, 1}n

îòäåëèòü ãèïåðïëîñêîñòüþ îò êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê

C2 ⊂ {0, 1}n, òî àëãîðèòì îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà çà êîíå÷íîå

êîëè÷åñòâî øàãîâ âûäà¼ò ïàðàìåòðû ïåðöåïòðîíà, êîòîðûé

óñïåøíî ðàçäåëÿåò ìíîæåñòâà C1 è C2.
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Âõîäû ïðèíàäëåæàò ê îòäåëèìûì ãèïåðïëîñêîñòüþ

ìíîæåñòâàì; ýòî çíà÷èò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð u

(íîðìàëü), ÷òî

∀x ∈ C1 u>x > 0,

∀x ∈ C2 u>x < 0.

Öåëü îáó÷åíèÿ � ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âåñà ïåðöåïòðîíà w

îáðàçîâûâàëè òàêîé âåêòîð u.
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Çàìåíèì C2 íà −C2 = {−x | x ∈ C2}. Ýòî ïîçâîëèò íàì

îáúåäèíèòü äâà íåðàâåíñòâà â îäíî:

∀x ∈ C w>x > 0, C = C1 ∪ (−C2).

Èòàê, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âõîäû ïðèíàäëåæàò ê

îòäåëèìûì ãèïåðïëîñêîñòüþ ìíîæåñòâàì; ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé âåêòîð u (íîðìàëü ê òîé ñàìîé

ãèïåðïëîñêîñòè), ÷òî

∀x ∈ C1 u>x > 0,

∀x ∈ C2 u>x < 0.

Öåëü îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà � ñäåëàòü òàê, ÷òîáû âåñà

ïåðöåïòðîíà w îáðàçîâûâàëè òàêîé âåêòîð u.
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Ãåîìåòðè÷åñêè: õîòèì ïîñòðîèòü âåêòîð w , êîòîðûé

îáðàçóåò îñòðûå óãëû ñî âñåìè òåñòîâûìè ïðèìåðàìè x .

Îáó÷åíèå: åñëè âäðóã îáíàðóæèòñÿ âåêòîð, ñ êîòîðûì w

îáðàçóåò òóïîé óãîë, ìû ïðîñòî ïðèáàâèì åãî ê w (ñ

êîíñòàíòîé η, êîíå÷íî).

Îñòàëîñü ïîíÿòü, ïî÷åìó ýòîò ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì âåêòîð, êîòîðûé äåéñòâèòåëüíî îáðàçóåò

ñ íèìè òóïûå óãëû (îí ñóùåñòâóåò), è áóäåì äîêàçûâàòü,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèí ïðîåêöèé w íà ýòîò âåêòîð

íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.
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w0,w1, . . . � âåñà ïåðöåïòðîíà ïî ìåðå îáó÷åíèÿ,

x0, x1, . . . � âåêòîðû òåñòîâûõ ïðèìåðîâ.

W.l.o.g. w0 = 0, âñå òåñòîâûå ïðèìåðû ïðèíàäëåæàò C , è

íà âñåõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ (wk)>xk < 0, ò.å. ïåðöåïòðîí íå

ñïðàâëÿåòñÿ ñ òåñòîì (åñëè îí ñïðàâëÿåòñÿ ñ òåñòîì, òî

âåñà ïåðöåïòðîíà íèêàê íå ìåíÿþòñÿ, ïîýòîìó òàêèå òåñòû

ìîæíî ïðîñòî èñêëþ÷èòü èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè).

Òîãäà ïðàâèëî îáó÷åíèÿ âûãëÿäèò êàê

wk+1

i = wk
i + ηxki ,

è â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

wk = η

k−1∑
j=0

x j .
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Äîêàçàòåëüñòâî

Èäåÿ: ïîëó÷èòü äâå ñåðèè ïðîòèâîïîëîæíûõ îöåíîê íà

äëèíó âåêòîðîâ ‖w i‖ è ïîêàçàòü, ÷òî îíè íå ìîãóò îáå

èìåòü ìåñòî äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ëþáàÿ êîíå÷íàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òåñòîâ èç äâóõ ôèêñèðîâàííûõ

ëèíåéíî îòäåëèìûõ ìíîæåñòâ ðàíî èëè ïîçäíî çàêîí÷èòñÿ,

ò.å. âñå ïîñëåäóþùèå òåñòû ïåðöåïòðîí áóäåò ïðîõîäèòü

óñïåøíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî

Ðàññìîòðèì ðåøåíèå u è îáîçíà÷èì ÷åðåç α ìèíèìàëüíóþ

ïðîåêöèþ ëþáîãî èç x j íà u:

α = min
j

u>x j

(ïîñêîëüêó ðàçíûõ òåñòîâ êîíå÷íîå ÷èñëî, α > 0).

Òîãäà

u>wk+1 = ηu>
k∑
j=0

x j ≥ ηαk .
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Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
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Äîêàçàòåëüñòâî

u>wk+1 = ηu>
∑k

j=0
x j ≥ ηαk .

Âñïîìíèì íåðàâåíñòâî Êîøè�Áóíÿêîâñêîãî:

‖x‖2‖y‖2 ≥ (x · y)2.

Ïðèìåíèòåëüíî ê íàøåé çàäà÷å:

‖u‖2‖wk+1‖2 ≥ (ηαk)2, ‖wk+1‖2 ≥ (ηαk)2

‖u‖2
.
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Ïåðöåïòðîí
Àëãîðèòì è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè

Äîêàçàòåëüñòâî

‖u‖2‖wk+1‖2 ≥ (ηαk)2, ‖wk+1‖2 ≥ (ηαk)2

‖u‖2 .

Ò.å. íà êàæäîé èòåðàöèè äëèíà âåêòîðà wk âîçðàñòàåò

ëèíåéíî.
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, wk+1 = wk + ηxk . Ïîñêîëüêó

(wk)>xk < 0,

‖wk+1‖2 = ‖wk‖2+2η(wk)>xk+η2‖xk‖2 ≤ ‖wk‖2+η2‖xk‖2.

Ñëåäîâàòåëüíî, ‖wk+1‖2 − ‖wk‖2 ≤ η2‖xk‖2.
Ïðîñóììèðóåì ïî k :

‖wk+1‖2 ≤ η2
k∑
j=0

‖xk‖2 ≤ η2βk ,

ãäå β = maxj ‖x j‖2.
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Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
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Èòàê, ïîëó÷èëèñü äâå îöåíêè:

(ηα)2

‖u‖2
k2 ≤ ‖wk+1‖2 ≤ η2βk .

Ðàíî èëè ïîçäíî ñ ðîñòîì k ýòè îöåíêè âîéäóò â

ïðîòèâîðå÷èå äðóã ñ äðóãîì.

Ýòî è çíà÷èò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèìåíåíèÿ îäíèõ è

òåõ æå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ íå ìîæåò áûòü áåñêîíå÷íîé.
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Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Outline

1 Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà

Ââåäåíèå

Ïåðöåïòðîí

Àëãîðèòì è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè

2 Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

3 Íåéðîííûå ñåòè

Ôóíêöèÿ îøèáêè è ãðàäèåíò

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Íåéðîííûå ñåòè è MAP

4 Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ
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Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ïåðöåïòðîí áåç ëèìèòà àêòèâàöèè

Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïåðöåïòðîíû, ó êîòîðûõ íåò

ëèìèòà àêòèâàöèè. Îíè ïðîñòî âûäàþò ëèíåéíóþ ôîðìó îò

ñâîèõ âõîäîâ:

o(x0, . . . , xn) =

n∑
0

wixi .

Ò.å. ó òàêîãî ïåðöåïòðîíà íå äâà, à êîíòèíóàëüíî ìíîãî

âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.

Â îñòàëüíîì ýòî âñ¼ òå æå ëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû.
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Ôóíêöèÿ îøèáêè

Ìû õîòèì íàéòè ïåðöåïòðîí, êîòîðûé ìèíèìèçèðóåò îøèáêó.

Ïóñòü åñòü m òåñòîâûõ ïðèìåðîâ x
j
i ñ âåðíûìè îòâåòàìè t j ,

j = 1..m.

Îøèáêà � èç ñòàòèñòèêè, ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå:

E (w0, . . . ,wn) =
1

2

m∑
j=1

(tj − o(x
j
0
, . . . , x jn))

2.

Çàäà÷à: ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ E íà ïðîñòðàíñòâå

âîçìîæíûõ âåñîâ {wi }.
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Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Êàê ìèíèìèçèðîâàòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò íåñêîëüêèõ

àðãóìåíòîâ?
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Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Êàê ìèíèìèçèðîâàòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò íåñêîëüêèõ

àðãóìåíòîâ?

Íóæíî äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó, îáðàòíóþ ãðàäèåíòó. Ãðàäèåíò �

íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøèé ïðèðîñò

çíà÷åíèé:

∇E (w0, . . . ,wn) =

[
∂E

∂w0

,
∂E

∂w1

, . . . ,
∂E

∂wn

]
.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Êàê ìèíèìèçèðîâàòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò íåñêîëüêèõ

àðãóìåíòîâ?

Íóæíî äâèãàòüñÿ â ñòîðîíó, îáðàòíóþ ãðàäèåíòó. Ãðàäèåíò �

íàïðàâëåíèå, â êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøèé ïðèðîñò

çíà÷åíèé:

∇E (w0, . . . ,wn) =

[
∂E

∂w0

,
∂E

∂w1

, . . . ,
∂E

∂wn

]
.

Çíà÷èò, âåñà íóæíî ïîäïðàâëÿòü òàê:

wi ← wi − η
∂E

∂wi

.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò îò ôóíêöèè îøèáêè

Â íàøåì ñëó÷àå ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ñîâñåì ïðîñòî:

∂E

∂wi

=
1

2

m∑
j=1

∂

∂wi

(
t j −

n∑
0

wix
j
i

)2

=

=

m∑
j=1

(
t j −

n∑
0

wix
j
i

)
(−x

j
i ).

Èçìåíåíèÿ âåñîâ ïðèìóò âèä:

wi ← wi + η
∑
j

(
t j −

n∑
0

wix
j
i

)
x
j
i .

Ñåðãåé Íèêîëåíêî Íåéðîííûå ñåòè



Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà: ìåëî÷è

Àëãîðèòì � â êàæäîé ýïîõå ïîäïðàâëÿòü âåñà íà çíà÷åíèÿ

ãðàäèåíòà.

Íåïîíÿòíî, êîãäà îñòàíàâëèâàòüñÿ; ìû áóäåì

îñòàíàâëèâàòüñÿ ïîñëå ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ.

Åñëè η ìàëåíüêàÿ, ìû íå óñïååì äîéòè äî ìèíèìóìà; åñëè

η áîëüøàÿ � áóäåì ÷åðåç íåãî ¾ïåðåñêàêèâàòü¿. ×òî

äåëàòü?
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà: ìåëî÷è

Àëãîðèòì � â êàæäîé ýïîõå ïîäïðàâëÿòü âåñà íà çíà÷åíèÿ

ãðàäèåíòà.

Íåïîíÿòíî, êîãäà îñòàíàâëèâàòüñÿ; ìû áóäåì

îñòàíàâëèâàòüñÿ ïîñëå ôèêñèðîâàííîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ.

Åñëè η ìàëåíüêàÿ, ìû íå óñïååì äîéòè äî ìèíèìóìà; åñëè

η áîëüøàÿ � áóäåì ÷åðåç íåãî ¾ïåðåñêàêèâàòü¿. ×òî

äåëàòü?

Ðåøåíèå: íà÷àòü ñ äîñòàòî÷íî áîëüøîé η, à ïîòîì å¼

ïîñòåïåííî óìåíüøàòü.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

GradientDescent(η, {x
j
i , t

j }n,m
i=1,j=1

)

Èíèöèàëèçèðîâàòü {wi }
n
i=0

ìàëåíüêèìè ñëó÷àéíûìè

çíà÷åíèÿìè.

Ïîâòîðèòü NUMBER_OF_STEPS ðàç:

Äëÿ âñåõ i îò 1 äî n ∆wi = 0.
Äëÿ âñåõ j îò 1 äî m:

Äëÿ âñåõ i îò 1 äî n

∆wi = ∆wi + η

 
t
j −

n∑
0

wix
j
i

!
x
j
i .

wi = wi + ∆wi .

Âûäàòü çíà÷åíèÿ w0,w1, . . . ,wn.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íå ìîã ïðåîäîëåâàòü ëîêàëüíûå
ìèíèìóìû.

Ïî÷åìó ýòî ïîêà íå ïðîáëåìà?
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íå ìîã ïðåîäîëåâàòü ëîêàëüíûå
ìèíèìóìû.

Ïî÷åìó ýòî ïîêà íå ïðîáëåìà?

Ïîòîìó ÷òî ó ïàðàáîëîèäà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íå

áûâàåò. Íî â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ. . .
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ñòîõàñòè÷åñêèé ãðàäèåíòíûé ñïóñê

Ïðåäûäóùèé àëãîðèòì íå ìîã ïðåîäîëåâàòü ëîêàëüíûå
ìèíèìóìû.

Ïî÷åìó ýòî ïîêà íå ïðîáëåìà?

Ïîòîìó ÷òî ó ïàðàáîëîèäà ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íå

áûâàåò. Íî â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ. . .

Ìîäèôèêàöèÿ � èçìåíÿòü âåñà ïîñëå êàæäîãî òåñòîâîãî

ïðèìåðà, à íå íàêàïëèâàòü ∆wi .
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Àëãîðèòì ñòîõàñòè÷åñêîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

GradientDescent(η, {x
j
i , t

j }n,m
i=1,j=1

)

Èíèöèàëèçèðîâàòü {wi }
n
i=0

ìàëåíüêèìè ñëó÷àéíûìè

çíà÷åíèÿìè.

Ïîâòîðèòü NUMBER_OF_STEPS ðàç:
Äëÿ âñåõ j îò 1 äî m:

Äëÿ âñåõ i îò 1 äî n

wi = wi + η

 
t
j −

n∑
0

wix
j
i

!
x
j
i .

Âûäàòü çíà÷åíèÿ w0,w1, . . . ,wn.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà

Êàêîå ãëàâíîå îãðàíè÷åíèå ó ïåðöåïòðîíîâ áåç ëèìèòà

àêòèâàöèè?
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà

Êàêîå ãëàâíîå îãðàíè÷åíèå ó ïåðöåïòðîíîâ áåç ëèìèòà

àêòèâàöèè?

Îíè ðåàëèçóþò òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè.

À êàêàÿ ïðîáëåìà ó ïåðöåïòðîíîâ ñ ëèìèòîì àêòèâàöèè?
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà

Êàêîå ãëàâíîå îãðàíè÷åíèå ó ïåðöåïòðîíîâ áåç ëèìèòà

àêòèâàöèè?

Îíè ðåàëèçóþò òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè.

À êàêàÿ ïðîáëåìà ó ïåðöåïòðîíîâ ñ ëèìèòîì àêòèâàöèè?

Ó íèõ íåãëàäêèé âûõîä, è ãðàäèåíò îò íåãî íå ïîäñ÷èòàòü.

Ñîîòâåòñòâåííî, è àëãîðèòì íå ñðàáîòàåò.

×òî æå äåëàòü?
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãëàâíàÿ ïðîáëåìà

Êàêîå ãëàâíîå îãðàíè÷åíèå ó ïåðöåïòðîíîâ áåç ëèìèòà

àêòèâàöèè?

Îíè ðåàëèçóþò òîëüêî ëèíåéíûå ôóíêöèè.

À êàêàÿ ïðîáëåìà ó ïåðöåïòðîíîâ ñ ëèìèòîì àêòèâàöèè?

Ó íèõ íåãëàäêèé âûõîä, è ãðàäèåíò îò íåãî íå ïîäñ÷èòàòü.

Ñîîòâåòñòâåííî, è àëãîðèòì íå ñðàáîòàåò.

×òî æå äåëàòü?

Ñòðîèòü ãëàäêèå, íî íå ëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Âñ¼ òî æå ñàìîå, íî ôóíêöèÿ âûõîäà óæå íå ëèíåéíàÿ.

Íî îò ëèíåéíîé ôîðìû âñ¼ æå íå îòêàçûâàåìñÿ, à áåð¼ì å¼

ðåçóëüòàò è ñãëàæèâàåì.

Ïîïóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ � ñèãìîèä:

σ(x) =
1

1+ e−x
.

Òî åñòü âûõîä ïåðöåïòðîíà ïîäñ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå:

o(x1, . . . , xn) =
1

1+ e−
∑

i wixi
.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ãðàäèåíò
Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà
Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Ïî÷åìó ñèãìîèä? Ïîòîìó ÷òî ëåãêî ñ÷èòàòü ïðîèçâîäíóþ:

σ ′(x) = σ(x)(1− σ(x)).

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðàâèëî ìîäèôèêàöèè âåñà äëÿ îäíîãî

ïåðöåïòðîíà âûãëÿäèò êàê

wi ← wi + ηo(x)(1− o(x))(t(x) − o(x))xi ,

ãäå t(x) � öåëåâîå çíà÷åíèå ôóíêöèè.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè è ãðàäèåíò
Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè
Íåéðîííûå ñåòè è MAP

Outline

1 Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà

Ââåäåíèå

Ïåðöåïòðîí

Àëãîðèòì è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè

2 Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

3 Íåéðîííûå ñåòè

Ôóíêöèÿ îøèáêè è ãðàäèåíò

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Íåéðîííûå ñåòè è MAP

4 Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ
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Íåéðîííàÿ ñåòü

Òåïåðü ó íàñ íå îäèí ïåðöåïòðîí, à öåëàÿ èõ ñåòü.
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Îáîçíà÷åíèÿ

Ó ñåòè åñòü âõîäû x1, . . . , xn, âûõîäû Outputs è âíóòðåííèå

óçëû.

Ïåðåíóìåðóåì âñå óçëû (âêëþ÷àÿ âõîäû è âûõîäû)

÷èñëàìè îò 1 äî N.

wij � âåñ, ñòîÿùèé íà ðåáðå (i , j).

oi � âûõîä i-ãî óçëà.

Äàíû m òåñòîâûõ ïðèìåðîâ ñ öåëåâûìè çíà÷åíèÿìè

âûõîäîâ {tdk },d=1..m,k∈Outputs.

Ôóíêöèÿ îøèáêè:

E ({wij }) =
1

2

m∑
d=1

∑
k∈Outputs

(
tdk − ok(x

d
1 , . . . , xdn )

)2
.
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Ãðàäèåíò

Êàê ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ôóíêöèè îøèáêè äëÿ êàæäîãî

òåñòîâîãî ïðèìåðà?

Ed ({wij }) =
1

2

∑
k∈Outputs

(
tdk − odk

)2
.

Ñëó÷àé 1. Ñ÷èòàåì ∆wij = −η∂Ed

∂wij
, ãäå j ∈ Outputs.

wij âëèÿåò íà âûõîä od òîëüêî êàê ÷àñòü ñóììû

Sj =
∑

i wijxij , ïîýòîìó

∂Ed

∂wij

=
∂Ed

∂Sj

∂Sj

∂wij

= xij
∂Ed

∂Sj
.

Sj âëèÿåò íà îáùóþ îøèáêó òîëüêî â ðàìêàõ âûõîäà j-ãî

óçëà oj (ýòî âûõîä âñåé ñåòè). Ïîýòîìó:
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Ãðàäèåíò

Êàê ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ôóíêöèè îøèáêè äëÿ êàæäîãî

òåñòîâîãî ïðèìåðà?

Ed ({wij }) =
1

2

∑
k∈Outputs

(
tdk − odk

)2
.

∂Ed

∂Sj
=

∂Ed

∂oj

∂oj

∂Sj
=

 ∂

∂oj

1

2

∑
k∈Outputs

(tk − ok)
2

(∂σ(Sj)

∂Sj

)
=

=

(
1

2

∂

∂oj
(tj − oj)

2

)
(oj(1− oj)) = −oj(1− oj)(tj − oj).
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Ãðàäèåíò

Êàê ïîäñ÷èòàòü ãðàäèåíò ôóíêöèè îøèáêè äëÿ êàæäîãî

òåñòîâîãî ïðèìåðà?

Ed ({wij }) =
1

2

∑
k∈Outputs

(
tdk − odk

)2
.

Ñëó÷àé 2. Ñ÷èòàåì ∆wij = −η∂Ed

∂wij
, ãäå j /∈ Outputs.

Ó óçëà j åñòü ïîòîìêè Children(j). Òîãäà

∂Ed

∂Sj
=

∑
k∈Children(j)

∂Ed

∂Sk

∂Sk

∂Sj
, è

∂Sk

∂Sj
=

∂Sk

∂oj

∂oj

∂Sj
= wjkoj(1−oj).

∂Ed

∂Sk
� ýòî â òî÷íîñòè àíàëîãè÷íàÿ ïîïðàâêà, íî

âû÷èñëåííàÿ äëÿ óçëà ñëåäóþùåãî óðîâíÿ. Òàê ìû è

äîéä¼ì îò âûõîäîâ êî âõîäàì.
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Ðåçþìå ïîäñ÷¼òà ãðàäèåíòà

Äëÿ óçëà ïîñëåäíåãî óðîâíÿ

δj = −oj(1− oj)(tj − oj).

Äëÿ âíóòðåííåãî óçëà ñåòè

δj = −oj(1− oj)
∑

Outputs(j)

δkwjk .

Äëÿ ëþáîãî óçëà

∆wij = −ηδjxij .
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Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

BackPropagation(η, {xdi , td }n,m
i=1,d=1

, NUMBER_OF_STEPS)

Èíèöèàëèçèðîâàòü {wij }i ,j ñëó÷àéíûìè çíà÷åíèÿìè.

Ïîâòîðèòü NUMBER_OF_STEPS ðàç:
Äëÿ âñåõ d îò 1 äî m:

Ïîäàòü {xdi } íà âõîä è ïîäñ÷èòàòü âûõîäû oi êàæäîãî óçëà.

Äëÿ âñåõ k ∈ Outputs δk = ok(1 − ok)(tk − ok).

Äëÿ êàæäîãî óðîâíÿ l , íà÷èíàÿ ñ ïðåäïîñëåäíåãî:

� Äëÿ êàæäîãî óçëà j óðîâíÿ l âû÷èñëèòü

δj = oj (1 − oj )
∑

k∈Children(j)

wjkδk .

Äëÿ êàæäîãî ðåáðà ñåòè {ij}

wij = wij + ηδjxij .

Âûäàòü çíà÷åíèÿ wij .
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Ðåçþìå

×åìó ìû íàó÷èëèñü:

Ïîíÿòèå ïåðöåïòðîíà: ñ ëèìèòîì àêòèâàöèè è áåç,

ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî.

Êàê îáó÷àòü ïåðöåïòðîíû ïîîäèíî÷êå, â òîì ÷èñëå:

àëãîðèòìîì îáó÷åíèÿ ïåðöåïòðîíà,

ìåòîäîì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà.

Êàê îáó÷àòü ñåòü èç ïåðöåïòðîíîâ ñ ãëàäêèì âûõîäîì

àëãîðèòìîì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè.
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Íåéðîííûå ñåòè

Â íåéðîííûõ ñåòÿõ ìû ìèíèìèçèðîâàëè

ñðåäíåêâàäðàòè÷íóþ îøèáêó. Ïî÷åìó?

Êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, èìåííî å¼ íóæíî ìèíèìèçèðîâàòü

äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü MAP � â îïðåäåë¼ííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ, ðàçóìååòñÿ.
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Ïðåäïîëîæåíèÿ

Ìû õîòèì âûó÷èòü ôóíêöèþ f : X −→ R.
Åñòü íàáîð òåñòîâûõ ïðèìåðîâ

D = {〈x1, t1〉, . . . , 〈xm, tm〉} .

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ti = f (xi ) + ei , ãäå ei � ðàâíîìåðíî

ðàñïðåäåë¼ííûé øóì ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Ýòî è åñòü

îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå.

Êðîìå òîãî, ïðåäïîëàãàåì íåçàâèñèìîñòü òåñòîâûõ

ïðèìåðîâ.
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Âûâîä

Ìû èùåì hMAP = argmaxHp(D |h) = argmaxH
∏m

i=1
p(ti |h).

p(ti |h) � íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ âàðèàöèåé σ è ñ

öåíòðîì â µ = f (xi ) = h(xi ) (ò.ê. ïðè óñëîâèè h).
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Âûâîä

Ìû èùåì hMAP = argmaxHp(D |h) = argmaxH
∏m

i=1
p(ti |h).

hMAP = argmaxH

m∏
i=1

1√
2πσ2

e
− 1

2σ2
(di−h(xi ))

2

=

= argmaxH

m∑
i=1

(
ln

1√
2πσ2

−
1

2σ2
(di − h(xi ))

2

)
=

= argminH

m∑
i=1

(di − h(xi ))
2.
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Âûâîä

Ìû èùåì hMAP = argmaxHp(D |h) = argmaxH
∏m

i=1
p(ti |h).

Âîò è äîêàçàëè, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé

îøèáêè âåä¼ò ê MAP. Ýòî ôàêòè÷åñêè îïðàâäûâàåò

ïðèìåíåíèå íåéðîííûõ ñåòåé.
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Ôóíêöèÿ îøèáêè
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Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Outline

1 Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà

Ââåäåíèå

Ïåðöåïòðîí

Àëãîðèòì è äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè

2 Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Ãðàäèåíò

Àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà

Íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

3 Íåéðîííûå ñåòè

Ôóíêöèÿ îøèáêè è ãðàäèåíò

Àëãîðèòì îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè

Íåéðîííûå ñåòè è MAP

4 Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè

Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè

Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ
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Ôóíêöèÿ îøèáêè

Íà÷í¼ì ñ îäíîãî íåéðîíà. Ïóñòü ó íåãî n âõîäîâ

~x = {x1, . . . , xn}, âåñà ~w = {w0, . . . ,wn}, è îí âû÷èñëÿåò

ôóíêöèþ o(~x , ~w) ∈ [0, 1].

Åìó äàþò äàííûå {t j = f (~x j)}mj=1
, ïðè÷¼ì t j ∈ {0, 1}. Êàêîâà

ôóíêöèÿ îøèáêè?

Ìû óæå äàæå äîêàçûâàëè, ÷òî â ñëó÷àå äàííûõ ñ

íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¼ííûì øóìîì ôóíêöèåé îøèáêè

äîëæíî áûòü ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå.

À êàêàÿ äîëæíà áûòü ôóíêöèÿ îøèáêè ñ òî÷êè çðåíèÿ

òåîðèè èíôîðìàöèè?
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Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ

Kullback�Leibler distance (divergence) � ýòî

èíôîðìàöèîííî-òåîðåòè÷åñêàÿ ìåðà òîãî, íàñêîëüêî

äàëåêè ðàñïðåäåëåíèÿ äðóã îò äðóãà.

DKL(p, q) =
∑
x

p(x) log
p(x)

q(x)
= H(p) − H(p, q).

Åãî åù¼ íàçûâàþò îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèåé.

Èçâåñòíî, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå âñåãäà íåîòðèöàòåëüíî,

ðàâíî íóëþ i� p ≡ q.
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Ôóíêöèÿ îøèáêè è èíôîðìàöèÿ

Èíôîðìàöèîííîå ñîäåðæàíèå îäíîãî çàïóñêà � ýòî

îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ H(p, q) (H(p) ìèíèìèçèðîâàòü

íåëüçÿ, ïîýòîìó åãî îïóñòèì) ìåæäó ýìïèðè÷åñêèì

ðàñïðåäåëåíèåì (t j , 1− t j) è ðàñïðåäåëåíèåì âûõîäà

íåéðîíà (o, 1− o):

G j(~w) = −t j ln o(~x j , ~w) − (1− t j) ln
(
1− o(~x j , ~w)

)
.

Òî åñòü ìû ðàññìàòðèâàåì äàííûå t è âûõîä ïåðöåïòðîíà

o(~x , ~w) ∈ [0, 1] � êàê ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (ñ êàêîé

âåðîÿòíîñòüþ îòâåò ðàâåí 1).

Îáùàÿ îøèáêà, åñòåñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ êàê ñóììà:

G (~w) = −

m∑
j=1

[
t j ln o(~x j , ~w) + (1− t j) ln

(
1− o(~x j , ~w)

)]
.
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Ìèíèìèçàöèÿ îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè

Àëãîðèòì îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ, êñòàòè. Åñëè

o(~x , ~w) = 1

1+e−~x~w , òî, ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ G (~w) ïî wi ,

ïîëó÷èì
∂G

∂wi

= −
∑
j

(t j − o j)x
j
i .

Òî åñòü ïî-ïðåæíåìó ãðàäèåíòíûé ñïóñê õîäèò ïî

íàïðàâëåíèþ, îáðàòíîìó îøèáêå.

Îäíàêî îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ ïîçâîëèò íàì ïîòîì

ðàçðàáîòàòü äðóãèå ìåòîäû.
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Îâåðôèòòèíã

À ïîêà ïîáîðåìñÿ ñ îâåðôèòòèíãîì. Îâåðôèòòèíã � ýòî

êîãäà ìîäåëü ñëèøêîì õîðîøî îòâå÷àåò äàííûì.

Â ñëó÷àå íåéðîííûõ ñåòåé òàêîå áûâàåò, êîãäà äàííûì

ñîîòâåòñòâóþò âñ¼ ëó÷øå è ëó÷øå, íî âåñà ïðè ýòîì ðàñòóò

äî áåñêîíå÷íîñòè.

Êàê ýòîãî èçáåæàòü? Ìîæíî, êîíå÷íî, èñêóññòâåííî

îñòàíàâëèâàòüñÿ ðàíüøå, íî ýòî ñëèøêîì óæ ad hoc.
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Ðåãóëÿðèçàöèÿ

Íóæíî âíåñòè â ôóíêöèþ îøèáêè ïîïðàâêó, êîòîðàÿ áóäåò

óáèðàòü íåæåëàòåëüíûå ýôôåêòû (òàêîé ïðîöåññ

íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðèçàöèåé).

×òîáû óáðàòü íåéðîííûé îâåðôèòòèíã, áóäåì

ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ îøèáêè

M(~w) = G (~w) + αE (~w),

ãäå α � êîíñòàíòà (ãèïåðïàðàìåòð), à ôóíêöèÿ E �

ðåãóëÿðèçàòîð

E (~w) =
1

2

n∑
i=1

w2

i .

Òîãäà

Óïðàæíåíèå. Êàê èçìåíèòñÿ àëãîðèòì ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà?
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Ñóòü ïðîáëåìû

Âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ äîëæíà ìåíÿòüñÿ ñî

âðåìåíåì, ñòàíîâèòüñÿ ìåíüøå ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê

ìèíèìóìó è áûòü äîñòàòî÷íî áîëüøîé äàëåêî îò íåãî.

Âî-âòîðûõ, íåïëîõî áû âñ¼-òàêè íàó÷èòüñÿ âûëåçàòü õîòÿ

áû èç ñàìûõ ìåëêèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ íà ïóòè ê

ãëîáàëüíîìó.
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Ìîìåíò

Îäíî èç ðåøåíèé � ââåñòè â ïðàâèëî ïåðåñ÷¼òà âåñîâ òàê

íàçûâàåìûé ìîìåíò (momentum). Ïåðåñ÷¼ò íà øàãå t

èìååò âèä:

∆wij(t) = δ + m∆wij(t − 1),

ãäå δ � èçìåíåíèå âåñà ïî îáû÷íîìó àëãîðèòìó (êàêîìó

óãîäíî).

Òî åñòü ïî ìåðå ïðîäâèæåíèÿ ê ìèíèìóìó íåéðîííàÿ ñåòü

êàê áû ¾ðàçãîíÿåòñÿ¿, îäíîâðåìåííî è áûñòðåå ê íåìó

ïðèáëèæàÿñü, è, âîçìîæíî, ïåðåïðûãèâàÿ ìåëêèå

ìèíèìóìû è óùåëüÿ öåëåâîé ôóíêöèè ïî õîäó äåëà.
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Àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Íóæíî ìåíÿòü ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ, ÷òîáû áûñòðåå ïðèäòè ê

ìèíèìóìó è òàì îñòàòüñÿ.

Äëÿ ýòîãî åñòü ðàçíûå ìåòîäû; ìû ðàññìîòðèì òðè èç íèõ.
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Bold driver

Ìîäåëü ¾áåññòðàøíîãî âîäèòåëÿ¿ � óâåëè÷èâàòü

ñêîðîñòü, ïîêà íå âðåæåøüñÿ âî ÷òî-íèáóäü, à ïîòîì

óìåíüøàòü.

Ïîêà îøèáêà óìåíüøàåòñÿ, ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ η íåíàìíîãî

óâåëè÷èâàåòñÿ (íà 5�10%).

Êàê òîëüêî îøèáêà ïðè î÷åðåäíîì øàãå óâåëè÷èëàñü,

ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ òóò æå ðåçêî ïàäàåò (íà ≈ 50%).
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Óìåíüøåíèå ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Åñëè ïðîáëåìà íå â òîì, ÷òîáû ïîáûñòðåå äîéòè äî

ìèíèìóìà, à â òîì, ÷òîáû òàì îñòàòüñÿ, ìîæíî ïðîñòî

óìåíüøàòü ñêîðîñòü îáó÷åíèÿ:

η(t) =
η(0)

1+ t
T

,

ãäå T � íîâûé ïàðàìåòð.

Â ýòîé ìîäåëè ñêîðîñòü ïàäàåò íåáûñòðî âî âðåìÿ ïåðâûõ

T øàãîâ, êîãäà ìû äîñòèãàåì ïðèìåðíî ìèíèìóìà, íî ïðè

ýòîì óìåíüøàåòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî, ÷òîáû

ãàðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòü.
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Ãðàäèåíòíûé ñïóñê äëÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Áîëåå èçîùð¼ííûé ìåòîä � ïîäïðàâëÿòü η ïðè ïîìîùè

òîãî æå àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ (ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà). Ïóñòü

âåñà îáíîâëÿþòñÿ êàê

wij(t + 1) = wij(t) + ηij(t)∆wij(t).

Ìû õîòèì èçìåíèòü ηij(t) òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü E (t + 1)

(ôóíêöèþ îøèáêè):

∂E (t + 1)

∂ηij(t)
=

∂E (t + 1)

∂wij(t + 1)

∂wij(t + 1)

∂ηij(t)
= −∆wij(t)∆wij(t − 1).
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Ãðàäèåíòíûé ñïóñê äëÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Òî åñòü ìîæíî ïîäïðàâëÿòü ηij ïî ïðàâèëó:

ηij(t) = ηij(t − 1) + ξ∆wij(t)∆wij(t − 1).

Ïðàâäà, ñ òàêèì ïîäõîäîì ηij ìîæåò ñòàòü îòðèöàòåëüíîé.

Êðîìå òîãî, íàì íàäî ìåíÿòü ηij íà íåñêîëüêî ïîðÿäêîâ.

Ïîýòîìó ïðèìåíèì òî æå ñàìîå íå ê η, à ê å¼ ëîãàðèôìó:

log(ηij(t)) = log(ηij(t − 1)) + ξ∆wij(t)∆wij(t − 1).
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Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ïðîáëåìà

Ïðè ýòîì àëãîðèòìå çíà÷åíèÿ ηij áóäóò ñèëüíî ïðûãàòü.

Ïîýòîìó ÷àñòî çàìåíÿþò ∆wij(t − 1) íà ñðåäíåå íåñêîëüêèõ

ïîñëåäíèõ çíà÷åíèé ∆wij , îáû÷íî ýêñïîíåíöèàëüíîå

ñðåäíåå, êîòîðîå âû÷èñëÿåòñÿ êàê

�u(t) = m�u(t − 1) + (1− m)u(t),

ãäå m � íîâûé ïàðàìåòð.
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Ìîòèâàöèÿ è îáó÷åíèå îäíîãî ïåðöåïòðîíà
Ìåòîä ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà è íåëèíåéíûå ïåðöåïòðîíû

Íåéðîííûå ñåòè
Äîïîëíèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ

Ôóíêöèÿ îøèáêè
Áîðüáà ñ îâåðôèòòèíãîì è óëó÷øåíèå ñõîäèìîñòè
Ìîìåíòû è àäàïòàöèÿ ñêîðîñòè îáó÷åíèÿ

Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!

Lecture notes è ñëàéäû áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ íà ìîåé

homepage:

http://logic.pdmi.ras.ru/∼sergey/index.php?page=teaching

Ïðèñûëàéòå ëþáûå çàìå÷àíèÿ, ðåøåíèÿ óïðàæíåíèé,

íîâûå ÷èñëåííûå ïðèìåðû è ïðî÷åå ïî àäðåñàì:

sergey@logic.pdmi.ras.ru, snikolenko@gmail.com

Çàõîäèòå â ÆÆ smartnik.
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