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Random facts:

• 20 октября 1671 г. Людовик XIV повелел всем холостякам Новой Франции (от Луизианы
до Ньюфаундленда) жениться на специально присланных из Франции девушках,
«дочерях короля»

• 20 октября 1720 г. был пойман, а 17 ноября повешен Джек Рэкхем, знаменитый пират,
известный как Калико Джек; казнь захваченных вместе с ним Мэри Рид и Энн Бонни,
его верных помощников и любовниц, отложили, поскольку обе они были беременны



кластеризация



суть лекции

• Кластеризация — типичная задача обучения без учителя:
задача классификации объектов одной природы в несколько
групп так, чтобы объекты в одной группе обладали одним и
тем же свойством.

• Под свойством обычно понимается близость друг к другу
относительно выбранной метрики.
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чуть более формально

• Есть набор тестовых примеров 𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} и функция
расстояния между примерами 𝜌.

• Требуется разбить 𝑋 на непересекающиеся подмножества
(кластеры) так, чтобы каждое подмножество состояло из
похожих объектов, а объекты разных подмножеств
существенно различались.
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идея

• Есть точки 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 в пространстве. Нужно
кластеризовать.

• Считаем каждую точку кластером. Затем ближайшие точки
объединяем, далее считаем единым кластером. Затем
повторяем.

• Получается дерево.

5



алгоритм

HierarchyCluster(𝑋 = {𝑥1, … , 𝑥𝑛})

• Инициализируем 𝐶 = 𝑋, 𝐺 = 𝑋.
• Пока в 𝐶 больше одного элемента:

• Выбираем два элемента 𝐶 𝑐1 и 𝑐2, расстояние между которыми
минимально.

• Добавляем в 𝐺 вершину 𝑐1𝑐2, соединяем её с вершинами 𝑐1 и
𝑐2.

• 𝐶 ∶= 𝐶 ∪ {𝑐1𝑐2} � {𝑐1, 𝑐2}.

• Выдаём 𝐺.
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результат

• В итоге получается дерево кластеров, из которого потом
можно выбрать кластеризацию с требуемой степенью
детализации (обрезать на том или ином максимальном
расстоянии).

• Всё ли понятно?
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результат

• В итоге получается дерево кластеров, из которого потом
можно выбрать кластеризацию с требуемой степенью
детализации (обрезать на том или ином максимальном
расстоянии).

• Всё ли понятно?
• Остаётся вопрос: как подсчитывать расстояние между
кластерами?
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single-link vs. complete-link

• Single-link алгоритмы считают минимум из возможных
расстояний между парами объектов, находящихся в кластере.

• Complete-link алгоритмы считают максимум из этих
расстояний

• Какие особенности будут у single-link и complete-link
алгоритмов? Чем они будут отличаться?
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очевидный алгоритм

• Нарисуем полный граф с весами, равными расстоянию
между объектами.

• Выберем некий предопределённый порог расстояния 𝑟 и
выбросим все рёбра длиннее 𝑟.

• Компоненты связности полученного графа — это наши
кластеры.
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минимальное остовное дерево

• Минимальное остовное дерево — дерево, содержащее все
вершины (связного) графа и имеющее минимальный
суммарный вес своих рёбер.

• Алгоритм Краскала (Kruskal): выбираем на каждом шаге
ребро с минимальным весом, если оно соединяет два
дерева, добавляем, если нет, пропускаем.

• Алгоритм Борувки (Boruvka).
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кластеризация

• Как использовать минимальное остовное дерево для
кластеризации?
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кластеризация

• Как использовать минимальное остовное дерево для
кластеризации?

• Построить минимальное остовное дерево, а потом
выкидывать из него рёбра максимального веса.

• Сколько рёбер выбросим, столько кластеров получим.
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dbscan

• Идея: кластер – это зона высокой плотности точек,
отделённая от других кластеров зонами низкой плотности.

• Алгоритм: выделяем core samples, которые сэмплируются в
зонах высокой плотности (т.е. есть по крайней мере 𝑛
соседей, других точек на расстоянии ≤ 𝜖).

• Затем последовательно объединяем core samples, которые
оказываются соседями друг друга.

• Точки, которые не являются ничьими соседями, — это
выбросы.
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birch

• Идея: строим дерево (CF-tree, от clustering feature), которое
содержит краткие описания кластеров и поддерживает
апдейты.

• CF𝑖 = {𝑁𝑖, LS𝑖, SS𝑖}: число точек в кластере CF𝑖,
LS𝑖 = ∑x∈CF𝑖

𝑥𝑖 (linear sum), SS𝑖 = ∑x∈CF𝑖
𝑥2

𝑖 (sum of squares).
• Этого достаточно для того, чтобы подсчитать разумные
расстояния между кластерами.

• А также для того, чтобы слить два кластера: CF𝑖 аддитивны.
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birch

• CF-дерево состоит из CF𝑖; оно похоже на B-дерево,
сбалансировано по высоте. Кластеры – листья дерева, над
ними “суперкластеры”.

• Добавляем новый кластер, рекурсивно вставляя его в
дерево; если от этого число элементов в листе становится
слишком большим (параметр), лист разбивается на два.

• А когда дерево построено, можно запустить ещё одну
кластеризацию (любым другим методом) на полученных
“мини-кластерах”.
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алгоритм em и кластеризация



постановка задачи

• Часто возникает ситуация, когда в имеющихся данных
некоторые переменные присутствуют, а некоторые —
отсутствуют.

• Даны результаты сэмплирования распределения
вероятностей с несколькими параметрами, из которых
известны не все.

15



постановка задачи

• Эти неизвестные параметры тоже расцениваются как
случайные величины.

• Задача — найти наиболее вероятную гипотезу, то есть ту
гипотезу ℎ, которая максимизирует

𝐸[ln 𝑝(𝐷|ℎ)].
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частный случай

Построим один из простейших примеров применения алгоритма
EM. Пусть случайная переменная 𝑥 сэмплируется из суммы двух
нормальных распределений. Дисперсии даны (одинаковые),
нужно найти только средние 𝜇1, 𝜇2.
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два распределения

• Теперь нельзя понять, какие 𝑥𝑖 были порождены каким
распределением — классический пример скрытых
переменных.

• Один тестовый пример полностью описывается как тройка
⟨𝑥𝑖, 𝑧𝑖1, 𝑧𝑖2⟩, где 𝑧𝑖𝑗 = 1 iff 𝑥𝑖 был сгенерирован 𝑗-м
распределением.
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суть алгоритма em

• Сгенерировать какую-нибудь гипотезу ℎ = (𝜇1, 𝜇2).
• Пока не дойдем до локального максимума:

• Вычислить ожидание 𝐸(𝑧𝑖𝑗) в предположении текущей
гипотезы (𝐸–шаг).

• Вычислить новую гипотезу ℎ′ = (𝜇′
1, 𝜇′

2), предполагая, что 𝑧𝑖𝑗
принимают значения 𝐸(𝑧𝑖𝑗) (𝑀–шаг).
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в примере с гауссианами

В примере с гауссианами:

𝐸(𝑧𝑖𝑗) = 𝑝(𝑥 = 𝑥𝑖|𝜇 = 𝜇𝑗)
𝑝(𝑥 = 𝑥𝑖|𝜇 = 𝜇1) + 𝑝(𝑥 = 𝑥𝑖|𝜇 = 𝜇2) =

= 𝑒− 1
2𝜎2 (𝑥𝑖−𝜇𝑗)2

𝑒− 1
2𝜎2 (𝑥𝑖−𝜇1)2 + 𝑒− 1

2𝜎2 (𝑥𝑖−𝜇2)2 .

Мы подсчитываем эти ожидания, а потом подправляем гипотезу:

𝜇𝑗 ← 1
𝑚

𝑚
∑
𝑖=1

𝐸(𝑧𝑖𝑗)𝑥𝑖.
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спасибо!

Спасибо за внимание!
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