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Random facts:

• 3 декабря в ООН — Международный день инвалидов, а в России — День юриста

• 3 декабря 1557 г. шотландские аристократы-протестанты, известные как Lairds of the
Congregation, подписали так называемый «First Band», документ, начавший
реформацию в Шотландии

• 3 декабря 1586 г. в Англии впервые появился картофель

• 3 декабря 1989 г. Джордж Буш и Михаил Горбачёв заявили, что СССР и США более не
являются противниками; этот день считается официальной датой окончания «холодной
войны»; а 3 декабря 1991 г. был распущен КГБ СССР

• 3 декабря 2006 г. Марат Сафин обыграл Хосе Акасусо в четырёх сетах, и сборная России
во второй раз завоевала Кубок Дэвиса



Сэмплирование по значимости



Сэмплирование в графических моделях

• Вариант выборки с отклонением можно применить к
направленным графическим моделям.

• Сэмплировать без evidence – тривиально.
• Сэмплировать с evidence можно так: сделаем сэмпл, если
наблюдаемые переменные не сошлись, выкинем.

• Для ненаправленных не так просто, да и для направленных
не сработает, если наблюдаемых много.
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Проблемы

• Как и у предыдущего алгоритма, у выборки с отклонением
начинаются проблемы в больших размерностях.

• Суть проблемы та же, что в предыдущем случае, а выражается
она в том, что 𝑐 будет очень большим (экспоненциальным от
𝑛), и почти все сэмплы будут отвергаться.
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Суть метода

• Выборка по значимости — importance sampling.
• Мы решаем только вторую задачу, а не первую.
• То есть нам нужно брать сэмплы, при этом желательно
попадая в зоны, где функция 𝑝∗ имеет большие значения.
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Суть метода

• Предположим, что у нас есть какое-то другое распределение
вероятностей 𝑞 (точнее, 𝑞∗), попроще, и мы умеем брать его
сэмплы.

• Тогда алгоритм такой: сначала взять выборку по 𝑞∗, а затем
перевзвесить её так, чтобы получилась всё-таки выборка по
𝑝∗.
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Выборка по значимости
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Вывод

• Мы хотим

E[𝑓] = ∫ 𝑓(x)𝑝(x)𝑑x = ∫ 𝑓(x)𝑝(x)
𝑞(x) 𝑞(x)𝑑x =

≈ 1
𝐿 ∑

𝑟

𝑝(x(𝑟))
𝑞(x(𝑟)) 𝑓(x(𝑟)).

• 𝑤𝑟 = 𝑝(x(𝑟))/𝑞(x(𝑟)) – веса, с которыми входят сэмплы, но все
сэмплы остаются в множестве.

7



Вывод

• Если у нас не 𝑝 и 𝑞, а 𝑝∗ и 𝑞∗, и 𝑝 = 1
𝑍𝑝

𝑝∗, 𝑞 = 1
𝑍𝑞

𝑞∗, то

E[𝑓] = ∫ 𝑓(x)𝑝(x)𝑑x = 𝑍𝑞
𝑍𝑝

∫ 𝑓(x)𝑝∗(x)
𝑞∗(x) 𝑞(x)𝑑x ≈

≈ 𝑍𝑞
𝑍𝑝

1
𝑅

𝑅
∑
𝑟=1

𝑝∗(x(𝑟))
𝑞∗(x(𝑟)) 𝑓(x(𝑟)),

и 𝑍𝑞/𝑍𝑝 можно оценить из тех же сэмплов:

𝑍𝑝
𝑍𝑞

= 1
𝑍𝑞

∫ 𝑝∗(x)𝑑x = ∫ 𝑝∗(x)
𝑞∗(x) 𝑞(x)𝑑x ≈ 1

𝑅
𝑅

∑
𝑟=1

𝑝∗(x(𝑟))
𝑞∗(x(𝑟)) .
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Вывод

• Получаем такой алгоритм:
1. Взять сэмплы {𝑥(𝑟)}𝑅

𝑟=1 по распределению 𝑞∗.
2. Рассчитать веса

𝑤𝑟 = 𝑝∗(x(𝑟))/𝑞∗(x(𝑟))
∑𝑚 𝑝∗(x(𝑚))/𝑞∗(x(𝑚)) .

3. Оценить функцию по формуле

E[𝑓] ≈ 1
𝑅

𝑅
∑
𝑟=1

𝑤𝑟𝑓(x(𝑟)).
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Обсуждение

• Зачем нужно 𝑞? Чем это лучше равномерного
распределения?

8



Обсуждение

• Зачем нужно 𝑞? Чем это лучше равномерного
распределения?

• Проще говоря, распределение 𝑞 должно помочь выбрать те
участки, на которых имеет смысл сэмплить 𝑟.

• Если 𝑞 хорошее, то может помочь, а если плохое, может
только навредить.

• Но есть и более фундаментальные проблемы.
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Проблемы

• Во-первых, сэмплер 𝑞 не должен быть слишком узким.
• Например, если сэмплер гауссиановский с небольшой
вариацией, то пики 𝑟 далеко от центра 𝑞 вообще никто не
заметит.
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Проблемы

• Во-вторых, может случиться, что все сэмплы будут напрочь
убиты небольшим количеством сэмплов с огромными
весами. Это плохо.

• Чтобы показать, как это бывает, давайте перейдём в
многомерный случай.
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Проблемы

• Пусть есть равномерное распределение 𝑟 на единичном
шаре и сэмплер 𝑞 — произведение гауссианов с центром в
нуле:

𝑝(𝑥) = 1
(2𝜋𝜎2)𝑁/2 𝑒− 1

2𝜎2 ∑𝑖 𝑥2
𝑖 .

Упражнение. Найдите среднее и дисперсию расстояния 𝑟2 = ∑𝑖 𝑥2
𝑖 точки, взятой

по этому распределению.
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Проблемы

• Ответ на упражнение: расстояние будет 𝑁𝜎2 ±
√

2𝑁𝜎2

(распределение будет похоже на гауссовское).
• Значит, почти все сэмплы лежат в «типичном множестве»,
кольце расстоянием около 𝜎

√
𝑁 от нуля.

10



Проблемы

• Тогда большинство сэмплов 𝑞 будут лежать в интервале

1
(2𝜋𝜎2)𝑛/2 2− 𝑁

2 ±
√

2𝑁
2 ,

и ненулевые веса будут иметь значения порядка

(2𝜋𝜎2)𝑛/22 𝑁
2 ±

√
2𝑁
2 .

• Это значит, что максимальный вес будет относиться к
среднему примерно как 2

√
2𝑁 , а это очень много.
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Сэмплинг в графических моделях

• Варианты выборки по значимости для направленных
графических моделей:

• uniform sampling – фиксируем evidence, выбираем остальные
равномерно, вес у сэмпла получается просто 𝑝(x), потому что
он автоматически сходится с evidence;

• likelihood weighted sampling – фиксируем evidence, выбираем
остальные от родителей к детям из условного распределения
𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖)), где pa(𝑥𝑖) уже зафиксированы; вес тогда будет

𝑟(x) = ∏
𝑥𝑖∉𝐸

𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖))
𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖))

∏
𝑥𝑖∈𝐸

𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖))
1 = ∏

𝑥𝑖∈𝐸
𝑝(𝑥𝑖 ∣ pa(𝑥𝑖)).
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Заключение

• Если размерность большая, то у выборки по значимости есть
две большие проблемы.

• Во-первых, чтобы получить разумные сэмплы, нужно уже
заранее выбрать 𝑞 так, чтобы оно хорошо аппроксимировало
𝑝.

• Во-вторых, даже если их получить, часто может так случиться,
что веса у некоторых сэмплов будут слишком велики.

• В общем, для случая многих размерностей это не очень
хороший метод.
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Марковские методы
Монте-Карло



Общая идея

• Алгоритм Метрополиса-Гастингса; суть алгоритма похожа на
выборку с отклонением, но есть важное отличие.

• Распределение 𝑞 теперь будет меняться со временем,
зависеть от текущего состояния алгоритма.

• Как и прежде, нужно распределение 𝑞, точнее, семейство
𝑞(𝑥′; 𝑥(𝑡)), где 𝑥(𝑡) — текущее состояние.

• Но теперь 𝑞 не должно быть приближением 𝑝, а должно
просто быть каким-нибудь сэмплируемым распределением
(например, сферический гауссиан).

• Кандидат в новое состояние 𝑥′ сэмплируется из 𝑞(𝑥′; 𝑥(𝑡)).
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Алгоритм

• Очередная итерация начинается с состояния 𝑥(𝑖).
• Выбрать 𝑥′ по распределению 𝑞(𝑥′; 𝑥(𝑖)).
• Вычислить

𝑎 = 𝑝∗(𝑥′)
𝑝∗(𝑥(𝑖))

𝑞(𝑥(𝑖); 𝑥′)
𝑞(𝑥′; 𝑥(𝑖)) .

• С вероятностью 𝑎 (1, если 𝑎 ≥ 1) 𝑥(𝑖+1) ∶= 𝑥′, иначе
𝑥(𝑖+1) ∶= 𝑥(𝑖).
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Обсуждение

• Суть в том, что мы переходим в новый центр распределения,
если примем очередной шаг.

• Получается этакий random walk, зависящий от
распределения 𝑝∗.

• 𝑞(𝑥(𝑖);𝑥′)
𝑞(𝑥′;𝑥(𝑖)) для симметричных распределений (гауссиана) равно
1, это просто поправка на асимметрию.

• Отличие от rejection sampling: если не примем, то не просто
отбрасываем шаг, а записываем 𝑥(𝑖) ещё раз.
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Пример блуждания [Bishop]
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Обсуждение

• Очевидно, что 𝑥(𝑖) — отнюдь не независимы.
• Независимые сэмплы получаются только с большими
интервалами.

• Поскольку это random walk, то если большая часть 𝑞
сосредоточена в радиусе 𝜖, а общий радиус 𝑝∗ равен 𝐷, то
для получения независимого сэмпла нужно будет минимум...
сколько?

• Рассмотрим одномерное случайное блуждание, где на
каждом шаге с вероятностью 1/2 точка движется влево или
вправо на единицу длины. Какое ожидаемое расстояние
точки от нуля после 𝑇 шагов?
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Обсуждение

• Ответ на упражнение: ожидаемое расстояние будет
√

𝑇 .
• Значит, нам потребуется где-то ( 𝐷

𝜖 )2 шагов (и это оценка
снизу).

• Хорошие новости: это верно для любой размерности. То есть
времени надо много, но нет катастрофы при переходе к
размерности 1000.
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Когда размерность велика

• Когда размерность большая, можно не сразу все переменные
изменять по 𝑞(𝑥′; 𝑥), а выбрать несколько распределений 𝑞𝑗,
каждое из которых касается части переменных, и принимать
или отвергать изменения по очереди.

• Тогда процесс пойдёт быстрее, чаще принимать изменения
будем.
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Идея сэмплирования по Гиббсу

• Пусть размерность большая. Что делать?
• Давайте попробуем выбирать сэмпл не весь сразу, а
покомпонентно.

• Тогда наверняка эти одномерные распределения окажутся
проще, и сэмпл мы выберем.
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На двух переменных

• Пусть есть две координаты: 𝑥 и 𝑦. Начинаем с (𝑥0, 𝑦0).
• Выбираем 𝑥1 по распределению 𝑝(𝑥|𝑦 = 𝑦0).
• Выбираем 𝑦1 по распределению 𝑝(𝑦|𝑥 = 𝑥1).
• Повторяем.
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Пример [Bishop]
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Общая схема

• В общем виде всё то же самое: 𝑥𝑡+1
𝑖 выбираем по

распределению

𝑝(𝑥𝑖|𝑥𝑡+1
1 , … , 𝑥𝑡+1

𝑖−1, 𝑥𝑡
𝑖+1, … , 𝑥𝑡

𝑛)

и повторяем.
• Это частный случай алгоритма Метрополиса (для
распределений 𝑞(x′; x) = 𝑝(𝑥′

𝑖 ∣ x−𝑖), и вероятность принятия
получится 1 – упражнение).

• Поэтому сэмплирование по Гиббсу сходится, и, так как это тот
же random walk по сути, верна та же квадратичная оценка.
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Обсуждение

• Нужно знать 𝑝(𝑥𝑖|𝑥1, … , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, … , 𝑥𝑛). Это, например,
особенно легко знать в байесовских сетях.

• Как будет работать сэмплирование по Гиббсу в байесовской
сети?

• Для сэмплирования по Гиббсу не нужно никаких особенных
предположений или знаний. Можно быстро сделать
работающую модель, поэтому это очень популярный
алгоритм.

• В больших размерностях может оказаться эффективнее
сэмплить по несколько переменных сразу, а не по одной.
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Спасибо!

Спасибо за внимание!
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