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Random facts:

• 15 ноября в Японии — праздник Сити-го-сан («семь-пять-три»): пятилетних и
трёхлетних мальчиков, а также семилетних и трёхлетних девочек одевают в
праздничные одежды и приводят в синтоистские храмы, где им дарят титосэ амэ
(«тысячелетние конфеты»), символизирующие здоровый рост и долгую жизнь

• 15 ноября в России — Всероссийский день призывника: мальчиков призывного
возраста одевают в патриотические одежды и приводят в военкоматы, где им
устраивают экскурсии в воинские части и «проводят разъяснительную работу»

• 15 ноября 1492 г. Христофор Колумб описал в дневнике увиденный у индейцев табак

• 15 ноября 1887 г. Карл Гесснер получил патент на цинковую батарейку, а 15 ноября 1904
г. Кинг Кемп Жиллетт запатентовал бритву со сменными лезвиями

• 15 ноября 1957 г. вышел (на итальянском) «Доктор Живаго», а 15 ноября 1971 г. Intel
выпустил свой первый микропроцессор (модель 4004)

• 15 ноября 1982 г. на Красной площади прошли похороны Л.И. Брежнева, а 15 ноября
1991 г. Борис Ельцин перевёл Россию к рыночной экономике
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜎

• На самом деле всё это — байесовский вывод для
нормального распределения:

𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∣ 𝜇, 𝜎2) ∝ 1
𝜎𝑛 exp (− 1

2𝜎2 ∑
𝑖

(𝑥𝑖 − 𝜇)2) .

• Хотим: найти сопряжённое априорное распределение,
подсчитать правдоподобие, решить задачу предсказания.

• Для начала зафиксируем 𝜎2 и будем в качестве параметра
рассматривать только 𝜇.
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜎

• Сопряжённое априорное распределение для 𝜇 при
фиксированном 𝜎2 тоже нормальное и выглядит как

𝑝(𝜇 ∣ 𝜇0, 𝜎2
0) ∝ 1

𝜎𝑛
0

exp (− 1
2𝜎2

0
(𝜇 − 𝜇0)2) .

• Обычно выбирают 𝜇0 = 0, 𝜎2
0 → ∞ (порой буквально).

• Давайте рассмотрим сначала случай ровно одного
наблюдения 𝑥 и найдём 𝑝(𝜇 ∣ 𝑥).
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜎

• При нашем априорном распределении у 𝜇 и 𝑥 совместное
нормальное распределение:

𝑥 = 𝜇 + 𝜎𝜖, 𝜇 = 𝜇0 + 𝜎0𝛿, 𝜖, 𝛿 ∼ 𝒩(0, 1).

Упражнение. Пусть (𝑧1, 𝑧2) – случайные величины с совместным нормальным
распределением. Докажите, что случайная величина 𝑧1 ∣ 𝑧2 распределена
нормально с параметрами

𝐸(𝑧1 ∣ 𝑧2) = 𝐸(𝑧1) + 𝐶𝑜𝑣(𝑧1, 𝑧2)
𝑉 𝑎𝑟(𝑧2) (𝑧2 − 𝐸(𝑧2)) ,

𝑉 𝑎𝑟(𝑧1 ∣ 𝑧2) = 𝑉 𝑎𝑟(𝑧1) − 𝐶𝑜𝑣2(𝑧1, 𝑧2)
𝑉 𝑎𝑟(𝑧2)

(𝑉 𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸 [(𝑥 − 𝐸𝑥)2], 𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐸 [(𝑥 − 𝐸𝑥)(𝑦 − 𝐸𝑦)]).
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜎

• В нашем случае:

𝑥 = 𝜇 + 𝜎𝜖, 𝜇 = 𝜇0 + 𝜎0𝛿, 𝜖, 𝛿 ∼ 𝒩(0, 1),
𝐸(𝑥) = 𝜇0,

𝑉 𝑎𝑟(𝑥) = 𝐸(𝑉 𝑎𝑟(𝑥 ∣ 𝜇)) + 𝑉 𝑎𝑟(𝐸(𝑥 ∣ 𝜇)) = 𝜎2 + 𝜎2
0,

𝐶𝑜𝑣(𝑥, 𝜇) = 𝐸 [(𝑥 − 𝜇0)(𝜇 − 𝜇0)] = 𝜎2
0.

• Применив упражнение, получаем:

𝐸(𝜇 ∣ 𝑥) = 𝜇0 + 𝜎2
0

𝜎2
0 + 𝜎2 (𝑥 − 𝜇0) = 𝜎2

0
𝜎2

0 + 𝜎2 𝑥 + 𝜎2

𝜎2
0 + 𝜎2 𝜇0,

𝑉 𝑎𝑟(𝜇 ∣ 𝑥) = 𝜎2𝜎2
0

𝜎2
0 + 𝜎2 = 1

1
𝜎2

0
+ 1

𝜎2
.
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜎

• Итого:

𝑝(𝜇 ∣ 𝑥) ∼ 𝒩 ( 𝜎2
0

𝜎2
0 + 𝜎2 𝑥 + 𝜎2

𝜎2
0 + 𝜎2 𝜇0, ( 1

𝜎2
0

+ 1
𝜎2 )

−1
) .

• Опять же, сложные вычисления можно забыть и
пользоваться этими формулами.

• Замечание: часто используют 𝜏 = 1
𝜎2 как параметр

нормального распределения (precision). Тогда

𝜏𝜇∣𝑥 = 𝜏𝜇 + 𝜏.
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜎

• А что, если данных больше, 𝑥1, … , 𝑥𝑛?
• Тогда можно повторить всё то же самое, а можно заметить,
что набор данных описывается своим средним.

Упражнение. Докажите, что если 𝑝(𝑥𝑖 ∣ 𝜇) ∼ 𝒩(𝜇, 𝜎2) и 𝑥𝑖 независимы, то
𝑝(�̄� ∣ 𝜇) ∼ 𝒩(𝜇, 𝜎2

𝑛 ).
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜎

• Для апостериорной вероятности будет

𝑝(𝜇 ∣ 𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∝ 𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∣ 𝜇)𝑝(𝜇) ∝ 𝑝( ̄𝑥 ∣ 𝜇)𝑝(𝜇) ∝ 𝑝(𝜇 ∣ ̄𝑥).

• Подставляя в наш предыдущий результат, получим:

𝑝(𝜇 ∣ 𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∼ 𝒩 ( 𝜎2
0

𝜎2
0 + 𝜎2

𝑛
𝑥 + 𝜎2

𝑛𝜎2
0 + 𝜎2 𝜇0, ( 1

𝜎2
0

+ 𝑛
𝜎2 )

−1
) .
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НОРМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ: ФИКСИРУЕМ 𝜇

• Если зафиксировать 𝜇 и менять 𝜎2, то сопряжённым
априорным распределением будет обратное
гамма-распределение:

𝑝(𝜎2 ∣ 𝛼, 𝛽) ∝ 𝐼𝐺(𝛼, 𝛽) = 𝛽𝛼

Γ(𝛼)𝑧−𝛼−1 exp (−𝛽
𝑧 ) .

• Тогда в апостериорном распределении будет

𝑝(𝜎2 ∣ 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝛼, 𝛽) ∝ 𝐼𝐺 (𝛼 + 𝑛
2 , 𝛽 + 1

2 ∑(𝑥𝑖 − 𝜇)) .

• А в терминах 𝜏 = 1
𝜎2 будет обычное гамма-распределение:

𝑝(𝜏 ∣ 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝛼, 𝛽) ∝ Gamma (𝛼 + 𝑛
2 , 𝛽 + 1

2 ∑(𝑥𝑖 − 𝜇)) .
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ГАММА--РАСПРЕДЕЛЕНИЕ
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КОГДА И 𝜇, И 𝜎2 МЕНЯЮТСЯ

• Что делать, когда и 𝜇, и 𝜎2 меняются?
• Можно было бы предположить, что 𝜇 и 𝜎2 независимы; тогда
просто априорное распределение будет

𝑝(𝜇, 𝜎 ∣ 𝜇0, 𝜎0, 𝛼, 𝛽) ∝ 𝒩(𝜇0, 𝜎2
0) ⋅ 𝐼𝐺(𝛼, 𝛽).

• К сожалению, это распределение не будет сопряжённым к
нормальному. Почему?
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КОГДА И 𝜇, И 𝜎2 МЕНЯЮТСЯ

• Что делать, когда и 𝜇, и 𝜎2 меняются?
• Можно было бы предположить, что 𝜇 и 𝜎2 независимы; тогда
просто априорное распределение будет

𝑝(𝜇, 𝜎 ∣ 𝜇0, 𝜎0, 𝛼, 𝛽) ∝ 𝒩(𝜇0, 𝜎2
0) ⋅ 𝐼𝐺(𝛼, 𝛽).

• К сожалению, это распределение не будет сопряжённым к
нормальному. Почему?

• Потому что 𝜇 и 𝜎2 зависимы. :) Новая точка 𝑥 вводит
зависимость между ними.
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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ СЕМЕЙСТВО

• Вообще говоря, всё, о чём мы говорили – частные случаи
экспоненциального семейства распределений:

𝑝(x ∣ 𝜂) = ℎ(x)𝑔(𝜂)𝑒𝜂⊤u(x).

• 𝜂 называются естественными параметрами (natural
parameters).
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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ СЕМЕЙСТВО

• Например, распределение Бернулли:

𝑝(𝑥 ∣ 𝜇) = 𝜇𝑥(1 − 𝜇)1−𝑥 = 𝑒𝑥 ln 𝜇+(1−𝑥) ln(1−𝜇) =
= (1 − 𝜇)𝑒ln( 𝜇

1−𝜇 )𝑥,

и естественный параметр получился 𝜂 = ln ( 𝜇
1−𝜇 ):

𝑝(𝑥 ∣ 𝜂) = 𝜎(−𝜂)𝑒−𝜂𝑥,

где 𝜎(𝑦) = 1
1+𝑒−𝑦 – сигмоид-функция.
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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ СЕМЕЙСТВО

• Для мультиномиального распределения с параметрами
𝜇1, … , 𝜇𝑀−1 получаются

𝜂𝑘 = ln ( 𝜇𝑘
1 − ∑𝑗 𝜇𝑗

) и

𝑝(x ∣ 𝜂) = (1 +
𝑀−1
∑
𝑘=1

𝑒𝜂𝑘)
−1

𝑒𝜂⊤x.

Упражнение. Проверьте!
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ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОЕ СЕМЕЙСТВО

• Так вот, для распределений из экспоненциального семейства

𝑝(x ∣ 𝜂) = ℎ(x)𝑔(𝜂)𝑒𝜂⊤u(x)

можно сразу оптом найти сопряжённые априорные
распределения:

𝑝(𝜂 ∣ 𝜒, 𝜈) = 𝑓(𝜒, 𝜈)𝑔(𝜂)𝜈𝑒𝜈𝜂⊤𝜒,

где 𝜒 – гиперпараметры, а 𝑔 то же самое, что в исходном
распределении.

Упражнение. Проверьте это и получите вышеописанные примеры как частные
случаи.
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КОГДА И 𝜇, И 𝜎2 МЕНЯЮТСЯ

• В настоящем сопряжённом априорном распределении будут:

𝑥 ∣ 𝜇, 𝜏 ∼ 𝒩(𝜇, 𝜏),
𝜇 ∣ 𝜏 ∼ 𝒩(𝜇0, 𝑛0𝜏),

𝜏 ∼ 𝐺(𝛼, 𝛽).

• Давайте выясним, как изменятся параметры, и заодно
докажем.
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КОГДА И 𝜇, И 𝜎2 МЕНЯЮТСЯ

• Самое простое – это, по уже известным результатам,

𝜇 ∣ 𝑥, 𝜏 ∼ 𝒩 ( 𝑛𝜏
𝑛𝜏 + 𝑛0𝜏 ̄𝑥 + 𝑛0𝜏

𝑛𝜏 + 𝑛0𝜏 𝜇0, 𝑛𝜏 + 𝑛0𝜏) .

• Затем давайте разберёмся с 𝜏 ∣ 𝑥:

𝑝(𝜏, 𝜇 ∣ 𝑥) ∝ 𝑝(𝜏) ⋅ 𝑝(𝜇 ∣ 𝜏) ⋅ 𝑝(𝑥 ∣ 𝜏, 𝜇),

и мы хотим это распределение маргинализовать по 𝜇...
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КОГДА И 𝜇, И 𝜎2 МЕНЯЮТСЯ

• Подсчитаем:

𝑝(𝜏, 𝜇 ∣ 𝑥) ∝ 𝑝(𝜏) ⋅ 𝑝(𝜇 ∣ 𝜏) ⋅ 𝑝(𝑥 ∣ 𝜏, 𝜇)
∝ 𝜏𝛼−1𝑒−𝜏𝛽 ⋅ 𝜏 1

2 𝑒− 𝑛0𝜏
2 (𝜇−𝜇0)2 ⋅ 𝜏 𝑛

2 𝑒− 𝜏
2 ∑(𝑥𝑖−𝜇)2

∝ 𝜏𝛼+ 𝑛
2 − 1

2 𝑒−𝜏(𝛽+ 1
2 ∑(𝑥𝑖−�̄�)2)𝑒− 𝜏

2 (𝑛0(𝜇−𝜇0)2+𝑛(�̄�−𝜇)2)

(простой трюк: 𝑥𝑖 − 𝜇 = 𝑥𝑖 − ̄𝑥 + ̄𝑥 − 𝜇).
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КОГДА И 𝜇, И 𝜎2 МЕНЯЮТСЯ

• Теперь надо проинтегрировать

∫
𝜇

𝑒− 𝜏
2 (𝑛0(𝜇−𝜇0)2+𝑛(�̄�−𝜇)2)𝑑𝜇.

Упражнение. Проинтегрируйте. :) Должна получиться нормировочная константа

𝜏− 1
2 𝑒

−𝑛𝑛0𝜏
2(𝑛+𝑛0) (�̄�−𝜇0)2

.
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КОГДА И 𝜇, И 𝜎2 МЕНЯЮТСЯ

• Таким образом, получается апостериорное распределение

𝑝(𝜏 ∣ 𝑥) ∝ 𝜏𝛼+ 𝑛
2 −1𝑒−𝜏(𝛽+ 1

2 ∑(𝑥𝑖−�̄�)2+ 𝑛𝑛0
2(𝑛+𝑛0) (�̄�−𝜇0)2).

• Итого результаты такие:

𝜇 ∣ 𝜏, 𝑥 ∼ 𝒩 ( 𝑛𝜏
𝑛𝜏+𝑛0𝜏 ̄𝑥 + 𝑛0𝜏

𝑛𝜏+𝑛0𝜏 𝜇0, 𝑛𝜏 + 𝑛0𝜏) ,
𝜏 ∣ 𝑥 ∼ 𝐺 (𝛼 + 𝑛

2 , 𝛽 + 1
2 ∑ (𝑥𝑖 − ̄𝑥)2 + 𝑛𝑛0

2(𝑛+𝑛0) ( ̄𝑥 − 𝜇0)2) .
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ПРЕДСКАЗАНИЕ

• Теперь предсказание нового 𝑥new:

𝑝(𝑥new ∣ 𝑥) = ∫ ∫ Gamma⏟
𝜏∣𝑥

⋅ Gaussian⏟
𝜇∣𝜏,𝑥

⋅ Gaussian⏟
𝑥new∣𝜏,𝜇

𝑑𝜏𝑑𝜇 =

= ∫ Gamma⏟
𝜏∣𝑥

∫ Gaussian⏟
𝜇∣𝜏,𝑥

⋅ Gaussian⏟
𝑥new∣𝜏,𝜇

𝑑𝜏𝑑𝜇 =

= ∫ Gamma⏟
𝜏∣𝑥

⋅ Gaussian⏟
𝑥new∣𝜏,𝑥

𝑑𝜏 = …

• В результате получится распределение Стьюдента.
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СПАСИБО!

Спасибо за внимание!
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