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Random facts:

• 12 апреля 1961 г. в космос полетел Гагарин, а ровно через 20 лет, 12 апреля 1981 г.,
стартовал первый пилотируемый полёт по программе «Space Shuttle»; с 2001 г. в честь
этого события празднуется так называемая «Юрьева ночь» (Yuri's Night)

• 12 апреля 1862 г. между Чаттанугой и Атлантой произошла Великая паровозная гонка
(Great Locomotive Chase): налётчики-северяне сжигали за собой мосты (буквально) и
ломали рельсы, но железнодорожники-южане в итоге всё-таки нагнали их;

• 12 апреля 1975 г. Кейт Хирн в Университете Халла впервые подтвердил феномен
осознанного сновидения; в честь этого события празднуется Международный день
осознанных сновидений



Байесовский вывод
для монетки



ML vs. MAP

• Мы остановились на том, что в статистике обычно ищут
гипотезу максимального правдоподобия (maximum
likelihood):

𝜃𝑀𝐿 = arg max𝜃𝑝(𝐷 ∣ 𝜃).

• В байесовском подходе ищут апостериорное распределение
(posterior)

𝑝(𝜃|𝐷) ∝ 𝑝(𝐷|𝜃)𝑝(𝜃)

и, возможно, максимальную апостериорную гипотезу
(maximum a posteriori):

𝜃𝑀𝐴𝑃 = arg max𝜃𝑝(𝜃 ∣ 𝐷) = arg max𝜃𝑝(𝐷 ∣ 𝜃)𝑝(𝜃).
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Постановка задачи

• Простая задача вывода: дана нечестная монетка, она
подброшена 𝑁 раз, имеется последовательность результатов
падения монетки. Надо определить её «нечестность» и
предсказать, чем она выпадет в следующий раз.
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Постановка задачи

• Если у нас есть вероятность 𝑝ℎ того, что монетка выпадет
решкой (вероятность орла 𝑝𝑡 = 1 − 𝑝ℎ), то вероятность того,
что выпадет последовательность 𝑠, которая содержит 𝑛ℎ
решек и 𝑛𝑡 орлов, равна

𝑝(𝑠|𝑝ℎ) = 𝑝𝑛ℎ
ℎ (1 − 𝑝ℎ)𝑛𝑡 .

• Сделаем предположение: будем считать, что монетка
выпадает равномерно, т.е. у нас нет априорного знания 𝑝ℎ.

• Теперь нужно использовать теорему Байеса и вычислить
скрытые параметры.
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Пример применения теоремы Байеса

• Правдоподобие: 𝑝(𝑝ℎ|𝑠) = 𝑝(𝑠|𝑝ℎ)𝑝(𝑝ℎ)
𝑝(𝑠) .

• Здесь 𝑝(𝑝ℎ) следует понимать как непрерывную случайную
величину, сосредоточенную на интервале [0, 1], коей она и
является. Наше предположение о равномерном
распределении в данном случае значит, что априорная
вероятность 𝑝(𝑝ℎ) = 1, 𝑝ℎ ∈ [0, 1] (т.е. априори мы не знаем,
насколько нечестна монетка, и предполагаем это
равновероятным). А 𝑝(𝑠|𝑝ℎ) мы уже знаем.

• Итого получается:

𝑝(𝑝ℎ|𝑠) = 𝑝𝑛ℎ
ℎ (1 − 𝑝ℎ)𝑛𝑡

𝑝(𝑠) .
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Пример применения теоремы Байеса

• Итого получается:

𝑝(𝑝ℎ|𝑠) = 𝑝𝑛ℎ
ℎ (1 − 𝑝ℎ)𝑛𝑡

𝑝(𝑠) .

• 𝑝(𝑠) можно подсчитать как

𝑝(𝑠) = ∫
1

0
𝑝𝑛ℎ

ℎ (1 − 𝑝ℎ)𝑛𝑡𝑑𝑝ℎ =

= Γ(𝑛ℎ + 1)Γ(𝑛𝑡 + 1)
Γ(𝑛ℎ + 𝑛𝑡 + 2) = 𝑛ℎ!𝑛𝑡!

(𝑛ℎ + 𝑛𝑡 + 1)! ,

но найти arg max𝑝ℎ
𝑝(𝑝ℎ ∣ 𝑠) = 𝑛ℎ

𝑛ℎ+𝑛𝑡
можно и без этого.
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Пример применения теоремы Байеса

• Итого получается:

𝑝(𝑝ℎ|𝑠) = 𝑝𝑛ℎ
ℎ (1 − 𝑝ℎ)𝑛𝑡

𝑝(𝑠) .

• Но это ещё не всё. Чтобы предсказать следующий исход,
надо найти 𝑝(heads|𝑠):

𝑝(heads|𝑠) = ∫
1

0
𝑝(heads|𝑝ℎ)𝑝(𝑝ℎ|𝑠)𝑑𝑝ℎ =

= ∫
1

0

𝑝𝑛ℎ+1
ℎ (1 − 𝑝ℎ)𝑛𝑡

𝑝(𝑠) 𝑑𝑝ℎ =

= (𝑛ℎ + 1)!𝑛𝑡!
(𝑛ℎ + 𝑛𝑡 + 2)! ⋅ (𝑛ℎ + 𝑛𝑡 + 1)!

𝑛ℎ!𝑛𝑡!
= 𝑛ℎ + 1

𝑛ℎ + 𝑛𝑡 + 2.

• Получили правило Лапласа.
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Пример применения теоремы Байеса

• Итого получается:

𝑝(𝑝ℎ|𝑠) = 𝑝𝑛ℎ
ℎ (1 − 𝑝ℎ)𝑛𝑡

𝑝(𝑠) .

• Это была иллюстрация двух основных задач байесовского
вывода:
1. найти апостериорное распределение на
гипотезах/параметрах:

𝑝(𝜃 ∣ 𝐷) ∝ 𝑝(𝐷|𝜃)𝑝(𝜃)

(и/или найти гипотезу максимального правдоподобия
arg max𝜃𝑝(𝜃 ∣ 𝐷));

2. найти апостериорное распределение исходов дальнейших
экспериментов:

𝑝(𝑥 ∣ 𝐷) ∝ ∫
𝜃∈Θ

𝑝(𝑥 ∣ 𝜃)𝑝(𝐷|𝜃)𝑝(𝜃)d𝜃. 5



Напоминание

• Напоминаю, что основная наша задача – как обучить
параметры распределения и/или предсказать следующие
его точки по имеющимся данным.

• В байесовском выводе участвуют:
• 𝑝(𝑥 ∣ 𝜃) – правдоподобие данных;
• 𝑝(𝜃) – априорное распределение;
• 𝑝(𝑥) = ∫Θ 𝑝(𝑥 ∣ 𝜃)𝑝(𝜃)𝑑𝜃 – маргинальное правдоподобие;
• 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) = 𝑝(𝑥∣𝜃)𝑝(𝜃)

𝑝(𝑥) – апостериорное распределение;
• 𝑝(𝑥′ ∣ 𝑥) = ∫Θ 𝑝(𝑥′ ∣ 𝜃)𝑝(𝜃 ∣ 𝑥)𝑑𝜃 – предсказание нового 𝑥′.

• Задача обычно в том, чтобы найти 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) и/или 𝑝(𝑥′ ∣ 𝑥).
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Априорные распределения

• Когда мы проводим байесовский вывод, у нас, кроме
правдоподобия, должно быть ещё априорное распределение
(prior distribution) по всем возможным значениям
параметров.

• Мы раньше к ним специально не присматривались, но они
очень важны.

• Задача байесовского вывода – как подсчитать 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) и/или
𝑝(𝑥′ ∣ 𝑥).

• Но чтобы это сделать, сначала надо выбрать 𝑝(𝜃). Как
выбирать априорные распределения?
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Сопряжённые априорные распределения

• Разумная цель: давайте будем выбирать распределения так,
чтобы они оставались такими же и a posteriori.

• До начала вывода есть априорное распределение 𝑝(𝜃).
• После него есть какое-то новое апостериорное
распределение 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥).

• Я хочу, чтобы 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥) тоже имело тот же вид, что и 𝑝(𝜃),
просто с другими параметрами.
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Сопряжённые априорные распределения

• Не слишком формальное определение: семейство
распределений 𝑝(𝜃 ∣ 𝛼) называется семейством сопряжённых
априорных распределений для семейства правдоподобий
𝑝(𝑥 ∣ 𝜃), если после умножения на правдоподобие
апостериорное распределение 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥, 𝛼) остаётся в том же
семействе: 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥, 𝛼) = 𝑝(𝜃 ∣ 𝛼′).

• 𝛼 называются гиперпараметрами (hyperparameters), это
«параметры распределения параметров».

• Тривиальный пример: семейство всех распределений будет
сопряжённым чему угодно, но это не очень интересно.
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Сопряжённые априорные распределения

• Разумеется, вид хорошего априорного распределения
зависит от вида распределения собственно данных, 𝑝(𝑥 ∣ 𝜃).

• Сопряжённые априорные распределения подсчитаны для
многих распределений, мы приведём несколько примеров.

8



Испытания Бернулли

• Каким будет сопряжённое априорное распределение для
бросания нечестной монетки (испытаний Бернулли)?

• Ответ: это будет бета-распределение; плотность
распределения нечестности монетки 𝜃

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼, 𝛽) = 𝜃𝛼−1(1 − 𝜃)𝛽−1

𝐵(𝛼, 𝛽) .
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Испытания Бернулли

• Плотность распределения нечестности монетки 𝜃

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼, 𝛽) = 𝜃𝛼−1(1 − 𝜃)𝛽−1

𝐵(𝛼, 𝛽) .

• Тогда, если мы посэмплируем монетку, получив 𝑠 орлов и 𝑓
решек, получится

𝑝(𝑠, 𝑓 ∣ 𝜃) = (𝑠 + 𝑓
𝑠 )𝜃𝑠(1 − 𝜃)𝑓 , и

𝑝(𝜃|𝑠, 𝑓) =
(𝑠+𝑓

𝑠 )𝜃𝑠+𝛼−1(1 − 𝜃)𝑓+𝛽−1/𝐵(𝛼, 𝛽)
∫1
0 (𝑠+𝑓

𝑠 )𝑥𝑠+𝛼−1(1 − 𝑥)𝑓+𝛽−1/𝐵(𝛼, 𝛽)𝑑𝑥
=

= 𝜃𝑠+𝛼−1(1 − 𝜃)𝑓+𝛽−1

𝐵(𝑠 + 𝛼, 𝑓 + 𝛽) .
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Испытания Бернулли

• Итого получается, что сопряжённое априорное
распределение для параметра нечестной монетки 𝜃 – это

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼, 𝛽) ∝ 𝜃𝛼−1(1 − 𝜃)𝛽−1.

• После получения новых данных c 𝑠 орлами и 𝑓 решками
гиперпараметры меняются на

𝑝(𝜃 ∣ 𝑠 + 𝛼, 𝑓 + 𝛽) ∝ 𝜃𝑠+𝛼−1(1 − 𝜃)𝑓+𝛽−1.

• На этом этапе можно забыть про сложные формулы и
выводы, получилось очень простое правило обучения (под
обучением теперь понимается изменение гиперпараметров).
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Бета--распределение
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Мультиномиальное распределение

• Простое обобщение: рассмотрим мультиномиальное
распределение с 𝑛 испытаниями, 𝑘 категориями и по 𝑥𝑖
экспериментов дали категорию 𝑖.

• Параметры 𝜃𝑖 показывают вероятность попасть в категорию
𝑖:

𝑝(𝑥 ∣ 𝜃) = ( 𝑛
𝑥1, … , 𝑥𝑛

)𝜃𝑥1
1 𝜃𝑥2

2 … 𝜃𝑥𝑘
𝑘 .

• Сопряжённым априорным распределением будет
распределение Дирихле:

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼) ∝ 𝜃𝛼1−1
1 𝜃𝛼2−1

2 … 𝜃𝛼𝑘−1
𝑘 .
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Мультиномиальное распределение

• Сопряжённым априорным распределением будет
распределение Дирихле:

𝑝(𝜃 ∣ 𝛼) ∝ 𝜃𝛼1−1
1 𝜃𝛼2−1

2 … 𝜃𝛼𝑘−1
𝑘 .

Упражнение. Докажите, что при получении данных 𝑥1, … , 𝑥𝑘 гиперпараметры
изменятся на

𝑝(𝜃 ∣ 𝑥, 𝛼) = 𝑝(𝜃 ∣ 𝑥 + 𝛼) ∝ 𝜃𝑥1+𝛼1−1
1 𝜃𝑥2+𝛼2−1

2 … 𝜃𝑥𝑘+𝛼𝑘−1
𝑘 .

11



Распределение Дирихле
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Линейная регрессия



Метод наименьших квадратов

• Линейная регрессия: рассмотрим линейную функцию

𝑦(x, w) = 𝑤0 +
𝑝

∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑤𝑗 = x⊤w, x = (1, 𝑥1, … , 𝑥𝑝).

• Таким образом, по вектору входов x⊤ = (𝑥1, … , 𝑥𝑝) мы будем
предсказывать выход 𝑦 как

̂𝑦(x) = 𝑤̂0 +
𝑝

∑
𝑗=1

𝑥𝑗𝑤̂𝑗 = x⊤ŵ.

14



Метод наименьших квадратов

• Как найти оптимальные параметры ŵ по тренировочным
данным вида (x𝑖, 𝑦𝑖)𝑁

𝑖=1?
• Метод наименьших квадратов: будем минимизировать

RSS(w) =
𝑁

∑
𝑖=1

(𝑦𝑖 − x⊤
𝑖 w)2.

• Как минимизировать?
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Метод наименьших квадратов

• Можно на самом деле решить задачу точно – записать как

RSS(w) = (y − Xw)⊤(y − Xw),

где X – матрица 𝑁 × 𝑝, продифференцировать по w,
получится

ŵ = (X⊤X)−1X⊤y,

если матрица X⊤X невырожденная.
• Замечание: (X⊤X)−1 X⊤ называется псевдообратной
матрицей Мура–Пенроуза (Moore–Penrose pseudo-inverse)
матрицы X; это обобщение понятия обратной матрицы на
неквадратные матрицы.

• Много ли нужно точек, чтобы обучить такую модель?
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Байесовская регрессия

• Теперь давайте поговорим о линейной регрессии
по-байесовски.

• Основное наше предположение – в том, что шум (ошибка в
данных) распределён нормально, т.е. переменная 𝑡, которую
мы наблюдаем, получается как

𝑡 = 𝑦(x, w) + 𝜖, 𝜖 ∼ 𝒩(0, 𝜎2).

Иными словами,

𝑝(𝑡 ∣ x, w, 𝜎2) = 𝒩(𝑡 ∣ 𝑦(x, w), 𝜎2).

• Здесь пока 𝑦 – любая функция.
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Байесовская регрессия

• Чтобы не повторять совсем уж то же самое, мы рассмотрим
не в точности линейную регрессию, а её естественное
обобщение – линейную модель с базисными функциями:

𝑦(x, w) = 𝑤0 +
𝑀−1
∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜙𝑗(x) = w⊤𝜙(x)

(𝑀 параметров, 𝑀 − 1 базисная функция, 𝜙0(x) = 1).
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Байесовская регрессия

• Базисные функции 𝜙𝑖 – это, например:
• результат feature extraction;
• расширение линейной модели на нелинейные зависимости
(например, 𝜙𝑗(𝑥) = 𝑥𝑗);

• локальные функции, которые существенно не равны нулю
только в небольшой области (например, гауссовские базисные

функции 𝜙𝑗(x) = 𝑒− (𝑥−𝜇𝑗)2
2𝑠2 );

• …
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Байесовская регрессия

• Рассмотрим набор данных X = {x1, … , x𝑁} со значениями
t = {𝑡1, … , 𝑡𝑁}.

• Будем предполагать, что данные взяты независимо по
одному и тому же распределению:

𝑝(t ∣ X, w, 𝜎2) =
𝑁

∏
𝑛=1

𝒩 (𝑡𝑛 ∣ w⊤𝜙(x𝑛), 𝜎2) .

• Прологарифмируем (опустим X, т.к. по нему всегда условная
вероятность будет):

ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = −𝑁
2 ln(2𝜋𝜎2) − 1

2𝜎2

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤𝜙(x𝑛))2 .
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Байесовская регрессия

• Прологарифмируем (опустим X, т.к. по нему всегда условная
вероятность будет):

ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = −𝑁
2 ln(2𝜋𝜎2) − 1

2𝜎2

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤𝜙(x𝑛))2 .

• И вот мы получили, что для максимизации правдоподобия
по w нам нужно как раз минимизировать
среднеквадратичную ошибку!

∇w ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = 1
𝜎2

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤𝜙(x𝑛)) 𝜙(x𝑛).
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Байесовская регрессия

• Решая систему уравнений ∇ ln 𝑝(t ∣ w, 𝜎2) = 0, получаем то же
самое, что и раньше:

w𝑀𝐿 = (Φ⊤Φ)−1 Φ⊤t.

• Здесь Φ = (𝜙𝑗(x𝑖))𝑖,𝑗.
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Байесовская регрессия

• Теперь можно и относительно 𝜎2 максимизировать
правдоподобие; получим

𝜎2
𝑀𝐿 = 1

𝑁
𝑁

∑
𝑛=1

(𝑡𝑛 − w⊤
𝑀𝐿𝜙(x𝑛))2 ,

т.е. как раз выборочная дисперсия имеющихся данных
вокруг предсказанного значения.
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Оверфиттинг
в линейной регрессии



Полиномиальная аппроксимация

• Мы говорили о регрессии с базисными функциями:

𝑓(x, w) = 𝑤0 +
𝑀

∑
𝑗=1

𝑤𝑗𝜙𝑗(x) = w⊤𝜙(x).

• Давайте для примера рассмотрим такую регрессию для
𝜙𝑗(𝑥) = 𝑥𝑗, т.е.

𝑓(𝑥, w) = 𝑤0 + 𝑤1𝑥 + 𝑤2𝑥2 + … + 𝑤𝑀𝑥𝑀 .

• И будем, как раньше, минимизировать квадратичную ошибку.
• Пример с кодом.
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Полиномиальная аппроксимация
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Полиномиальная аппроксимация
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Полиномиальная аппроксимация
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Полиномиальная аппроксимация
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Значения RMS
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Можно собрать больше данных...

23



Можно собрать больше данных...
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Значения коэффициентов
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Оверфиттинг

• Итак, мы увидели, что даже в линейной регрессии может
наступить оверфиттинг.

• Что же делать?..
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Регуляризация в линейной
регрессии



Регуляризация

• Итак, получается, что у нас сильно растут коэффициенты.
• Давайте попробуем с этим бороться. Бороться будем
прямолинейно и простодушно: возьмём и добавим размер
коэффициентов в функцию ошибки.
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Регуляризация

• Было (для тестовых примеров {(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)}𝑁
𝑖=1):

RSS(w) = 1
2

𝑁
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, w) − 𝑦𝑖)2.

• Стало:

RSS(w) = 1
2

𝑁
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, w) − 𝑦𝑖)2 + 𝛼
2 ‖w‖2 ,

где 𝛼 – коэффициент регуляризации (его надо будет
как-нибудь выбрать).

• Как оптимизировать эту функцию ошибки?
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Регуляризация

• Да точно так же – запишем как

RSS(w) = 1
2 (y − Xw)⊤ (y − Xw) + 𝛼

2 w⊤w

и возьмём производную; получится

w∗ = (X⊤X + 𝛼I)−1 X⊤y.

• Это гребневая регрессия (ridge regression); кстати,
добавление 𝛼I к матрице неполного ранга делает её
обратимой; это и есть регуляризация, и это и было исходной
мотивацией для гребневой регрессии.
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Гребневая регрессия: ln 𝛼 = −∞
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Гребневая регрессия: ln 𝛼 = −18
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Гребневая регрессия: ln 𝛼 = 0
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Гребневая регрессия: коэффициенты
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Гребневая регрессия: RMS
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Другая регуляризация

• Почему именно так? Почему именно 𝛼
2 ‖w‖2?

• Мы сейчас ответим на этот вопрос, но, вообще говоря, это не
обязательно.

• Лассо-регрессия (lasso regression) регуляризует 𝐿1-нормой, а
не 𝐿2:

RSS(w) = 1
2

𝑁
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, w) − 𝑦𝑖)2 + 𝛼
𝑀

∑
𝑗=0

|𝑤𝑗|.

• Есть и другие типы; об этом будем говорить позже.
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Разные регуляризаторы



Ещё раз о регуляризации

• Мы знаем, что наименьшие квадраты не всегда хорошо
работают. Две причины:
1. плохая предсказательная сила – часто лучше регуляризовать,
пожертвовав bias’ом в пользу variance;

2. сложности в интерпретации – хотелось бы понимать, что
происходит, если переменных с ненулевыми коэффициентами
слишком много, не получится.

• Мораль: хотелось бы сделать так, чтобы было поменьше
ненулевых компонент в векторе w.
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Subset selection

• Может быть, давайте так и сделаем? Будем искать самые
лучшие компоненты и делать их ненулевыми.

• Это называется subset selection.
• Можно просто делать best subset selection: выбирать
подмножество из 𝑘 входных переменных, которые дают
самые лучшие результаты.
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Subset selection

• Это долго, даже если делать с умом, потому что subsets много.
• Forward-stepwise selection: начинаем со свободного члена,
потом добавляет на каждом шаге предиктор, который
максимально уменьшает ошибку.

• Т.е. подмножества тут получаются вложенные.
• Backward-stepwise selection: начинаем с полной регрессии и
на каждом шаге убираем предиктор, который оказывает
меньше всего влияния на ошибку.
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Subset selection
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Лассо

• Теперь давайте рассмотрим лассо-регрессию:

𝐿(w) = 1
2

𝑁
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, w) − 𝑦𝑖)2 + 𝜆
𝑝

∑
𝑗=0

|𝑤𝑗|.

• Главное отличие – теперь форма ограничений (т.е. форма
априорного распределения) такова, что весьма вероятно
получить строго нулевые 𝑤𝑗.

• Кстати, что значит «форма ограничений»?
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Лассо

• Мы можем переписать регрессию с регуляризатором
по-другому:

w∗ = arg minw {1
2

𝑁
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, w) − 𝑦𝑖)2 + 𝜆
𝑝

∑
𝑗=0

|𝑤𝑗|} ,

эквивалентно

w∗ = arg minw {1
2

𝑁
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, w) − 𝑦𝑖)2} при
𝑝

∑
𝑗=0

|𝑤𝑗| ≤ 𝑡.

Упражнение. Докажите это.
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Гребень и лассо
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Гребень и лассо
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Обобщение

• Можно рассмотреть обобщение гребневой и
лассо-регрессии:

𝐿(w) = 1
2

𝑁
∑
𝑖=1

(𝑓(𝑥𝑖, w) − 𝑦𝑖)2 + 𝜆
𝑝

∑
𝑗=0

(|𝑤𝑗|)𝑞.

Упражнение. Какому априорному распределению на параметры w соответствует
эта задача?
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Разные 𝑞
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Спасибо!

Спасибо за внимание!
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