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Random facts:

• 12 июня в России — День России, в Парагвае — День мира, а в Бразилии — День
влюблённых

• 12 июня 1849 г. Льюис Хаслетт запатентовал противогаз, а 12 июня 1897 г. Карл Элзенер
запатентовал швейцарский нож

• 12 июня 1935 г. Бенито Муссолини запретил продажу газеты New York Times в Италии
«за необъективное освещение деятельности фашистов»

• 12 июня 1942 г. Анна Франк получила в подарок на тринадцатилетие дневник



Логистическая регрессия



В прошлый раз

• Итак, мы рассмотрели логистический сигмоид:

𝑝(𝒞1 ∣ x) = 𝑝(x ∣ 𝒞1)𝑝(𝒞1)
𝑝(x ∣ 𝒞1)𝑝(𝒞1) + 𝑝(x ∣ 𝒞2)𝑝(𝒞2) = 1

1 + 𝑒−𝑎 = 𝜎(𝑎),

где 𝑎 = ln 𝑝(x ∣ 𝒞1)𝑝(𝒞1)
𝑝(x ∣ 𝒞2)𝑝(𝒞2) , 𝜎(𝑎) = 1

1 + 𝑒−𝑎 .

• Вывели из него LDA и QDA, обучили их методом
максимального правдоподобия, а потом отвлеклись на naive
Bayes.
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Два класса

• Возвращаемся к задаче классификации.
• Два класса, и апостериорное распределение –
логистический сигмоид на линейной функции:

𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙) = 𝑦(𝜙) = 𝜎(w⊤𝜙), 𝑝(𝒞2 ∣ 𝜙) = 1 − 𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙).

• Логистическая регрессия – это когда мы напрямую
оптимизируем w.
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Два класса

• Для датасета {𝜙𝑛, 𝑡𝑛}, 𝑡𝑛 ∈ {0, 1}, 𝜙𝑛 = 𝜙(x𝑛):

𝑝(t ∣ w) =
𝑁

∏
𝑛=1

𝑦𝑡𝑛𝑛 (1 − 𝑦𝑛)1−𝑡𝑛 , 𝑦𝑛 = 𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙𝑛).

• Ищем параметры максимального правдоподобия,
минимизируя − ln 𝑝(t ∣ w):

𝐸(w) = − ln 𝑝(t ∣ w) = −
𝑁

∑
𝑛=1

[𝑡𝑛 ln 𝑦𝑛 + (1 − 𝑡𝑛) ln(1 − 𝑦𝑛)] .
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Два класса

• Пользуясь тем, что 𝜎′ = 𝜎(1 − 𝜎), берём градиент (похоже на
перцептрон):

∇𝐸(w) =
𝑁

∑
𝑛=1

(𝑦𝑛 − 𝑡𝑛)𝜙𝑛.

• Если теперь сделать градиентный спуск, получим как раз
разделяющую поверхность.

• Заметим, правда, что если данные действительно разделимы,
то может получиться жуткий оверфиттинг: ‖w‖ → ∞, и
сигмоид превращается в функцию Хевисайда. Надо
регуляризовать.
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IRLS

• В логистической регрессии не получается замкнутого
решения из-за сигмоида.

• Но функция 𝐸(w) всё равно выпуклая, и можно
воспользоваться методом Ньютона-Рапсона – на каждом
шаге использовать локальную квадратичную
аппроксимацию к функции ошибки:

wnew = wold − H−1∇𝐸(w),

где H (Hessian) – матрица вторых производных 𝐸(w).
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IRLS

• Замечание: давайте применим Ньютона-Рапсона к обычной
линейной регрессии с квадратической ошибкой:

∇𝐸(w) =
𝑁

∑
𝑛=1

(w⊤𝜙𝑛 − 𝑡𝑛) 𝜙𝑛 = Φ⊤Φw − Φ⊤t,

∇∇𝐸(w) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝜙𝑛𝜙⊤
𝑛 = Φ⊤Φ,

и шаг оптимизации будет

wnew = wold − (Φ⊤Φ)−1 [Φ⊤Φwold − Φ⊤t] =

= (Φ⊤Φ)−1 Φ⊤t,

т.е. мы за один шаг придём к решению.
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IRLS

• Для логистической регрессии:

∇𝐸(w) =
𝑁

∑
𝑛=1

(𝑦𝑛 − 𝑡𝑛) 𝜙𝑛 = Φ⊤ (y − t) ,

H = ∇∇𝐸(w) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝑦𝑛(1 − 𝑦𝑛)𝜙𝑛𝜙⊤
𝑛 = Φ⊤𝑅Φ

для диагональной матрицы 𝑅 с 𝑅𝑛𝑛 = 𝑦𝑛(1 − 𝑦𝑛).
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IRLS

• Формула шага оптимизации:

wnew = wold − (Φ⊤𝑅Φ)−1 Φ⊤ (y − t) = (Φ⊤𝑅Φ)−1 Φ⊤𝑅z,

где z = Φwold − 𝑅−1 (y − t).
• Получилось как бы решение взвешенной задачи
минимизации квадратического отклонения с матрицей весов
𝑅.

• Отсюда название: iterative reweighted least squares (IRLS).

5



Логистическая регрессия



В прошлый раз

• Итак, мы рассмотрели логистический сигмоид:

𝑝(𝒞1 ∣ x) = 𝑝(x ∣ 𝒞1)𝑝(𝒞1)
𝑝(x ∣ 𝒞1)𝑝(𝒞1) + 𝑝(x ∣ 𝒞2)𝑝(𝒞2) = 1

1 + 𝑒−𝑎 = 𝜎(𝑎),

где 𝑎 = ln 𝑝(x ∣ 𝒞1)𝑝(𝒞1)
𝑝(x ∣ 𝒞2)𝑝(𝒞2) , 𝜎(𝑎) = 1

1 + 𝑒−𝑎 .

• Вывели из него LDA и QDA, обучили их методом
максимального правдоподобия, а потом отвлеклись на naive
Bayes.
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Два класса

• Два класса, и апостериорное распределение –
логистический сигмоид на линейной функции:

𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙) = 𝑦(𝜙) = 𝜎(w⊤𝜙), 𝑝(𝒞2 ∣ 𝜙) = 1 − 𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙).

• Логистическая регрессия – это когда мы напрямую
оптимизируем w.
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Два класса

• Для датасета {𝜙𝑛, 𝑡𝑛}, 𝑡𝑛 ∈ {0, 1}, 𝜙𝑛 = 𝜙(x𝑛):

𝑝(t ∣ w) =
𝑁

∏
𝑛=1

𝑦𝑡𝑛𝑛 (1 − 𝑦𝑛)1−𝑡𝑛 , 𝑦𝑛 = 𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙𝑛).

• Ищем параметры максимального правдоподобия,
минимизируя − ln 𝑝(t ∣ w):

𝐸(w) = − ln 𝑝(t ∣ w) = −
𝑁

∑
𝑛=1

[𝑡𝑛 ln 𝑦𝑛 + (1 − 𝑡𝑛) ln(1 − 𝑦𝑛)] .
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Два класса

• Пользуясь тем, что 𝜎′ = 𝜎(1 − 𝜎), берём градиент (похоже на
перцептрон):

∇𝐸(w) =
𝑁

∑
𝑛=1

(𝑦𝑛 − 𝑡𝑛)𝜙𝑛.

• Если теперь сделать градиентный спуск, получим как раз
разделяющую поверхность.

• А ещё лучше – IRLS, который мы обсуждали в прошлый раз.
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Несколько классов

• В случае нескольких классов

𝑝(𝒞𝑘 ∣ 𝜙) = 𝑦𝑘(𝜙) = 𝑒𝑎𝑘

∑𝑗 𝑒𝑎𝑗
для 𝑎𝑘 = w⊤

𝑘 𝜙.

• Опять выпишем максимальное правдоподобие; во-первых,

𝜕𝑦𝑘
𝜕𝑎𝑗

= 𝑦𝑘 ([𝑘 = 𝑗] − 𝑦𝑗) .
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Несколько классов

• Теперь запишем правдоподобие – для схемы кодирования
1-of-𝐾 будет целевой вектор t𝑛 и правдоподобие

𝑝(T ∣ w1, … , w𝐾) =
𝑁

∏
𝑛=1

𝐾
∏
𝑘=1

𝑝(𝒞𝑘 ∣ 𝜙𝑛)𝑡𝑛𝑘 =
𝑁

∏
𝑛=1

𝐾
∏
𝑘=1

𝑦𝑡𝑛𝑘
𝑛𝑘

для 𝑦𝑛𝑘 = 𝑦𝑘(𝜙𝑛); берём логарифм:

𝐸(w1, … , w𝐾) = − ln 𝑝(T ∣ w1, … , w𝐾) = −
𝑁

∑
𝑛=1

𝐾
∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘 ln 𝑦𝑛𝑘, и

∇w𝑗
𝐸(w1, … , w𝐾) = −

𝑁
∑
𝑛=1

(𝑦𝑛𝑗 − 𝑡𝑛𝑗) 𝜙𝑛.
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Несколько классов

• Оптимизировать опять можно по Ньютону-Рапсону; гессиан
получится как

∇w𝑘
∇w𝑗

𝐸(w1, … , w𝐾) = −
𝑁

∑
𝑛=1

𝑦𝑛𝑘 ([𝑘 = 𝑗] − 𝑦𝑛𝑗) 𝜙𝑛𝜙⊤
𝑛 .
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Пробит-регрессия

• А что если у нас другая форма сигмоида?
• Мы по-прежнему в той же постановке: два класса,

𝑝(𝑡 = 1 ∣ 𝑎) = 𝑓(𝑎), 𝑎 = w⊤𝜙, 𝑓 – функция активации.
• Давайте установим функцию активации с порогом 𝜃: для
каждого 𝜙𝑛, вычисляем 𝑎𝑛 = w⊤𝜙𝑛, и

{𝑡𝑛 = 1, если 𝑎𝑛 ≥ 𝜃,
𝑡𝑛 = 0, если 𝑎𝑛 < 𝜃.
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Пробит-регрессия

• Если 𝜃 берётся по распределению 𝑝(𝜃), это соответствует

𝑓(𝑎) = ∫
𝑎

−∞
𝑝(𝜃)d𝜃.

• Пусть, например, 𝑝(𝜃) – гауссиан с нулевым средним и
единичной дисперсией. Тогда

𝑓(𝑎) = Φ(𝑎) = ∫
𝑎

−∞
𝒩 (𝜃 ∣ 0, 1) d𝜃.
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Пробит-регрессия

• Это называется пробит-функцией (probit); неэлементарная,
но тесно связана с

erf(𝑎) = 2√𝜋 ∫
𝑎

0
𝑒− 𝜃2

2 d𝜃 ∶

Φ(𝑎) = 1
2 [1 + 1√

2
erf(𝑎)] .

• Пробит-регрессия – это модель с пробит-функцией
активации.
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𝜎 и Φ
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Лапласовская аппроксимация
и
байесовская
логистическая регрессия



Лапласовская аппроксимация

• Небольшое лирическое отступление: как приблизить
сложное распределение простым?

• Например, как приблизить гауссианом возле максимума?
(естественная задача)

• Рассмотрим пока распределение от одной непрерывной
переменной 𝑝(𝑧) = 1

𝑍 𝑓(𝑧).
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Лапласовская аппроксимация

• Первый шаг: найдём максимум 𝑧0.
• Второй шаг: разложим в ряд Тейлора

ln 𝑓(𝑧) ≈ ln 𝑓(𝑧0) − 1
2𝐴(𝑧 − 𝑧0)2, где 𝐴 = − 𝑑2

𝑑𝑧2 ln 𝑓(𝑧) ∣𝑧=𝑧0
.

• Третий шаг: приблизим

𝑓(𝑧) ≈ 𝑓(𝑧0)𝑒− 𝐴
2 (𝑧−𝑧0)2 ,

и после нормализации это будет как раз гауссиан.
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Лапласовская аппроксимация

• Это можно обобщить на многомерное распределение
𝑝(z) = 1

𝑍 𝑓(z):
𝑓(z) ≈ 𝑓(z0)𝑒− 1

2 (z−z0)⊤A(z−z0),

где A = −∇∇ ln 𝑓(z) ∣𝑧=𝑧0
.

Упражнение. Какая здесь будет нормировочная константа?
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Лапласовская аппроксимация
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Сравнение моделей по Лапласу

• Вооружившись лапласовской аппроксимацией, давайте
применим её сначала к выбору моделей.

• Напомним: чтобы сравнить модели из множества {ℳ𝑖}𝐿
𝑖=1, по

тестовому набору 𝐷 оценим апостериорное распределение

𝑝(ℳ𝑖 ∣ 𝐷) ∝ 𝑝(ℳ𝑖)𝑝(𝐷 ∣ ℳ𝑖).

• Если модель определена параметрически, то
𝑝(𝐷 ∣ ℳ𝑖) = ∫ 𝑝(𝐷 ∣ 𝜃, ℳ𝑖)𝑝(𝜃 ∣ ℳ𝑖)𝑑𝜃.

• Это вероятность сгенерировать 𝐷, если выбирать параметры
модели по её априорному распределению; знаменатель из
теоремы Байеса:

𝑝(𝜃 ∣ ℳ𝑖, 𝐷) = 𝑝(𝐷 ∣ 𝜃, ℳ𝑖)𝑝(𝜃 ∣ ℳ𝑖)
𝑝(𝐷 ∣ ℳ𝑖)

.
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Сравнение моделей по Лапласу

• Мы раньше приближали фактически кусочно-постоянной
функцией.

• Теперь давайте гауссианом приблизим; возьмём интеграл:

𝑍 = ∫ 𝑓(z)𝑑z ≈ ∫ 𝑓(z0)𝑒− 1
2 (z−z0)⊤A(z−z0)𝑑z = 𝑓(z0) (2𝜋)𝑀/2

|A|1/2 .

• А у нас 𝑍 = 𝑝(𝐷), 𝑓(𝜃) = 𝑝(𝐷 ∣ 𝜃)𝑝(𝜃).
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Сравнение моделей по Лапласу

• Получаем

ln 𝑝(𝐷) ≈ ln 𝑝(𝐷 ∣ 𝜃MAP) + ln 𝑃 (𝜃MAP) + 𝑀
2 ln(2𝜋) − 1

2 ln |A|.

• ln 𝑃 (𝜃MAP) + 𝑀
2 ln(2𝜋) − 1

2 ln |A| – фактор Оккама.
• A = −∇∇ ln 𝑝(𝐷 ∣ 𝜃MAP)𝑝(𝜃MAP) = −∇∇ ln 𝑝(𝜃MAP ∣ 𝐷).
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Сравнение моделей по Лапласу

• Получаем

ln 𝑝(𝐷) ≈ ln 𝑝(𝐷 ∣ 𝜃MAP) + ln 𝑃 (𝜃MAP) + 𝑀
2 ln(2𝜋) − 1

2 ln |A|.

• Если гауссовское априорное распределение 𝑝(𝜃) достаточно
широкое, и A полного ранга, то можно грубо приблизить
(докажите это!)

ln 𝑝(𝐷) ≈ ln 𝑝(𝐷 ∣ 𝜃MAP) − 1
2𝑀 ln 𝑁,

где 𝑀 – число параметров, 𝑁 – число точек в 𝐷, а
аддитивные константы мы опустили.

• Это байесовский информационный критерий (Bayesian
information criterion, BIC), он же критерий Шварца (Schwarz
criterion).
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Байесовская логистическая регрессия

• Теперь давайте обработаем логистическую регрессию
по-байесовски.

• Логистическую регрессию так просто не выпишешь, как
линейную – точного ответа из произведения логистических
сигмоидов не получается.

• Будем приближать по Лапласу.
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Байесовская логистическая регрессия

• Априорное распределение выберем гауссовским:

𝑝(w) = 𝒩(w ∣ 𝜇0, Σ0).

• Тогда апостериорное будет

𝑝(w ∣ t) ∝𝑝(w)𝑝(t ∣ w), и

ln 𝑝(w ∣ t) = − 1
2 (w − 𝜇0)⊤ Σ−1

0 (w − 𝜇0)

+
𝑁

∑
𝑛=1

[𝑡𝑛 ln 𝑦𝑛 + (1 − 𝑡𝑛) ln(1 − 𝑦𝑛)] + const,

где 𝑦𝑛 =𝜎(w⊤𝜙𝑛).
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Байесовская логистическая регрессия

• Чтобы приблизить, сначала находим максимум wMAP, а потом
матрица ковариаций – это матрица вторых производных

Σ𝑁 = −∇∇ ln 𝑝(w ∣ t) = Σ−1
0 +

𝑁
∑
𝑛=1

𝑦𝑛(1 − 𝑦𝑛)𝜙𝑛𝜙⊤
𝑛 .

• Наше приближение – это

𝑞(w) = 𝒩(w ∣ wMAP, Σ𝑁).
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Байесовская логистическая регрессия

• Теперь можно описать байесовское предсказание:

𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙, t) = ∫ 𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙, w)𝑝(w ∣ t)𝑑w ≈ ∫ 𝜎(w⊤𝜙)𝑞(w)dw.

• Заметим, что 𝜎(w⊤𝜙) зависит от w только через его проекцию
на 𝜙.

• Обозначим 𝑎 = w⊤𝜙:

𝜎(w⊤𝜙) = ∫ 𝛿(𝑎 − w⊤𝜙)𝜎(𝑎)d𝑎.
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Байесовская логистическая регрессия

• 𝜎(w⊤𝜙) = ∫ 𝛿(𝑎 − w⊤𝜙)𝜎(𝑎)d𝑎, а значит,

∫ 𝜎(w⊤𝜙)𝑞(w)𝑑w = ∫ 𝜎(𝑎)𝑝(𝑎)d𝑎,

где 𝑝(𝑎) = ∫ 𝛿(𝑎 − w⊤𝜙)𝑞(w)dw.

• 𝑝(𝑎) – это маргинализация гауссиана 𝑞(w), где мы
интегрируем по всему, что ортогонально 𝜙.

16



Байесовская логистическая регрессия

• 𝑝(𝑎) – это маргинализация гауссиана 𝑞(w), где мы
интегрируем по всему, что ортогонально 𝜙.

• Значит, 𝑝(𝑎) – тоже гауссиан; найдём его моменты:

𝜇𝑎 =E[𝑎] = ∫ 𝑎𝑝(𝑎)d𝑎 = ∫ 𝑞(w)w⊤𝜙dw = w⊤
MAP𝜙,

𝜎2
𝑎 = ∫ (𝑎2 − E[𝑎])2 𝑝(𝑎)d𝑎 =

= ∫ 𝑞(w) [(w⊤𝜙)2 − (𝜇⊤
𝑁𝜙)2]2 dw = 𝜙⊤Σ𝑁𝜙.

• Итого получили, что

𝑝(𝒞1 ∣ t) = ∫ 𝜎(𝑎)𝑝(𝑎)d𝑎 = ∫ 𝜎(𝑎)𝒩(𝑎 ∣ 𝜇𝑎, 𝜎2
𝑎)d𝑎.
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Байесовская логистическая регрессия

• 𝑝(𝒞1 ∣ t) = ∫ 𝜎(𝑎)𝒩(𝑎 ∣ 𝜇𝑎, 𝜎2
𝑎)d𝑎.

• Этот интеграл так просто не взять, потому что сигмоид
сложный, но можно приблизить, если приблизить 𝜎(𝑎) через
пробит: 𝜎(𝑎) ≈ Φ(𝜆𝑎) для 𝜆 = √𝜋/8.

Упражнение. Докажите, что для 𝜆 = √𝜋/8 у 𝜎 и Φ одинаковый наклон в нуле.
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Байесовская логистическая регрессия

• А если мы перейдём к пробит-функции, то её свёртка с
гауссианом будет просто другим пробитом:

∫ Φ(𝜆𝑎)𝒩(𝑎 ∣ 𝜇, 𝜎2)d𝑎 = Φ ⎛⎜⎜
⎝

𝜇
√ 1

𝜆2 + 𝜎2
⎞⎟⎟
⎠

.

Упражнение. Докажите это.
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Байесовская логистическая регрессия

• В итоге получается аппроксимация

∫ 𝜎(𝑎)𝒩(𝑎 ∣ 𝜇, 𝜎2)d𝑎 ≈𝜎 (𝜅(𝜎2)𝜇) ,

где 𝜅(𝜎2) = 1
√1 + 𝜋

8 𝜎2
.
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Байесовская логистическая регрессия

• И теперь, собирая всё вместе, мы получили распределение
предсказаний:

𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙, t) =𝜎 (𝜅(𝜎2
𝑎)𝜇𝑎) , где

𝜇𝑎 =w⊤
MAP𝜙,

𝜎2
𝑎 =𝜙⊤Σ𝑁𝜙,

𝜅(𝜎2) = 1
√1 + 𝜋

8 𝜎2
.

• Кстати, разделяющая поверхность 𝑝(𝒞1 ∣ 𝜙, t) = 1
2 задаётся

уравнением 𝜇𝑎 = 0, и тут нет никакой разницы с просто
использованием wMAP. Разница будет только для более
сложных критериев.
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Функции потерь в классификации

• И напоследок немножко другой взгляд: разные методы
классификации отличаются друг от друга тем, какую
функцию ошибки они оптимизируют.

• У классификации проблема с «правильной» функцией
ошибки, то есть ошибкой собственно классификации:

• она и не везде дифференцируема,
• и производная её никому не нужна.

• Давайте посмотрим на разные функции потерь (loss
functions); мы уже несколько видели, но ещё немало
осталось.
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Функции потерь в классификации
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SVM и задача
линейной классификации



Постановка задачи

• Метод опорных векторов решает задачу классификации.
• Каждый элемент данных — точка в 𝑛–мерном пространстве

ℝ𝑛.
• Формально: есть точки 𝑥𝑖, 𝑖 = 1..𝑚, у точек есть метки 𝑦𝑖 = ±1.
• Мы интересуемся: можно ли разделить данные

(𝑛 − 1)–мерной гиперплоскостью, а также хотим найти эту
гиперплоскость.

• Это всё?
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Постановка задачи

• Нет, ещё хочется научиться разделять этой гиперплоскостью
как можно лучше.

• То есть желательно, чтобы два разделённых класса лежали
как можно дальше от гиперплоскости.

• Практическое соображение: тогда от небольших возмущений
в гиперплоскости ничего не испортится.

21



Пример
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Выпуклые оболочки

• Один подход: найти две ближайшие точки в выпуклых
оболочках данных, а затем провести разделяющую
гиперплоскость через середину отрезка.

• Формально это превращается в задачу квадратичной
оптимизации:

min
𝛼

{||𝑐 − 𝑑||2, где 𝑐 = ∑
𝑦𝑖=1

𝛼𝑖𝑥𝑖, 𝑑 = ∑
𝑦𝑖=−1

𝛼𝑖𝑥𝑖}

при условии ∑
𝑦𝑖=1

𝛼𝑖 = ∑
𝑦𝑖=−1

𝛼𝑖 = 1, 𝛼𝑖 ≥ 0.

• Эту задачу можно решать общими оптимизационными
алгоритмами.
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Пример
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Максимизация зазора

• Другой подход: максимизировать зазор (margin) между двумя
параллельными опорными плоскостями, затем провести им
параллельную на равных расстояниях от них.

• Гиперплоскость называется опорной для множества точек 𝑋,
если все точки из 𝑋 лежат под одну сторону от этой
гиперплоскости.

• Формально: расстояние от точки до гиперплоскости
𝑦(x) = w⊤x + 𝑤0 = 0 равно |𝑦(x)|

‖w‖ .
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Максимизация зазора

• Расстояние от точки до гиперплоскости 𝑦(x) = w⊤x + 𝑤0 = 0
равно |𝑦(x)|

‖w‖ .
• Все точки классифицированы правильно: 𝑡𝑛𝑦(x𝑛) > 0
(𝑡𝑛 ∈ {−1, 1}).

• И мы хотим найти

arg maxw,𝑤0
min

𝑛
𝑡𝑛𝑦(x𝑛)

‖w‖ =

= arg maxw,𝑤0
{ 1

‖w‖ min
𝑛

[𝑡𝑛(w⊤x𝑛 + 𝑤0)]} .
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Максимизация зазора

• arg maxw,𝑤0
{ 1

‖w‖ min𝑛 [𝑡𝑛(w⊤x𝑛 + 𝑤0)]} . Сложно.
• Но если перенормировать w, гиперплоскость не изменится.
• Давайте перенормируем так, чтобы min𝑛 [𝑡𝑛(w⊤x𝑛 + 𝑤0)] = 1.
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Пример

26



Максимизация зазора

• Получается тоже задача квадратичного программирования:

min
�⃗�,𝑏

{1
2||w||2} при условии 𝑡𝑛(w⊤x𝑛 + 𝑤0) ≥ 1.
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Результаты

• Результаты получаются хорошие. Такой подход позволяет
находить устойчивые решения, что во многом решает
проблемы с оверфиттингом и позволяет лучше
предсказывать дальнейшую классификацию.

• В каком-то смысле в решениях с «толстыми»
гиперплоскостями между данными содержится больше
информации, чем в «тонких», потому что «толстых» меньше.

• Это всё можно сформулировать и доказать (позже).
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Пример
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Дуальные задачи

• Напомним, что такое дуальные задачи.
• Прямая задача оптимизации:

min {𝑓(𝑥)} при условии ℎ(𝑥) = 0, 𝑔(𝑥) ≤ 0, 𝑥 ∈ 𝑋.

• Для дуальной задачи вводим параметры 𝜆, соответствующие
равенствам, и 𝜇, соответствующие неравенствам.
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Дуальные задачи

• Прямая задача оптимизации:

min {𝑓(𝑥)} при условии ℎ(𝑥) = 0, 𝑔(𝑥) ≤ 0, 𝑥 ∈ 𝑋.

• Дуальная задача оптимизации:

min {𝜙(𝜆, 𝜇)} при условии 𝜇 ≥ 0,
где 𝜙(𝜆, 𝜇) = inf

𝑥∈𝑋
{𝑓(𝑥) + 𝜆⊤ℎ(𝑥) + 𝜇⊤𝑔(𝑥)} .
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Дуальные задачи

• Тогда, если (�̄�, ̄𝜇) – допустимое решение дуальной задачи, а ̄𝑥
– допустимое решение прямой, то

𝜙(�̄�, ̄𝜇) = inf
𝑥∈𝑋

{𝑓(𝑥) + �̄�⊤ℎ(𝑥) + ̄𝜇⊤𝑔(𝑥)} ≤

≤ 𝑓( ̄𝑥) + �̄�⊤ℎ( ̄𝑥) + ̄𝜇⊤𝑔( ̄𝑥) ≤ 𝑓( ̄𝑥).

• Это называется слабой дуальностью (только ≤), но во
многих случаях достигается и равенство.
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Дуальные задачи

• Для линейного программирования прямая задача:

min 𝑐⊤𝑥 при условии 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ∈ 𝑋 = {𝑥 ≤ 0}.

• Тогда дуальная задача получается так:

𝜙(𝜆) = inf
𝑥≥0

{𝑐⊤𝑥 + 𝜆⊤(𝑏 − 𝐴𝑥)} =

= 𝜆⊤𝑏 + inf
𝑥≥0

{(𝑐⊤ − 𝜆⊤𝐴)𝑥} =

= {𝜆⊤𝑏, если 𝑐⊤ − 𝜆⊤𝐴 ≥ 0,
−∞ в противном случае.
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Дуальные задачи

• Для линейного программирования прямая задача:

min {𝑐⊤𝑥} при условии 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑥 ∈ 𝑋 = {𝑥 ≤ 0}.

• Дуальная задача:

max {𝑏⊤𝜆} при условии 𝐴⊤𝜆 ≤ 𝑐, 𝜆 не ограничены.
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Дуальные задачи

• Для квадратичного программирования прямая задача:

min {1
2𝑥⊤𝑄𝑥 + 𝑐⊤𝑥} при условии 𝐴𝑥 ≤ 𝑏,

где 𝑄 – положительно полуопределённая матрица (т.е.
𝑥⊤𝑄𝑥 ≥ 0 всегда).

• Дуальная задача (проверьте):

max {1
2𝜇⊤𝐷𝜇 + 𝜇⊤𝑑 − 1

2𝑐⊤𝑄−1𝑐} при условии 𝑐 ≥ 0,

где 𝐷 = −𝐴𝑄−1𝐴⊤ (отрицательно определённая матрица),
𝑑 = −𝑏 − 𝐴𝑄−1𝑐.
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Дуальная задача к SVM

• В случае SVM надо ввести множители Лагранжа:

𝐿(w, 𝑤0, 𝛼) = 1
2‖w‖2 − ∑

𝑛
𝛼𝑛 [𝑡𝑛(w⊤x𝑛 + 𝑤0) − 1] , 𝛼𝑛 ≥ 0.

• Берём производные по w и 𝑤0, приравниваем нулю,
получаем

w = ∑
𝑛

𝛼𝑛𝑡𝑛x𝑛,

0 = ∑
𝑛

𝛼𝑛𝑡𝑛.
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Дуальная задача к SVM

• Подставляя в 𝐿(w, 𝑤0, 𝛼), получим

𝐿(𝛼) = ∑
𝑛

𝛼𝑛 − 1
2 ∑

𝑛
∑
𝑚

𝛼𝑛𝛼𝑚𝑡𝑛𝑡𝑚 (x⊤
𝑛x𝑚)

при условии 𝛼𝑛 ≥ 0, ∑
𝑛

𝛼𝑛𝑡𝑛 = 0.

• Это дуальная задача, которая обычно в SVM и используется.
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Предсказание и KKT

• А для предсказания потом надо посмотреть на знак 𝑦(x):

𝑦(x) =
𝑁

∑
𝑛=1

𝛼𝑛𝑡𝑛x⊤x𝑛 + 𝑤0.

• Получилось, что предсказания зависят от всех точек x𝑛...
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Предсказание и KKT

• ...но нет. :) Условия KKT (Karush–Kuhn–Tucker):

𝛼𝑛 ≥ 0,
𝑡𝑛𝑦(x𝑛) − 1 ≥ 0,

𝛼𝑛 (𝑡𝑛𝑦(x𝑛) − 1) = 0.

• Т.е. реально предсказание зависит от небольшого числа
опорных векторов, для которых 𝑡𝑛𝑦(x𝑛) = 1 (они находятся
собственно на границе разделяющей поверхности).
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Спасибо!

Спасибо за внимание!
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