60 vyvoda) proizvoditsØ ffkstrapolØciØ predstavleniæ o procedurah v sluqaØh, kogda formiru¸tsØ predstavleniØ o ranee suwestvovavxih ili oßidaemyh v buduwem situaciØh ‘vpolne finitarnogo tipa’.

Mnogie situacii iz raznoobraznyh oblasteæ qeloveqeskoæ deØtel~nosti dopuska¸t ‘praktiqeski priemlemoe’ modelirovanie posredstvom podhodØwih vpolne finitarnyh situaciæ ili bolee sloßnyh situaciæ, no ne apelliru¸wih k tomu ili inomu variantu predstavleniæ ‘o beskoneqnosti’. V to ße vremØ, radikal~no usloßnØetsØ (v sootvetstvii s sovremennymi predstavleniØmi fiziki i kosmologii) harakter ffkstrapolØciæ pri formirovanii predstavleniæ voobraßeniØ, kasa¸wihsØ situaciæ v mikromire ili megamire (delo dohodit do otkaza ot ‘prØmyh’ ffkstrapolØciæ i perehoda k suwestvenno inym principam modelirovaniØ podrazumevaemyh situaciæ). Radikal~no usloßnØetsØ takße problema ffkstrapolØcii predstavleniæ ‘procedurnogo’ haraktera pri ispol~zovanii togo ili inogo varianta predstavleniæ ‘o beskoneqnosti’. Pri ispol~zovanii predstavleniæ fftogo roda (v qastnosti, v matematike) voznikaet usloßnØ¸- waØsØ v sootvetstvii s harakterom ispol~zuemyh idealizaciæ ierarhiØ ffkstrapolØciæ, i lix~ dlØ ‘naqal~nyh fftaßeæ’ fftoæ ierarhii (naprimer, dlØ ‘fftaßa’, zanimaemogo finitarnoæ matematikoæ) udaetsØ predloßit~ ‘sravnitel~no naglØdnye’ ffkstrapolØcii predstavleniæ, o kotoryh vyxe xla req~. (V konkretnyh oblastØh finitarnoæ matematiki izuqaemymi ob¨ektami ØvlØ¸tsØ znakosoqetaniØ i total~nye algorifmy nekotoryh sintaksiqeski oharakterizovannyh tipov, i rassmatriva- ¸tsØ lix~ takie sußdeniØ, kotorye “svodimy po smyslu” k beskvantornym sußdeniØm ili k sußdeniØm, predstavimym v vide zamykaniØ beskvantornoæ formuly kvantorami obwnosti, svØzyva¸wimi vse vhodØwie v formulu peremennye.)

POMI PREPRINT – 06-2000

�SKIZ FINITARNOGO VARIANTA

MATEMATIQESKOGO ANALIZA

N. A. Xanin

Sankt-Peterburgskoe otdelenie Matematiqeskogo instituta im. V. A. Steklova Rossiæskoæ Akademii Nauk

I¸n~ 2000 g.

ABSTRACT

N. A. Shanin. A sketch of a finitary version of mathematical analysis. Contents. 1. On basic ideas of finitary mathematics.- 2. Particular theories of natural numbers and arithmetical algorithms as an ‘environment of modeling’ finitary theories of constructively definable objects of various types.- 3. Approach of R. L. Goodstein to a construction of finitary versions of initial parts of mathematical analysis.- 4. Finitary completions of elementary metric and countably metric spaces as finitary counterparts of function spaces of classical mathematics.- 5. On the theorems of finitary mathematics that have the form of majorants of theorems of ‘broad’ constructive mathematics.- Appendices.- Bibliography.

Supplement. N. A. Shanin. On operational approach to explanation of the sense of sentences. 1

Soderßanie^∗

§1. O bazisnyh predstavleniØh finitarnoæ matematiki. §2. Qastnye finitarnye teorii natural~nyh qisel i arifmetiqeskih algorifmov kak ‘sreda modelirovaniØ’ finitarnyh teoriæ konstruktivno opredelØemyh ob¨ektov raznoobraznyh tipov.

§3. Podhod R. L. Gudsteæna k postroeni¸ finitarnyh variantov naqal~nyh razdelov matematiqeskogo analiza.

§4. Finitarnye popolneniØ fflementarnyh metriqeskih i sqetnometriqeskih prostranstv kak finitarnye analogi funkcional~nyh prostranstv klassiqeskoæ matematiki.

§5. O teoremah finitarnoæ matematiki, ime¸wih formu maßorant teorem ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki.

DopolneniØ.– BibliografiØ.

§1. O bazisnyh predstavleniØh finitarnoæ matematiki 1.1. V nastoØwee vremØ sredi matematikov preobladaet mnenie,

qto kantorova teoriØ mnoßestv (KTM) v ee sovremennom vide (predusmatriva¸wem, v qastnosti, sovremennoe postroenie klassiqeskoæ logiki) sposobna igrat~ rol~ intuitivno priemlemoæ bazy raznoobraznyh oblasteæ matematiki, v qastnosti, matematiqeskogo analiza (MA).

S drugoæ storony, bazisnye predstavleniØ teorii mnoßestv uße davno okazalis~ ob¨ektami kritiqeskogo analiza. Po suwestvu ffto byl analiz idealizaciæ, uqastvu¸wih v formirovanii intuitivnoæ osnovy teorii mnoßestv (v pervu¸ oqered~ –

�ta stat~Ø predstavlØet soboæ rasxirennoe izloßenie doklada “Fini-

tary version of mathematical analysis as a result of the development of theory of functional spaces in classical mathematics” (“Finitarnyæ variant matematiqeskogo

analiza kak odin iz rezul~tatov razvitiØ teorii funkcional~nyh prostranstv v klassiqeskoæ matematike”),proqitannogo avtorom 29 maØ 1999 goda na konferencii “First St.Petersburg Days of Logic and Computability”. Izloßenie imeet konspektivnyæ harakter. Nekotorye dopolneniØ, detali i zameqaniØ pomeweny v konce osnovnogo teksta v razdele “DopolneniØ”. Ssylki na konkretnye punkty fftogo razdela ime¸t vid (Dop1),(Dop2),

: : : . Ssylki na spisok literatury (v konce vsego teksta) zakl¸qeny v prØ-

mougol~nye skobki.

59 nie nazyva¸t istinnym (vernym), esli ono opisyvaet (otraßaet) to, qto imeet mesto v deæstvitel~nosti. Odnako ffto raz¨Øsnenie samo nußdaetsØ v kakom-to ‘procedurnom’ ob¨Øsnenii. Povidimomu, intuitivnaØ osnova ispol~zovaniØ termina istinnoe sußdenie takova, qto primenØØ ego faktiqeski ime¸t v vidu sledu¸wee: rezul~tat ffksperimenta, ‘opisyvaemogo’ fftim sußdeniem, predstavlØet soboæ signal “da”. Odnako ffto raz¨- Øsnenie ne vsegda osoznaetsØ v kaqestve ‘bazisnogo’. Vozmoßno, imennno v fftom leßat korni predloßennoæ A. Tarskim koncepcii istinnosti, ne sovmestimoæ s oqerqennymi vyxe semantiqeskimi predstavleniØmi ‘procedurnogo haraktera’.

7. Pri vyhode za ramki vpolne finitarnyh situaciæ ffksplika-

cii, o kotoryh idet req~, osuwestvlØ¸tsØ posredstvom ffkstrapolØciæ (vo mnogih sluqaØh ‘ves~ma idealizirovannyh’) upomØnutyh vyxe predstavleniæ o procedurah, svØzyvaemyh s zamknutymi termami i sußdeniØmi, posredstvom formirovaniØ nekotoryh predstavleniæ voobraßeniØ, dopolnØemyh (v Øzyke) podhodØwimi, vyraßa¸wimi ffti predstavleniØ, sußdeniØmi. Poslednie rassmatriva¸tsØ (pri teh ili inyh motivirovkah) kak dopustimye ishodnye dannye dlØ processov logiqeskogo vyvoda. Naprimer, tak obstoit delo, kogda nekotorye iz vkl¸qennyh v rassmotrenie ob¨ektov ne podda¸tsØ quvstvennomu vospriØti¸ (naprimer, Ødro planety ZemlØ, sobstvennyæ gipotalamus i t.p.), no na osnove uße sloßivxeæsØ ‘kartiny mira’ ili nekotoryh gipotez qelovek formiruet predstavleniØ o ‘estestvennyh’ ffkstrapolØciØh nekotoryh, osuwestvimyh lix~ v inyh uslovi- Øh, procedur. Vo mnogih sluqaØh ffkstrapolØcii ime¸t v svoeæ osnove ‘kartinu’, formiruemu¸ voobraßeniem v predpoloßenii, qto myslenno ustraneny real~nye prepØtstviØ k vypolneni¸ teh ili inyh deæstviæ, napravlennyh na ‘ffksperimental~- noe osvoenie’ ob¨ektov (zdes~ po suwestvu ispol~zuetsØ forma soslagatel~nogo nakloneniØ). V fftih ffkstrapolØciØh ‘uØzvimym zvenom’ vo mnogih sluqaØh okazyvaetsØ motivirovka priemlemosti ispol~zuemyh sredstv logiqeskogo vyvoda - ved~ poslednie sootvetstvu¸t svoemu naznaqeni¸ lix~ togda, kogda pri primeneniØh fftih sredstv voznika¸t lix~ istinnye ‘v ffkstrapolirovannom smysle’ sußdeniØ.

Analogiqno i v to ße vremØ svoeobrazno (vvidu central~noæ roli ‘ugadyvaniØ’ ishodnyh dannyh dlØ processov logiqeskogo

58 kih vyraßeniæ, podstanovki poslednih vmesto samih vyraßeniæ, primeneniØ k poluqennomu vyraßeni¸ takih ße xagov, i t.d.). Zdes~ predpolagaetsØ, qto predvaritel~no vse vhoßdeniØ v ishodnoe vyraßenie kvantorov obwnosti i suwestvovaniØ ‘perevedeny’ standartnym sposobom (prodvißeniem ‘iznutri’ vyraßeniØ) v semantiqeski ravnoznaqnye koneqnye kon¨¸nkcii i (sootvetstvenno) koneqnye diz¨¸nkcii.

6. Pri vpolne finitarnyh situaciØh rasprostranennym sposo-

bom vyraßeniØ nekotoryh znaniæ o teh ili inyh vvedennyh v rassmotrenie ob¨ektah i procedurah ØvlØetsØ sledu¸wiæ procedurnyæ sposob: opisyvaetsØ nekotoraØ, voobwe govorØ, mnogoxagovaØ procedura, ‘sostavlØemaØ’ v tom ili inom smysle iz ishodnyh procedur i sformulirovannaØ primenitel~no k vybrannomu naboru predmetnyh konstant; ffto opisanie dopolnØetsØ soobweniem ob oßidaemom rezul~tate.

V praktike Øzykovogo vyraßeniØ konkretnyh znaniæ sformirovalsØ opredelennyæ standartnyæ oßidaemyæ rezul~tat (voobwe govorØ, ne proiznosimyæ, no podrazumevaemyæ pri soobwenii sobesedniku konkretnogo znaniØ s utverditel~noæ intonacieæ) - ffto signal “da” (v nekotoryh kontekstah – signal “istina”). SußdeniØ – ffto Øzykovye konstrukcii, prisposoblennye imenno k takomu sposobu soobweniØ znaniæ.

Qelovek, formuliru¸wiæ s utverditel~noæ intonacieæ kakoe-libo sußdenie v kaqestve svoego znaniØ ob ob¨ektah iz rassmatrivaemyh predmetnyh oblasteæ i o nekotoryh ‘bazisnyh’ procedurah, faktiqeski imeet v vidu sledu¸wee: Ø opisyva¸ v zaxifrovannom vide opredelennyæ ffksperiment, i ego oßidaemym rezul~tatom ØvlØetsØ signal “da” (varianty: signal “istina”, signal “I”).

Inogda oßidaemye rezul~taty opisyva¸tsØ v inyh formah. Odnako poslednie v praktike Øzykovogo obweniØ obyqno svodØt k ‘standartu’ s pomow~¸ podhodØwih sposobov (v nekotoryh sluqaØh - s pomow~¸ otnoxeniæ ravenstva v rassmatrivaemyh predmetnyh oblastØh).

V praktike Øzykovogo obweniØ l¸deæ inogda to ili inoe konkretnoe sußdenie (formuliruemoe primenitel~no k vpolne finitarnoæ situacii) nazyva¸t istinnym sußdeniem (vernym sußdeniem), imeØ v vidu, naprimer, takoe raz¨Øsnenie: Sußdepredstavleniæ o “beskoneqnyh sovokupnostØh odnovremenno suwestvuemyh ob¨ektov”), s toqki zreniØ ‘urovnØ soglasovannosti’ prinimaemyh idealizacmæ s rezul~tatami ffksperimental~- nogo issledovaniØ prirody na makro-, mikro- i megaurovnØh detalizacii i ‘ohvata’ v prostranstve-vremeni.

Istoki kritiqeskogo otnoxeniØ k intuitivnomu bazisu KTM moßno obnarußit~ v vozzreniØh nekotoryh mysliteleæ antiqnoæ ffpohi, ne priznavavxih priemlemymi predstavleniØ o “zaverxennoæ beskoneqnosti”. (V literature na russkom Øzyke v fftom ße smysle ispol~zuetsØ termin “aktual~naØ beskoneqnost~”, no ego trudno priznat~ udaqnym.) Formirovani¸ takoæ toqki zreniØ sposobstvovalo otsutstvie sredi rezul~tatov ‘ffksperimental~nogo osvoeniØ’ prirody (vo vsØkom sluqae – pri dostupnom v tu ffpohu urovne detalizacii i ‘ohvata’ v prostranstve-vremeni) takih dannyh, kotorye svidetel~stvovali by o naliqii v prirode hotØ by odnoæ ‘realizacii’ predstavleniæ o beskoneqnyh sovokupnostØh odnovremenno suwestvu- ¸wih ob¨ektov kakogo-libo otqetlivo oharakterizovannogo tipa. Sposobstvovalo i vozniknovenie ‘na urovne qistogo myxleniØ’ paradoksov (v qastnosti,‘ne ukladyvalos~ v golove’ predstavlenie o ‘sostavlennosti’ prØmolineænogo otrezka, oblada¸- wego poloßitel~noæ dlinoæ, iz otdel~nyh toqek). V to ße vremØ, ‘intuitivnye motivirovki’ nekotoryh umozakl¸qeniæ, primenØvxihsØ (naprimer) v dokazatel~stvah geometriqeskih teorem, faktiqeski apelliru¸t k ‘zapretnym’ predstavleniØm (v qastnosti, qerez primeneniØ zakona iskl¸qennogo tret~ego).

OtvergaØ predstavleniØ o zaverxennoæ beskoneqnosti, matematiki i filosofy antiqnoæ ffpohi priznavali dopustimymi predstavleniØ o “potencial~noæ beskoneqnosti”. Poslednie voznika¸t kak pri rassmotrenii nekotoryh ‘razvertyva¸wihsØ vo vremeni’ processov, tak i pri rassmotrenii nekotoryh procedur. Naprimer, v pervoæ knige klassiqeskogo truda Evklida “Naqala” postulat 2 formuliruetsØ tak: “...ograniqennu¸ prØmu¸ moßno nepreryvno prodolßit~ po prØmoæ”.

1.2. V ffpohu stanovleniØ differencial~nogo i integral~nogo

isqisleniæ sloßilas~ ewe bolee ‘zaputannaØ’ situaciØ, obrazno oharakterizovannaØ v [Cour & Robb 1941] sledu¸wimi slovami: “Logiqeski toqnoe myxlenie, otpravlØ¸weesØ ot otqetlivyh opredeleniæ i neprotivoreqivyh ‘oqevidnyh’ aksiom, kazalos~ nesuwestvennym novym pioneram matematiqeskoæ nauki. Predavxis~ podlinnoæ orgii intuitivnyh dogadok, spletaØ ubeditel~nye zakl¸qeniØ s bessmyslennym misticizmom, slepo doverØØs~ sverhqeloveqeskoæ sile formal~nyh procedur (vydeleno mnoæ – N. X.), oni zavoevali matematiqeskiæ mir, polnyæ nesmetnyh bogatstv. Postepenno ffkstaz progressa ustupil mesto duhu kritiqeskogo samokontrolØ. V XIX stoletii postoØnnaØ neobhodimost~ konsolidirovat~ nauku ⟨. . . ⟩ privela k revizii osnov novoæ matematiki”.

ReviziØ osnov, naqataØ Bol~cano, Koxi i Veæerxtrassom, pobußdala k poiskam bazisnyh predstavleniæ (v pervu¸ oqered~ – v matematiqeskom analize), sposobnyh v kakoæ-to mere udovletvorit~ potrebnost~ v ‘otqetlivosti’. PredloßennaØ G.Kantorom sistema ponØtiæ, ispol~zu¸waØ v kaqestve intuitivnoæ bazy predstavleniØ o “beskoneqnyh sovokupnostØh odnovremenno suwestvu¸wih ob¨ektov”, privlekla vnimanie mnogih matematikov v kaqestve odnogo iz variantov, pretendovavxih na udovletvorenie takoæ potrebnosti. Potrebnost~ v ‘otqetlivosti’ byla stol~ nasuwnoæ, qto mnogie matematiki soglasilis~ ‘ne zameqat~’ togo, qto fftot variant faktiqeski otvergaet rezul~taty glubokogo analiza problemy, vypolnennogo myslitelØmi antiqnoæ ffpohi, i predlagaet formirovat~ bazisnye predstavleniØ na osnove ves~ma idealizirovannyh i poverhnostnyh analogiæ s predstavleniØmi, formiru¸wimisØ pri rassmotrenii ‘obozrimyh’ koneqnyh sovokupnosteæ real~nyh predmetov i operirovanii nad takimi sovokupnostØmi. (Dop1)

1.3. Uße v naqale intensivnogo rasprostraneniØ KTM na novye

i novye oblasti matematiki vopros ob ‘urovne fantastiqnosti’ nekotoryh abstrakciæ, ispol~zuemyh v KTM, o dopuskaemom pri ih formirovanii ‘urovne proizvola voobraßeniØ’ vnov~ okazalsØ predmetom diskussiæ. (Dop2)

VoznikxaØ v konce XIX i v naqale XX stoletiæ diskussiØ, o kotoroæ seæqas idet req~, suwestvenno otliqalas~ ot diskussiæ o zaverxennoæ beskoneqnosti v predxestvu¸wie ffpohi tem, qto osnovnye ‘deæstvu¸wie lica’ novoæ diskussii stremilis~ dopolnØt~ svo¸ kritiku poiskami i predloßeniØmi al~ternativ (v pervu¸ oqered~ – al~ternativnyh variantov osnovaniæ matematiqeskogo analiza). Uqastnikami takoæ ‘dvuhstoronneæ’ deØtel~nosti byli (v pervu¸ oqered~) vyda¸wiesØ matemati-

57 oblasteæ (v fftih sluqaØh procedura opredelØet predmetnu¸ operaci¸ ili predmetnu¸ funkci¸).

Nazovœm situacii fftogo tipa vpolne finitarnymi.

5. Pri vpolne finitarnyh situaciØh imeetsØ vozmoßnost~ for-

mirovat~ mnogoxagovye procedury, ‘sostavlØemye’ v tom ili inom smysle iz ‘bazisnyh’ procedur. S fftoæ cel~¸ ispol~zu¸t, v qastnosti, predmetnye termy i formuly. Konkretnyæ zamknutyæ predmetnyæ term (konkretnoe sußdenie) moßet igrat~ rol~ zaxifrovannogo opisaniØ processa vypolneniØ pri zadannom nabore predmetnyh konstant opredelœnnoæ (voobwe govorØ, mnogoxagovoæ) procedury (rezul~tat processa nazyva¸t znaqeniem rassmatrivaemogo vyraßeniØ), i imenno osuwestvleniØ (qasto ne osoznavaemye) takih processov faktiqeski formiru¸t intuitivnye predstavleniØ, svØzyvaemye obyqno s terminom smysl zamknutogo predmetnogo terma (sootvetstvenno, smysl sußdeniØ).

TakaØ ffksplikaciØ principial~no otliqaetsØ ot predloßennoæ Frege, ibo akcent delaetsØ ne na ob¨ekte, ØvlØ¸wemsØ znaqeniem Øzykovogo vyraßeniØ (i okazyva¸wemsØ v ‘pole zreniØ’ lix~ posle zaverxeniØ processa), a na opredelœnnoæ de- Øtel~nosti, v kotoroæ figuriru¸t rassmatrivaemye predmetnye oblasti i ‘bazisnye’ procedury. (Povidimomu, Frege bylo qußdo istolkovanie Øzykovyh vyraßeniæ, daße v real~nyh situaciØh, v terminah, kasa¸wihsØ kakih-libo processov i qeloveqeskoæ deØtel~nosti).

Qasto formuliruemye v logiqeskoæ literature rekursivnye opredeleniØ znaqeniæ Øzykovyh vyraßeniæ ‘nameka¸t’ na sposob razvertyvaniØ podrazumevaemyh processov, no v to ße vremØ oni ‘zatuxevyva¸t’ vozmoßnoe neposredstvennoe opisanie. Neposredstvenno i v naglØdnoæ forme procedura opisyvaetsØ v vide processa posledovatel~nogo prodvißeniØ po derevu sintaksiqeskogo razbora ot ‘list~ev’ dereva k ego ‘korn¸’ s vypolneniem oqerednyh ‘bazisnyh’ procedur (ili, pri ispol~- zovanii ‘stroqnoæ’ zapisi Øzykovyh vyraßeniæ, – v vide processa, slaga¸wegosØ iz vyØvleniØ vnutri teksta vseh vyraßeniæ, simvoliziru¸wih odnokratnoe primenenie toæ ili inoæ ‘bazisnoæ’ procedury ili propozicional~noæ funkcii k sintaksiqeski dopustimomu naboru konstant, poluqeniØ znaqeniæ ta-

56 fftom, pod smyslom rassmatrivaemoæ Øzykovoæ konstrukcii Frege predlagaet ponimat~ “to, qto otraßaet sposob predstavleniØ ob¨ekta, oboznaqaemogo dannym znakom”.

Odnako vospriØtie processov formulirovaniØ (i obosnovaniØ) zakonov prirody ili ‘interesnyh po soderßani¸’ matematiqeskih teorem kak deØtel~nosti, napravlennoæ na poluqenie raznoobraznyh (qasto ves~ma ‘izowrœnnyh’) predstavleniæ ‘signala’ istina, nikak ne soglasuetsØ s obyqnym ponimaniem uqastnikami takih processov svoeæ deØtel~nosti kak qasti processa poznaniØ real~nyh ob¨ektov i Øvleniæ.

4. V sovremennyh uqebnikah logiki v kaqestve ffksplikacii

predstavleniæ o znaqeniØh zamknutyh predmetnyh termov i zamknutyh formul (sußdeniæ) predlaga¸tsØ opredeleniØ rekursieæ po xagam processov poroßdeniØ predmetnyh termov i formul. V sluqaØh, kogda sredi podrazumevaemyh predmetnyh oblasteæ dopuska¸tsØ ne tol~ko koneqnye oblasti, takie rekursivnye opredeleniØ vyzyva¸t ‘tØßelye’ voprosy, svØzannye s ispol~zovaniem pri raz¨ØsneniØh kvantorov obwnosti i suwestvovaniØ ‘daleko iduwih’ idealizaciæ.

Vvidu fftogo ‘bazu’ dlØ ffksplikaciæ imeet smysl iskat~ v takih situaciØh, kotorye skladyva¸tsØ pri myslennom vydelenii na makroskopiqeskom urovne detalizacii i ‘ohvata’ v prostranstve-vremeni togo ili inogo fragmenta ‘mira ffksperimental~nyh dannyh’, sostoØwego iz koneqnogo nabora koneqnyh mnoßestv (nazyvaemyh obyqno predmetnymi oblastØmi), kaßdoe iz kotoryh sostoit iz quvstvenno vosprinimaemyh i ‘praktiqeski neizmennyh’ (na protØßenii interesu¸wego nas promeßutka vremeni i v interesu¸wih nas otnoxeniØh) ob¨- ektov. Pri fftom predpolagaetsØ, qto vydelennyæ nabor predmetnyh oblasteæ ‘osvaivaetsØ’ posredstvo koneqnogo nabora material~nyh, ili myslennyh, ili smexannyh potencial~no vypolnimyh (i oharakterizovannyh ‘praktiqeski otqœtlivo’) procedur, ostavlØ¸wih ‘praktiqeski neizmennymi’ ob¨ekty, k kotorym oni primenØ¸tsØ, i ime¸wih svoimi rezul~tatami pri primenenii k dopustimym (t.e. soglasovannym s tipom procedury) ishodnym dannym v odnih sluqaØh - odin iz ‘signalov’ I, L (v fftih sluqaØh govorØt, qto procedura opredelØet predikat), a v drugih sluqaØh – konkretnyæ fflement odnoæ iz predmetnyh ki konca XIX veka i pervoæ poloviny XX stoletiØ L. Kroneker, A. Puankare, L. �. ˚. Brauffr, G. Veæl~, D. Gil~bert (v seredine XX stoletiØ fftot spisok prodolßil A. A. Markov), plodotvorno rabotavxie takße nad problemami teoretiqeskoæ mehaniki i fiziki i v silu fftogo neizbeßno podhodivxie k analizu osnovaniæ matematiki s ‘owuweniØmi’ uqastnikov processa poznaniØ prirody.

Obwu¸ napravlennost~ poiskov al~ternativ podskazyvalo to obstoØtel~stvo, qto v priloßeniØh matematiki tipiqny zadaqi, v kotoryh kak ishodnye dannye, tak i iskomye rexeniØ, predstavlØ¸t soboæ ‘konkretnye informacii’ o nekotoryh ob¨ektah (v xirokom smysle fftogo slova) ili o svØzØh meßdu nimi, zadannye v vide znakosoqetaniæ opredelennyh tipov (naprimer, v vide slov v podhodØwem alfavite ili v vide diskretnyh znakovyh konstrukciæ, dopuska¸wih ‘individual~nye zadaniØ’ v vide slov v podhodØwem alfavite). V sluqae var~iruemyh ishodnyh dannyh, ime¸wih fftot harakter, obyqno stavitsØ zadaqa o postroenii algorifma, pererabatyva¸wego ishodnye dannye v iskomye rexeniØ.

Intuitivno owuwaemaØ neobØzatel~nost~ ‘daleko iduwih’ idealizaciæ KTM pri rassmotrenii upomØnutyh vyxe zadaq napravlØla mysl~ na poiski takih variantov razliqnyh matematiqeskih teoriæ, v kotoryh v kaqestve ob¨ektov izuqeniØ figuriru¸t lix~ ob¨ekty, individual~no zadavaemye posredstvom znakovyh konstrukciæ podhodØwego tipa. A poslednie – ffto ‘poqti fiziqeskie’ ob¨ekty, pri teoretiqeskih rassmotreniØh kotoryh imeet smysl pytat~sØ obhodit~sØ bez ispol~zovaniØ ‘daleko iduwih’ idealizaciæ.

Kak qisto teoretiqeskie soobraßeniØ, voznikavxie pri kritiqeskom analiza intuitivnyh osnovaniæ matematiki, tak i tol~ko-qto upomØnutye stimuly, iduwie neposredstvenno iz priloßeniæ matematiki, sozdali predposylki dlØ vozniknoveniØ i razvitiØ konstruktivnogo napravleniØ v matematike (konstruktivnoæ matematiki). (Dop3)

Konkretnye teorii, prinadleßawie konstruktivnomu napravleni¸ v matematike, ob¨edinØet to, qto ob¨ekty (vseh tipov), o kotoryh idet req~ v fftih teoriØh, ØvlØ¸tsØ konstruktivno opredelØemymi ob¨ektami. Odnako suwestvu¸t znaqitel~nye (daße principial~nye) razliqiØ meßdu nekotorymi teoriØmi v ‘urovne trebovaniæ’ k semantiqeskoæ otqetlivosti (k raz¨Øsnennosti smysla) formuliruemyh sußdeniæ i opredeleniæ.

1.4. Daße matematiqeskie teorii s koneqnymi predmetnymi

oblastØmi (takie teorii oqevidnym sposobom vkl¸qa¸tsØ v konstruktivnu¸ matematiku) opira¸tsØ pri myslennyh rassmotreniØh ‘oqen~ obxirnyh’ koneqnyh mnoßestv na ffkstrapolØcii i idealizacii, kotorye okazyva¸tsØ v neprostyh vzaimootnoxeniØh s rezul~tatami fiziki i kosmologii. DeØtel~nost~ ‘v mire ffksperimental~nyh dannyh’ pri makroskopiqeskom urovne detalizacii i ‘ohvata’ v prostranstve-vremeni fragmentov fftogo ‘mira’ i quvstvennoe vospriØtie raznoobraznyh myslenno vydelØemyh ‘faktiqeski obozrimyh’ koneqnyh sovokupnosteæ, sostoØwih iz odnovremenno suwestvu¸wih i praktiqeski neizmennyh vo vremeni predmetov, a takße raznoobraznye operacii nad takimi sovokupnostØmi, ostavlØ¸wie praktiqeski neizmennymi fflementy fftih sovokupnosteæ, obrazu¸t bazu dlØ idealizirovannyh ffkstrapolØciæ ‘po analogii’ na predstavleniØ o l¸byh (v tom qisle – i ob ‘oqen~ obxirnyh’) koneqnyh sovokupnostØh.

Pri ffkstrapolØciØh faktiqeski ispol~zuetsØ rØd predstavleniæ, radikal~no otliqa¸wihsØ ot sovremennyh predstavleniæ fiziki i kosmologii (v qastnosti predstavlenie ob odnovremennosti dvuh prostranstvenno otdalennyh drug ot druga sobytiæ, figuriru¸wih v roli fflementov rassmatrivaemogo koneqnogo mnoßestva, zaimstvuetsØ u n~¸tonovoæ mehaniki).

Situacii, v kotoryh okazyvaetsØ pozna¸wiæ sub¨ekt v rezul~tate myslennogo vydeleniØ (byt~ moßet, s ispol~zovaniem upomØnutyh idealizirovannyh ffkstrapolØciæ) koneqnogo nabora koneqnyh predmetnyh oblasteæ i koneqnogo nabora operacional~no oharakterizovannyh procedur (termin “procedura” zdes~ i v dal~neæxem izloßenii ispol~zuetsØ v kaqestve obwego nazvaniØ predmetnyh operaciæ i predikatov), opredelennyh pri vseh predusmotrennyh tipami procedur ishodnyh dannyh, my budem nazyvat~ vpolne finitarnymi situaciØmi. A teoretiqeskie modeli, poluqa¸wiesØ v rezul~tate znakovogo modelirovaniØ vpolne finitarnyh situaciæ, budem nazyvat~ vpolne finitarnymi matematiqeskimi teoriØmi.

V fftih teoriØh obyqno ispol~zuetsØ tradicionnyæ logikopredmetnyæ Øzyk 1-æ stupeni, propozicional~nye logiqeskie znaki ¬, &, ∨, →, ↔ ponima¸tsØ kak oboznaqeniØ sootvetstvu¸-

55 Odnako daße dlØ situaciæ ‘ves~ma prostyh’ tipov (a nißee tol~ko o nih budet idti req~) formulirovanie dostatoqno otqetlivyh raz¨Øsneniæ svØzano s vyborom nekotoryh bazisnyh predstavleniæ principial~nogo haraktera. Obsußdenie poslednih sostavlØet osnovnoe soderßanie fftogo soobweniØ.

3. Fundamental~noe prodvißeniem v probleme, o kotoroæ zdes~

idet req~, bylo podgotovleno izobreteniem v konce XIX i naqale XX stoletiæ dlØ ‘sravnitel~no obxirnyh’ fragmentov estestvennyh Øzykov takih modeleæ, kotorye, abstragiruØs~ ot ves~- ma mnogih qert estestvennyh Øzykov i predstavlØØ soboæ ‘iskusstvennye’ Øzyki s otqetlivo opredelennymi i sravnitel~no prostymi sintaksisami, delali vpolne obozrimymi ‘smyslovye aspekty’ Øzykovyh konstrukciæ (osobenno pri ispol~zovanii derev~ev sintaksiqeskogo razbora). Zdes~ v pervu¸ oqered~ ime- ¸tsØ v vidu logiko-predmetnye Øzyki tipa Øzyka isqisleniØ predikatov 1-æ stupeni (voobwe govorØ,s predmetnymi konstantami i predmetnymi peremennymi neskol~kih rodov i s konstantami kak dlØ konkretnyh predikatov, tak i dlØ konkretnyh predmetnyh funkciæ).

OgraniqimsØ rassmotreniem imenno takih ‘model~nyh’ Øzykov. DlØ nih intuitivnye predstavleniØ ob ‘osmyslennyh’ Øzykovyh vyraßeniØh v sovremennoæ logiqeskoæ literature ffkspliciru¸tsØ posredstvom ponØtiæ “predmetnyæ term”, “zamknutyæ predmetnyæ term”, “formula” i “zamknutaØ formula” (sußdenie). DlØ sluqaev fftogo tipa i v predpoloßenii, qto dlØ predmetnyh peremennyh kaßdogo roda v kakom-to smysle ‘zadana’ oblast~ ih dopustimyh znaqeniæ, i vse predikatnye (funkcional~nye) konstanty oboznaqa¸t konkretnye predikaty (predmetnye funkcii), v kakom-to smysle ‘zadannye’ pri vseh naborah individual~nyh konstant,predusmotrennyh tipami rassmatrivaemyh predikatov (predmetnyh funkciæ), koncepciØ, predloßennaØ Frege, konkretiziruetsØ sledu¸wim obrazom: kaßdyæ zamknutyæ predmetnyæ term predlagaetsØ rassmatrivat~ kak sostavnoe (voobwe govorØ) imØ togo ob¨ekta, kotoryæ ØvlØetsØ znaqeniem dannogo terma (i predstavlØet soboæ konstantu opredelennogo roda), a l¸boe sußdenie – kak sostavnoe imØ odnoæ iz dvuh bulevyh konstant I, L, igra¸wih rol~ sokrawennyh zapiseæ specifiqeskih ‘signal~nyh slov’ istina, loß~ (ili, v ‘bytovom’ variante, – rol~ oboznaqeniæ slov da, net). Pri

54 PRILOȷENIE

Niße vosproizvoditsØ (s ispravleniem opeqatok) tekst, opublikovannyæ v sbornike: “SovremennaØ logika: problemy teorii, istorii i primeneniØ v nauke”. Materialy pØtoæ Obwerossiæskoæ nauqnoæ konferencii. S.-Peterburg (1998), 415–421.

N. A. Xanin

O procedurnom podhode k raz¨Øsneni¸ smysla sußdeniæ 1. V processe ‘stihiænogo’ ovladeniØ konkretnym qelovekom tem

ili inym estestvennym (‘razgovornym’) Øzykom na intuitivnom urovne formiru¸tsØ, v qastnosti, kakie-to predstavleniØ ob ‘osmyslennyh’ Øzykovyh konstrukciØh i o ‘smysle’ takih konstrukciæ.Iniciatorom ffksplikacii intuitivnyh predstavleniæ fftogo roda byl G. Frege. On privodit raznoobraznye primery Øzykovyh vyraßeniæ, dlØ kotoryh ‘intuitivno opredelimy’ (v principe) ih znaqeniØ, i konstatiruet nekotorye trudnosti v probleme ffksplikacii, voznika¸wie pri rassmotrenii togo ili inogo estestvennogo Øzyka ‘v celom’.

Predloßennye Frege formulirovki na fftu temu ØvlØlis~ i ØvlØ¸tsØ ob¨ektami diskussiæ. �tot doklad posvØwen obsußdeni¸ problemy s toqki zreniØ vyrabotannyh v fizike i drugih oblastØh estestvoznaniØ predstavleniæ o bazisnoæ roli procedurnyh (operacional~nyh) raz¨Øsneniæ ponØtiæ, otnoxeniæ i sußdeniæ.

2. Vvidu qrezvyqaænogo raznoobraziØ situaciæ i celeæ, pri-

menitel~no k kotorym l¸di ispol~zu¸t estestvennye (a takße celenapravlenno ‘izobretennye’) Øzyki, i vvidu raznoharakternosti trudnosteæ, obnarußiva¸wihsØ pri poiskah ßelaemyh utoqneniæ dlØ estestvennogo Øzyka, rassmatrivaemogo ‘v celom’ (v qastnosti, dlØ takih fragmentov Øzyka, v kotoryh proishodit apellirovanie k ‘daleko iduwim’ idealizaciØm), celesoobrazno pri rassmotrenii problemy raz¨ØsneniØ Øzykovyh konstrukciæ upomØnutogo roda vydelit~ situacii nekotoryh ‘prostyh’ tipov - situacii, pri kotoryh ffta problema perestaet byt~ ‘neob¨Øtnoæ’ i dopuskaet dostatoqno otqetlivye ffksplikacii, sozda¸- wie nekotoru¸ bazu dlØ rassmotreniØ toæ ße problemy vo vse bolee i bolee sloßnyh situaciØh.

wih bulevyh funkciæ, a kaßdaØ formula, soderßawaØ kvantory (znaki ∀ i ∃), ‘rasxifrovyvaetsØ’ v vide beskvantornoæ formuly na osnove sledu¸wih soglaxeniæ: l¸baØ formula vida ∀xA (vida ∃xA), gde x – predmetnaØ peremennaØ i A – beskvantornaØ formula, ‘rasxifrovyvaetsØ’ v vide formuly (A_1&A_2& . . . &A_k) [sootvetstvenno, v vide (A_1 ∨ A_2 ∨ · · · ∨ A_k)], gde A_i (1 6 i 6 k) oboznaqaet rezul~tat podstanovki v A vmesto peremennoæ x individual~noæ konstanty, ime¸weæ porØdkovyæ nomer i v spiske vseh dopustimyh znaqeniæ peremennoæ x.

Vo vpolne finitarnyh teoriØh l¸bu¸ zamknutu¸ formulu (l¸boe sußdenie) moßno vosprinimat~ kak zaxifrovannoe opisanie opredelennogo (voobwe govorØ, mnogoxagovogo) processa, opredelennogo ffksperimenta, a imenno, processa, nazyvaemogo v logiqeskoæ literature processom nahoßdeniØ logiqeskoæ valentnosti sußdeniØ. Qasto formuliruemye v logiqeskoæ literature rekursivnye opredeleniØ logiqeskoæ valentnosti sußdeniæ ‘nameka¸t’ na sposob razvertyvaniØ podrazumevaemyh processov, no v to ße vremØ oni ‘zatuxevyva¸t’ vozmoßnoe neposredstvennoe opisanie. Neposredstvenno i v naglØdnoæ forme procedura opisyvaetsØ v vide processa posledovatel~nogo prodvißeniØ po derevu sintaksiqeskogo razbora rassmatrivaemogo sußdeniØ ot ‘list~ev’ dereva k ego ‘korn¸’ s vypolneniem oqerednyh bazisnyh procedur. (Zdes~ predpolagaetsØ, qto predvaritel~no rassmatrivaemoe sußdenie ‘rasxifrovano’ v vide beskvantornoæ formuly). V teh sluqaØh,kogda rezul~tatom takogo processa ØvlØetsØ standartnyæ ‘signal uznavaniØ’ v vide propozicional~noæ konstanty “I” (v ‘bytovom’ variante – v vide slova “da”), rassmatrivaemoe sußdenie nazyvaetsØ istinnym sußdeniem. Takim obrazom, dlØ vpolne finitarnyh teoriæ pri ‘ne slixkom obxirnyh’ predmetnyh oblastØh (takih, qto ime- ¸tsØ osnovaniØ nahodit~sØ v ramkah makroskopiqeskogo urovnØ rassmotreniØ vseæ ‘kartiny’) okazyvaetsØ vozmoßnym sravnitel~no otqetlivoe utoqnenie ‘bytovyh’ intuitivnyh predstavleniæ ob istinnyh sußdeniØh. [Shan 1998] (Sm. niße “Priloßenie”.)

1.5. VyhodØ za ramki vpolne finitarnyh matematiqeskih teo-

riæ, no ostavaØs~ v ramkah teoriæ, v kotoryh v kaqestve ob¨- ektov izuqeniØ figuriru¸t lix~ konstruktivno opredelØemye ob¨ekty i dopuska¸tsØ dopolnitel~nye, no ‘sravnitel~no ostoroßnye’ ffkstrapolØcii i idealizacii, my perehodim ‘na fftaß’ teoriæ finitarnoæ matematiki. ‘Sravnitel~naØ ostoroßnost~’ vo vsØkom sluqae oznaqaet otkaz ot predstavleniæ o ‘zaverxennoæ beskoneqnosti’ i ispol~zovanie lix~ takih logikomatematiqeskih Øzykov, v kotoryh sußdeniØ dopuska¸t raz¨ØsneniØ posredstvom ‘sravnitel~no naglØdnoæ’ ffkstrapolØcii semantiqeskih predstavleniæ, prinimaemyh vo vpolne finitarnyh matematiqeskih teoriØh.

D. Gil~bert v [Hilb 1926] privlek vnimanie matematikov k dostoinstvam takogo postroeniØ fflementarnoæ arifmetiki i algebry, pri kotorom terminami “natural~noe qislo”, “celoe qislo”, “racional~noe qislo”, “polinom s celymi kofffficientami” nazyva¸tsØ znakosoqetaniØ opredelennyh tipov, harakterizuemye posredstvom pravil poroßdeniØ (a ne kakie-libo ‘abstraktnye suwnosti’, podrazumevaemye obyqno pri aksiomatiqeskih ili teoretiko-mnoßestvennyh postroeniØh sootvetstvu- ¸wih oblasteæ matematiki).

V dal~neæxem izloßenii termin “natural~noe qislo” budet primenØt~sØ v kaqestve obwego nazvaniØ slov 0, 0 , 0 , 0 , . . . , harakterizuemyh posredstvom ‘estestvennyh’ poroßda¸wih pravil (v kaqestve kratkih oboznaqeniæ fftih slov budem ispol~- zovat~ sootvetstvu¸wie qisla pozicionnoæ desØtiqnoæ qislovoæ sistemy). Takße posredstvom ‘estestvennyh’ poroßda¸wih pravil s ispol~zovaniem znakov 0, , −, / opredelØ¸tsØ celye i racional~nye qisla (pri fftom dlØ poslednih vvoditsØ specifiqnoe dlØ ob¨ektov fftogo roda otnoxenie ravenstva, otliqnoe ot grafiqeskogo ravenstva, i vse rassmotreniØ proizvodØtsØ ‘na fone’ fftogo specifiqnogo otnoxeniØ). (Dop4)

Dal~neæximi primerami konstruktivno opredelØemyh ob¨ektov (KOO), privlekavximi vnimanie Gil~berta, ØvlØ¸tsØ formuly logiqeskih Øzykov, vyvody v logiqeskih isqisleniØh i t.p.

L. Kroneker ustanovil vozmoßnost~ takogo opredeleniØ ponØtiØ “algebraiqeskoe qislo”, kotoroe harakterizuet algebraiqeskie qisla kak KOO i ne ispol~zuet ponØtie vewestvennogo qisla v kakoæ-libo forme. ‘Bolee naglØdnoe’ opredelenie predloßeno v [Corp 1946]. (Dop5)

Gil~bert, vydeliv KOO v kaqestve specifiqeskih ob¨ektov izuqeniØ, ‘oqertil’ (ffskizno) specifiqeskiæ sposob ih rassmo-

53 1987. On finitary development of mathematical analysis on the base of Euler’s notion of function.// 8 Intern. Congr. of Logic, Methodol. and Philos. of Science. Moscow. Abstracts, v. 1, p. 60–63.

1988. Finitarnyæ variant ponØtiØ obobwennoæ funkcii.// 9 Vs-

eso¸znaØ konferenciØ po matemat. logike. Tezisy dokladov. Leningrad, s. 179.

1995. Georg Kantor kak avtor konstrukciæ, igra¸wih fundamen-

tal~nye roli v konstruktivnoæ matematike.// Zap. nauqn. semin. POMI, t. 220, s. 5–22.

1998. O procedurnom podhode k raz¨Øsneni¸ smysla sußdeniæ.//

SovremennaØ logika: problemy teorii, istorii i primeneniØ v nauke. Materialy 5 Obwerossiæskoæ nauqnoæ konferencii. S.-Peterburg, s. 415–421.

[Skol] Skolem T.

1923. Begrundung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende Denkweise ohne Anwendung scheinbarer Veränderlichen mit unendlichen Ausdehnungsbereich.// Videnskapsselskapets skrifter, I. Matem.-naturvid. klasse. No. 6.

[Tsey] Tseytin G.S. (Ceætin G. S.).

1962a. Algorifmiqeskie operatory v konstruktivnyh metriqeskih

prostranstvah.// Trudy MIAN, t. 67, s. 295–361.

1962b. Teoremy o srednem znaqenii v konstruktivnom analize.//

Trudy MIAN, t. 67, s. 362–384.

[Weyl] Weyl H.

1918. Das Kontinuum.// Leipzig.

1926. Die heutige Erkenntnisslage in der Mathematik.// Sympos. 1925, I. 1951. A half- century of mathematics.// Amer. Math. Month., v. 58, p. 523–553.

[Zasl] Zaslavskiy I. D. (Zaslavskiæ I. D.).

1962. Nekotorye svoæstva konstruktivnyh vewestvennyh qisel i kon-

struktivnyh funkciæ.// Trudy MIAN, t. 67, s. 385–457.

52 [Mints] Mints G. E. (Minc G. E.).

1964. O predikatnyh i operatornyh variantah postroeniØ teoriæ

konstruktivnoæ matematiki.// Trudy MIAN, t.72, s. 383–436.

1967. IspravleniØ i dopolneniØ k stat~e “O predikatnyh i oper-

atornyh variantah postroeniØ teoriæ konstruktivnoæ matematiki”.// Trudy MIAN, t. 93, s. 257–258.

[Post] Post E. L.

1943. Formal reductions of the general combinatorial decision problem.// Amer.

Jour. Math., v. 65, p. 197–215. [Rose] Rose H. E.

1984. Subrecursion. Functions and hierarchies.// Clarendon Press, Oxford. [Shan] Shanin N. A. (Šanin N.A., Xanin N. A.).

1956. Nekotorye voprosy matematiqeskogo analiza v svete konstruk-

tivnoæ logiki.// Zeitschr. Math. Logic Grundl. Mathem., Bd.2,

S. 27–36. (German summary).

1959. O lineænyh konstruktivnyh funkcionalah v konstruktivnom

gil~bertovom prostranstve.// Zeitschr. Math. Logic Grundl. Math-

em., Bd. 5, S. 1–8. (German summary).

1962. Konstruktivnye vewestvennye qisla i konstruktivnye funkci-

onal~nye prostranstva.// Trudy MIAN, t. 67, s. 15–294.

1968. Constructive real numbers and function spaces.// Transl. Mathem. Monogr., vol.21, Amer. Math. Soc.

1970. O rekursivnom matematiqeskom analize i isqislenii raven-

stv R. L. Gudsteæna.// V knige: R. L. Gudsteæn “Rekursivnyæ matematiqeskiæ analiz”, Moskva, “Nauka”, 7–76.

1973. Ob ierarhii sposobov ponimaniØ sußdeniæ v konstruktivnoæ

matematike.// Trudy MIAN, t. 129, s. 203–266. (Suwestvennye ispravleniØ sm. v [Shan 1981; Bibliogr.]).

1976. O kvantore predel~noæ osuwestvimosti.// Zap.nauqn.semin.

LOMI, t. 60, s. 209–220.

1979. O kanoniqeskih rekursivnyh funkciØh i operaciØh.// Zap.

nauqn. semin. LOMI, t. 88, s. 218–235.

1981. Role of the notion of algorithm in arithmetic language semantic.// Lect.

Notes Comput. Sci., v. 122, p. 361–389 (Tekst na russkom Øzyke sm. v

sborn.: Algoritmy v sovremennoæ matematike i ee priloßeniØh. Qast~ II. Novosibirsk, 1982 g., str. 147–180).

1982. O maßorirovanii teorem konstruktivnoæ matematiki seman-

tiqeski prostymi utverßdeniØmi.// ICM. Short communications

(Abstracts).1. Section Mathem. logic and foundations of mathematics. Warszawa. p. 21.

1983. Ob ‘algoritmiqeskom podtekste’ teorem s klassiqeskim kvan-

torom suwestvovaniØ.// Tret~Ø konferenciØ “PrimeneniØ metodov matematiqeskoæ logiki”. Tezisy dokladov. s. 115–116. Tallin.

1984. O finitizacii matematiqeskogo analiza.// 7 Vseso¸znaØ kon-

ferenciØ po matematiqeskoæ logike. Tezisy dokladov. Novosibirsk, s. 198–199.

treniØ, nazvannyæ im finitarnoæ ustanovkoæ (finitarnoæ toqkoæ zreniØ). Istoki fftoæ ustanovki moßno obnarußit~ v nekotoryh vyskazyvaniØh Kronekera. FinitarnaØ toqka zreniØ predlagaet rassmatrivat~ KOO kak “naglØdno predstavimye” ob¨- ekty [Hilb 1926] s ispol~zovaniem idealizacii, nazyvaemoæ abstrakcieæ potencial~noæ beskoneqnosti (potencial~noæ osuwestvimosti), no bez abstrakcii zaverxennoæ (aktual~noæ) beskoneqnosti. Pri fftom “...ispol~zu¸tsØ prØmye soderßatel~nye rassußdeniØ, soverxaemye v vide myslennyh ffksperimentov nad naglØdno predstavimymi ob¨ektami i ne zavisØwie ot predpoloßeniæ aksiomatiqeskogo haraktera”. (Dop6)

PoslednØØ formulirovka imeet vid ograniqeniØ na dopuskaemye tipy matematiqeskih rassußdeniæ – ograniqeniØ, s odnoæ storony, ves~ma ‘ßestkogo’, a s drugoæ – ‘rasplyvqatogo’. Ona imeet ‘priblizitel~no orientiru¸wiæ’ harakter i neØvno podrazumevaet ograniqeniØ na ispol~zuemye Øzykovye konstrukcii. Konkretnye primery, rassmotrennye Gil~bertom, i nekotorye ego formulirovki da¸t vozmoßnost~ utoqnit~ (ne otklonØØs~ ot glavnoæ idei Gil~berta) tip teh sußdeniæ, kotorye s toqki zreniØ finitarnoæ ustanovki moßno rassmatrivat~ kak osmyslennye. V teorii natural~nyh qisel – ffto sußdeniØ vida

S_0. ∃^+y_1 . . . ∃^+y_m∀x_1 . . . ∀x_n R (m ¿ 0, n ¿ 0),

gde ∃^+ – konstruktivnyæ kvantor suwestvovaniØ (kvantor potencial~noæ osuwestvimosti), raz¨ØsnØemyæ slovosoqetaniem “moßno postroit~” (ili “potencial~no osuwestvimo”), R – algorifmiqeski proverØemoe (razreximoe) (m + n)-mestnoe uslovie i y_1, . . . ,y_m, x_1, . . . ,x_n – peremennye dlØ natural~nyh qisel. Za ramkami teorii natural~nyh qisel – ffto sußdeniØ, kotorye moßno ‘perevesti’ v sußdeniØ ukazannogo vida posredstvom arifmetizacii, t.e. posredstvom ‘ffffektivnogo kodirovaniØ’ natural~nymi qislami ob¨ektov vseh tipov, figuriru¸- wih v rassmatrivaemoæ teorii. (Dop7)

SußdeniØ vida S_0 prinadleßat stol~ ‘uzkomu’ tipu sußdeniæ, faktiqeski figuriru¸wih v matematike (v qastnosti, v matematiqeskom analize), qto na pervyæ vzglØd predstavlØetsØ soverxenno besperspektivnoæ nadeßda ‘praktiqeski udovletvoritel~no’ vyrazit~ na takom Øzyke hotØ by ‘naibolee rabotosposobnye’ (s toqki zreniØ priloßeniæ matematiki) qasti MA.

FinitarnaØ ustanovka v [Hilb & Bern 1934] (a do fftogo – v [Hilb 1926]) byla prodemonstrirovana snaqala na primere fflementarnoæ arifmetiki, vkl¸qa¸weæ v sebØ konstruktivno opredelØemye primitivno rekursivnye funkcii (PRF), i fflementarnoæ algebry, a v dal~neæxih qastØh monografii – i na materiale Øzykovyh konstrukciæ logiqeskih i logiko-matematiqeskih Øzykov i vyvodov v logiqeskih i logiko-matematiqeskih isqisleniØh. �ta ustanovka ne predlagalas~ Gil~bertom v kaqestve metodologii, rekomenduemoæ dlØ vseæ matematiki. Bolee togo, upomØnuv ob obnarußennoæ L. Kronekerom vozmoßnosti postroeniØ v ramkah finitarnoæ ustanovki osnov teorii algebraiqeskih qisel, Gil~bert i Bernaæs utverßda¸t,qto v matematiqeskom analize “...nefinitarnye sposoby obrazovaniØ ponØtiæ i nefinitarnye dokazatel~stva ØvlØ¸tsØ neot¨emlemoæ qast~¸ metodov teorii”.

Takim obrazom, Gil~bert, predloßiv finitarnu¸ ustanovku v kaqestve podhodØweæ osnovy dlØ issledovaniØ svoæstv logiqeskih i logiko-matematiqeskih isqisleniæ (v pervu¸ oqered~ - neprotivoreqivosti isqisleniæ) i v kaqestve odnogo iz metodov postroeniØ sravnitel~no fflementarnyh fragmentov matematiki, ne rassqityval na vozmoßnost~ postroeniØ finitarnyh variantov ‘dostatoqno bogatyh’ matematiqeskih teoriæ. On podqerkival dominiru¸wu¸ rol~ v matematike aksiomatiqeskogo metoda, osnovyva¸wegosØ (v svoeæ logiqeskoæ qasti) na deduktivnom apparate klassiqeskoæ logiki, kotoryæ motiviruetsØ intuitivnymi predstavleniØmi KTM.

Odnako pri obsußdenii problemy ‘finitizacii’ MA imeetsØ v vidu ne tot ili inoæ variant ‘pereskazyvaniØ’ opredeleniæ i utverßdeniæ tradicionnogo MA na Øzyke, priemlemom v finitarnoæ matematike (takie popytki beznadeßny!), a postroenie sredstvami takogo Øzyka sistemy ponØtiæ, byt~ moßet, znaqitel~no otliqa¸weæsØ ot tradicionnoæ, no predostavlØ¸weæ vozmoßnost~ razvit~ apparatnu¸ qast~ MA v ob¨eme, ‘praktiqeski dostatoqnom’ dlØ ee tradicionnyh priloßeniæ, i (ßelatel~no) v forme, predostavlØ¸weæ dopolnitel~nye vozmoßnosti (naprimer, vozmoßnost~ otqetlivo ‘videt~’ tipy konstrukciæ, uqastvu¸wih v postroenii rexeniØ rassmatrivaemoæ zadaqi, i tipy ishodnyh dannyh dlØ takih konstrukciæ). Pri fftom ne iskl¸qaetsØ, qto v kaqestve finitarnyh analogov nekotoryh teo-

51 [Corp] Corput J. G. van der.

1946. On the fundamental theorem of algebra. I. // Indagat. Math., v. 8, p. 430–440.

[Cour & Robb] Courant R., Robbins H.

1941. What is Mathematics? // Oxford Univ. Press. [Curry] Curry H. B.

1941. A formalization of recursive arithmetic.// Amer. Journ. Math., v.63, p. 263–282.

[Dants] Dantsin E. Ya. (Dancin E. ˚.).

1976.Ob approksimativnom variante ponØtiØ analitiqeskoæ funkcii.

// Zap. nauqn. semin. LOMI, t.60, s. 49–58.

[PDD] Phan Dinh Dieu (Fan Din~ Zieu).

1967. Konstruktivnye obobwennye funkciii. // DAN SSSR, t.174,

No 1, c. 37–40.

1970. Nekotorye voprosy konstruktivnogo funkcional~nogo analiza.

// Trudy MIAN SSSR, t.114, Moskva, “Nauka”.

[Good] Goodstein R. L..

1945. Function theory in an axiom-free equation calculus. // Proc. London Math. Soc., ser.2, v.48, p. 401–431.

1956. A constructivist theory of plane curves. // Fundam. Math., v.43, No 1, p. 23–35.

1957. Recursive number theory. // North-Holl., Amsterdam. 1961. Recursive analysis.// North-Holl., Amsterdam.

[Gunt] Günter N. M. (G¸nter N. M.).

1940. O postanovke nekotoryh zadaq matematiqeskoæ fiziki.// Le-

ningr. Gos. Univers., Uqenye zapiski, ser. matemat. nauk, vyp. 10, s. 12–26.

[Heyt] Heyting A.

1934. Mathematische Grundlagenforschung. Intuitionismus. Beweistheori.// Ergeb. Mathem. und Grenzgeb., Bd.3, No 4. Berlin.

[Hilb] Hilbert D.

1926. Über das Unendliche.// Mathem. Ann., Bd.95, p. 161–190. [Hilb & Bern] Hilbert D., Bernays P.

1934. Grundlagen der Mathematik.I.// Springer, Berlin. [Korev] Korevaar J.

1955. Distributions defined from the point of view of applied mathematics.// Indagat. Mathem., v.17, No 3, p. 368–389.

[Lif] Lifshits V. A. (Lifxic V.A.).

1971. Ob issledovanii konstruktivnyh funkciæ metodom zapolneniæ.

//Zap. nauqn. semin. LOMI, t.20, s. 67–79.

[Mark] Markov A. A. (Markov A. A.).

1958. O konstruktivnyh funkciØh.// Trudy MIAN, t.52, s. 315–348. 1962. O konstruktivnoæ matematike.// Trudy MIAN, t.67, s. 8–14. 1972. O logike konstruktivnoæ matematiki.// Izd.“Znanie”. Moskva.

[Mi & Si] Mikusinski J., Sikorski R.

1957. The elementary theory of distributions.I.// Warszawa. 1961. The elementary theory of distributions.II.// Warszawa.

50 Dopolnenie 9. Teorema Vitali, utverßda¸waØ, qto mnoßestvo

ob¨ektov fftogo tipa τ obrazuet v prostranstve izmerimyh mnoßestv koneqnoæ mery vs¸du plotnoe podmnoßestvo, daet vozmoßnost~ daße v ramkah klassiqeskoæ matematiki radikal~no uprostit~ ‘bez poter~’ teori¸ izmerimyh mnoßestv. Ved~ v fftoæ teorii ravenstvo ob¨ektov teorii opredeleno tak, qto ne imeet smysla govorit~ o ‘sostavlennosti’ mnoßestva iz otdel~nyh toqek, i obyqno ispol~zuemoe opredelenie ponØtiØ “izmerimoe mnoßestvo” posredstvom ‘vpisyvaniØ’ vsevozmoßnyh zamknutyh mnoßestv i ‘opisyvaniØ’ vsevozmoßnyh otkrytyh faktiqeski lixeno smysla.

Dopolnenie 10. Esli rassmatrivaetsØ finitarnoe prostran-

stvo ravnomerno nepreryvno differenciruemyh v [a, b] funkciæ i v osnovu ego opredeleniØ poloßeny polinomy s racional~nymi kofffficientami, to imeetsØ vozmoßnost~ vmesto interval~- noæ funkcii Ω_1 ispol~zovat~ ‘bolee grubye’, no ‘legqe vyqislimye’ interval~nye funkcii, naprimer, sledu¸wu¸ funkci¸ Ω^∼_1 :

Ω^∼_1 (f, [r, s], n)^{def}= [ f ( r + s 2 ) − c_n · s − r 2 , f ( r + s 2 ) + c_n · s − r 2 ] ; zdes~ c_n = ⟨max_{[a,b]} |D(f)|⟩^{n+}.

Literatura

[Alex] Alexandroff P.S.

1929. Untersuchungen über Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beliebiger Dimension.// Ann. of Math., v.30, p. 101–187.

[Bish] Bishop E.

1967. Foundations of constructive analysis.// New York. [Bourb] Bourbaki N.

1960. Eléments d’histoire des mathématiques.// Paris, Hermann. [Cant] Cantor G.

1895. Beträge zur Begründung der transfiniten Mengenlehre. // Math. Annalen, Bd.46, S. 481-512..

[Chu] Church A..

1957. Binary recursive arithmetic. // Journ. mathém. pures et appl. Ser. 9, v. 36, no. 1, 39-55.

rem klassiqeskogo MA budut figurirovat~ ‘finitarnye usileniØ’ analogov fftih teorem v konstruktivnom MA, razvivavxemsØ na protØßenii HH stoletiØ na osnove ‘neposredstvennyh’ konstruktivnyh analogov osnovnyh ponØtiæ klassiqeskogo MA i v ramkah ‘bolee slabyh’ trebovaniæ k ‘semantiqeskoæ otqetlivosti’, qem v finitarnoæ matematike.(V fftom ‘tradicionnom’ konstruktivnom MA ispol~zuetsØ Øzyk, znaqitel~no bolee xirokiæ, qem v finitarnoæ matematike).

Pri takoæ toqke zreniØ na presleduemu¸ cel~ moßno konstatirovat~,qto mnenie Gil~berta i Bernaæsa o ‘nefinitiziruemosti’ matematiqeskogo analiza okazalos~ oprovergnutym v hode dal~neæxego razvitiØ matematiki.

Osnovnoæ cel~¸ fftoæ stat~i ØvlØetsØ izloßenie dovodov v pol~zu fftogo tezisa.

§2. Qastnye teorii natural~nyh qisel i arifmetiqeskih algorifmov kak ‘sreda modelirovaniØ’ finitarnyh teoriæ konstruktivno opredelØemyh ob¨ektov raznoobraznyh tipov 2.1. Obyqno ispol~zuemaØ v teorii KOO tehnika kodirovaniØ

natural~nymi qislami vsevozmoßnyh slov v zadannom alfavite, slov special~nyh tipov, harakterizuemyh poroßda¸wimi sistemami, i KOO inyh tipov daet vozmoßnost~ ‘perevodit~’ rassmotreniØ mnogih voprosov, kasa¸wihsØ finitarnoæ matematiki, na Øzyk arifmetiki (teorii natural~nyh qisel) i arifmetiqeskih algorifmov. V dal~neæxem izloßenii ffta vozmoßnost~ sistematiqeski ispol~zuetsØ.

Otmetim, qto termin “rekursivnaØ funkciØ” primenØetsØ niße kak sinonim termina “qastiqnaØ rekursivnaØ funkciØ”.

2.2. Pri finitarnoæ ustanovke problema raz¨ØsneniØ matema-

tiqeskih sußdeniæ o KOO ØvlØetsØ problemoæ ffkstrapolØcii na takie ‘poqti fiziqeskie’ ob¨ekty oharakterizovannyh vyxe (v razd. 1.4) predstavleniæ ob istinnyh sußdeniØh, formiru- ¸wihsØ pri vpolne finitarnyh situaciØh. Pri popytke ffkstrapolirovat~ taku¸ semantiku na teori¸ natural~nyh qisel voznika¸t principial~nye trudnosti, i v osoznanii haraktera fftih trudnosteæ ves~ma vaßnu¸ rol~ sygrala izobretennaØ Kantorom xkala konstruktivnyh ordinalov.

Trudnosti principial~nogo haraktera obnarußiva¸tsØ uße pri rassmotrenii arifmetiqeskih sußdeniæ sledu¸wih dvuh vidov S_1 i S_2:

S_1. RekursivnaØ n-mestnaØ arifmetiqeskaØ funkciØ f total~- na. SimvoliqeskaØ zapis~, poØsnØ¸waØ ffto sußdenie, imeet vid: ∀x_1 . . . ∀x_n!f(x_1, . . . , x_n). Zdes~ x_1, . . . ,x_n – peremennye dlØ natural~nyh qisel, i zapis~ !f(x_1, . . . , x_n) oznaqaet: “process vyqisleniØ znaqeniØ f(x_1, ..., x_n) zakanqivaetsØ”.

S_2. Total~naØ n-mestnaØ rekursivnaØ funkciØ ϕ ØvlØetsØ 0-funkcieæ.

V simvoliqeskoæ zapisi: ∀x_1 . . . ∀x_n(ϕ(x_1, . . . , x_n) = 0). Obsußdenie trudnosteæ, kotorye zdes~ ime¸tsØ v vidu, moßno naæti (s kratkoæ istoriqeskoæ spravkoæ) v [Shan 1995, §1]. Zdes~ otmetim lix~, qto v rezul~tate analiza trudnosteæ, ime¸wih principial~nyæ harakter, prihoditsØ ‘smirit~sØ’ s nevozmoßnost~¸ kakogo-libo ‘polnogo i okonqatel~nogo’ utoqneniØ predstavleniæ ob ‘ubeditel~no motivirovannyh’ ffkstrapolØciØh na sußdeniØ vidov S_1 i S_2 togo ponØtiØ istinnogo sußdeniØ, kotorym pol~zu¸tsØ pri vpolne finitarnyh situaciØh. V fftom smysle problemu formulirovaniØ ‘toqnoæ’ semantiki dlØ takih sußdeniæ moßno oharakterizovat~ kak ‘tupikovu¸’.

�to pobußdaet izbirat~ dlØ upomØnutyh sußdeniæ (i dlØ sußdeniæ, svodimyh k nim posredstvom otqetlivyh semantiqeskih soglaxeniæ, v qastnosti, dlØ sußdeniæ vida S_0) qastnye semantiki, i ‘rabotat~’ s sußdeniØmi, istinnymi v izbrannoæ qastnoæ semantike.

2.3. Obyqno ispol~zuemyæ sposob zadaniØ qastnyh semantik

osnovan na specializacii ponØtiØ “istinnoe sußdenie” posredstvom zadaniØ dvuh poroßda¸wih sistem (poroßda¸wih grammatik) Γ i Σ, oblada¸wih pereqislØemymi niße svoæstvami.

1) Ob¨ekty, poroßdaemye sistemoæ Γ (nazovem ih Γ-funkci- Ømi), predstavlØ¸t soboæ znakosoqetaniØ, zada¸wie (v toqno opredelØemom smysle) nekotorye arifmetiqeskie rekursivnye funkcii i sostavlØemye (naprimer) po obrazcu predloßennyh

49 osuwestvlØemyh xagami zadannyh tipov, no i potencial~no beskoneqnye processy posledovatel~nogo svobodnogo vybora ob¨ektov takogo roda, ØvlØ¸tsØ konstrukciØmi v smysle Brauffra. V to ße vremØ, kogda req~ idet o konstruktivno opredelØemyh ob¨ektah ‘v uzkom’ smysle, naprimer, o natural~nyh qislah, Brauffr nastaival (v qastnosti) na konstrutivnom ponimanii sußdeniæ o suwestvovanii natural~nogo qisla, udovletvorØ¸- wego zadannomu uslovi¸, (na fftom ße nastaival i Kroneker) i na konstruktivnom ponimanii diz¨¸nkcii. Odnako Brauffr i ego posledovateli ispol~zovali Øzyk, dopuskavxiæ vsevozmoßnye soqetaniØ kon¨¸nkcii, implikacii, otricaniØ i kvantora obwnosti. Ispol~zovanie takogo Øzyka rassmatrivalos~ kak intuitivno priemlemoe (pravda, bez formulirovaniØ otqetlivoæ semantiki). No v fftom Øzyke vyrazimy kak ‘klassiqeskaØ’ diz¨- ¸nkciØ ∨, tak i ‘klassiqeskiæ’ kvantor suwestvovaniØ ∃. �to obstoØtel~stvo vynußdaet vvesti dlØ konstruktivnoæ diz¨¸nkcii i konstruktivnogo kvantora suwestvovaniØ novye simvoly, naprimer, ∨^+ i ∃^+.

Konstruktivnu¸ diz¨¸nkci¸ ∨^+ moßno rasssmatrivat~ kak proizvodnu¸ logiqesku¸ svØzku, harakterizuemu¸ sledu¸wim opredeleniem:

(P ∨^+ Q)^{def}= ∃^+n ((1 6 n 6 2) & (n = 1 → P ) & (n = 2 → Q)),

gde n – peremennaØ dlØ natural~nyh qisel, ne ime¸waØ svobodnyh vhoßdeniæ ni v P , ni v Q.

Dopolnenie 8. Finitarnye varianty matematiqeskih teoriæ

(a v nekotoryh otnoxeniØh i varianty, konstruktivnye v xirokom smysle) predstavlØ¸t soboæ ‘pozitivnoe’ prodolßenie kritiqeskogo analiza kantorovoæ teorii mnoßestv – oni predlaga¸tsØ v kaqestve al~ternativ variantam, ispol~zu¸wim teori¸ mnoßestv. Takie al~ternativy da¸t opredelennye otvety na vopros: vozmoßno li postroenie matematiqeskih teoriæ bez ispol~zovaniØ teoretiko-mnoßestvennogo ‘sposoba myxleniØ’, i kakie dostoinstva imeet takoe postroenie? Istoriqeskiæ paradoks zakl¸qaetsØ v tom, qto Kantor byl avtorom idei, okazavxeæsØ (v soedinenii s drugimi ideØmi) podhodØwim instrumentom dlØ sozdaniØ al~ternativ ‘matematiqeskomu mirovozzreni¸’, ØvlØ¸wemusØ ego detiwem.

48 odnovremennosti sobytiæ, o peremeweniØh figur kak tverdyh tel, i t.p.

Osoznanie ‘zybkosti’ takogo roda ffkstrapolØciæ pri teoretiqeskih rassmotoreniØh oßidaemyh rezul~tatov ‘oqen~ dlitel~- nyh’ konstruktivnyh processov privelo k razrabotke apparatov, napravlennyh (v sluqaØh, kogda konstrukciØ imeet v kaqestve odnogo iz ishodnyh dannyh ‘proizvol~no vybrannoe’ natural~- noe qislo n) na verhn¸¸ ili nißn¸¸ ocenku sloßnosti konstrukcii (v zadannom smysle) posredstvom ‘oceniva¸wih’ funkciæ iz nekotorogo nabora funkciæ, obyqno vkl¸qa¸wego v sebØ lineænye funkcii, polinomy, ffksponenty, superffksponenty razliqnyh stupeneæ i t.p. Takie ocenki da¸t vozmoßnost~ predstavlØt~ sebe ‘ramki primenimosti’ teoretiqeskih modeleæ, ispol~zu¸wih rassmatrivaemye konstrukcii.

Principial~naØ osobennost~ konstruktivnoæ matematiki sostoit v ‘opore’ na predstavlenie o tom, qto ‘mnogie’ KOO - te, kotorye poroßda¸tsØ v rezul~tate ‘ne oqen~ dlitel~nyh’ processov - “...nam dany i qto ne v naxeæ vlasti pridat~ im proizvol~nye svoæstva, kak ne vlasten fizik izmenit~ kakoæ-nibud~ zakon prirody” (sm. (Dop1)). (RazumeetsØ, neobhodimo imet~ v vidu, qto ‘fflementarnye’ znaki, iz kotoryh formiru¸tsØ KOO, vosprinima¸tsØ kak ob¨ekty, ne detaliziruemye bol~xe, qem neobhodimo dlØ konstatacii ih odinakovosti). Inaqe obstoit delo, naprimer, v geometrii. Intuitivnye predstavleniØ daße o prosteæxih geometriqeskih ob¨ektah (o toqkah, prØmolineænyh otrezkah i prØmyh liniØh) da¸t povody dlØ obsußdeniØ voprosa ob ‘urovne fantastiqnosti’ fftih predstavleniæ i daße ob al~ternativah poslednim. V sluqae KOO lix~ ‘oqen~ dlitel~- nye’ poroßda¸wie processy i ih oßidaemye rezul~taty da¸t aktual~nye povody fftogo roda. V fftom smysle moßno govorit~ o KOO kak o ‘poqti fiziqeskih’ ob¨ektah.

Dopolnenie 7. Konstruktivnyæ kvantor suwestvovaniØ i kon-

struktivnaØ diz¨¸nkciØ voxli v matematiku v rezul~tate provozglaxeniØ L. �. ˚. Brauffrom toqki zreniØ, soglasno kotoroæ matematika – ffto umstvennaØ deØtel~nost~, sostoØwaØ v sozdanii myslennyh konstrukciæ i v analize takih konstrukciæ. Slovu “konstrukciØ” Brauffr pridaet xirokiæ smysl, nastol~- ko xirokiæ, qto ne tol~ko znakosoqetaniØ, harakterizuemye kak potencial~no vozmoßnye rezul~taty konstruktivnyh processov,

H. Karri v [Curry 1941] (sm. takße [Shan 1970, 1973 (§2)] dlØ PRF Øzykovyh vyraßeniæ iz oboznaqeniæ naqal~nyh funkciæ i nekotoryh operatorov (v sluqae simvoliki Karri dlØ PRF – iz oboznaqeniæ operatorov regulØrnoæ podstanovki i primitivnoæ rekursii). Faktiqeski ispol~zuemye sistemy fftogo roda obyqno takovy, qto mnoßestvo poroßdaemyh ob¨ektov razreximo.

2) PredpolagaetsØ, qto pred¨Øvleno ‘dostatoqno naglØdnoe’ (‘soderßatel~noe’ v smysle Gil~berta) obosnovanie total~nosti l¸boæ Γ-funkcii. (Naprimer, dlØ obosnovaniØ total~nosti l¸boæ konkretnoæ PRF ispol~zuetsØ ‘obyqnoe’, t.e. pri standartnom uporØdoqenii natural~nyh qisel, induktivnoe rassußdenie, i net neobhodimosti v ispol~zovanii kakoæ-libo bolee sloßnoæ formy indukcii.)

3) DlØ zadaniØ ‘estestvennyh’ v ramkah dannoæ simvoliki ‘sostavnyh’ rekursivnyh operatorov (nazyvaemyh niße Γoperatorami) vvodØtsØ v rassmotrenie znakosoqetaniØ, poluqa- ¸wiesØ pri ispol~zovanii v processah postroeniØ simvoliqeskih vyraßeniæ, nazvannyh vyxe Γ-funkciØmi, peremennyh dlØ Γ-funkciæ na ravnyh pravah s oboznaqeniØmi naqal~nyh funkciæ, s posledu¸wim svØzyvaniem λ-simvolom Qerqa vseh funkcional~nyh peremennyh, vhodØwih v poroßdaemye fftim sposobom vyraßeniØ.

4) PredpolagaetsØ, qto na osnove poroßda¸weæ sistemy Γ vveden v rassmotrenie Øzyk (nazyvaemyæ niße Γ-Øzykom), formuly kotorogo konstruiru¸tsØ standartnym sposobom iz natural~nyh qisel, peremennyh dlØ natural~nyh qisel, Γ-funkciæ, peremennyh dlØ Γ-funkciæ, Γ-operatorov, peremenyh dlØ Γoperatorov i znakov =, ¬, &, ∨^+, ∀, ∃^+. Zdes~ ∨^+ – znak konstruktivnoæ (brauffrovskoæ) diz¨¸nkcii i ∃^+ – konstruktivnyæ (brauffrovskiæ) kvantor suwestvovaniØ. ‘KlassiqeskaØ’ diz¨¸nkciØ ∨, ‘klassiqeskiæ’ kvantor suwestvovaniØ ∃ i ffkvivalentnost~ ↔ vvodØtsØ v kaqestve simvolov dlØ sokrawennoæ zapisi formul opredelennogo vida, a imenno: (P ∨ Q)^{def}= ¬(¬P &¬Q), ∃xP^{def}= ¬∀x¬P, (P ↔ Q)^{def}= ((P → Q)&(Q → P )).

Pri fftom finitarno osmyslennymi sqita¸tsØ zamknutye formuly vida

S^∗ ∃^+ζ_1 . . . ∃^+ζ_k∀ξ_1 . . . ∀ξ_lΞ, gde ζ_1, . . . ,ζ_k,ξ_1, . . . ,ξ_l – razliqnye peremennye, dopustimymi znaqeniØmi kotoryh mogut byt~ natural~nye qisla, Γ-funkcii i Γ-operatory, a Ξ – beskvantornaØ formula. Finitarnoe obosnovanie formuly S^∗ slagaetsØ iz pred¨ØvleniØ (ili opisaniØ metoda postroeniØ) nekotoryh znakosoqetaniæ Z_1, . . . ,Z_k, predstavlØ¸wih soboæ dopustimye znaqeniØ peremennyh ζ_1, . . . ,ζ_k (sootvetstvenno), i ‘finitarno priemlemogo’ obosnovaniØ toßdestvennoæ istinnosti beskvantornoæ formuly Ξ^+, poluqaemoæ iz Ξ v rezul~tate podstanovki v nee slov Z_1, . . . ,Z_k vmesto peremennyh ζ_1, . . . ,ζ_k (sootvetstvenno).

5) DlØ vydeleniØ nekotoryh beskvantornyh formul, dopuska¸wih ‘finitarno priemlemoe’ obosnovanie svoeæ toßdestvennoæ istinnosti, ispol~zuetsØ poroßda¸waØ sistema Σ. PredpolagaetsØ, qto vse ob¨ekty, poroßdaemye sistemoæ Σ (nazovem ih Σ-formulami), predstavlØ¸t soboæ beskvantornye formuly Γ-Øzyka, i qto pred¨Øvleno ‘dostatoqno naglØdnoe’ obosnovanie toßdestvennoæ istinnosti l¸boæ Σ-formuly (naprimer, dlØ obosnovaniØ toßdestvennoæ istinnosti l¸boæ formuly Øzyka primitivno rekursivnoæ arifmetiki, poroßdaemoæ standartnym apparatom logiqeskogo vyvoda fftoæ arifmetiki, ispol~- zuetsØ ‘obyqnoe’ induktivnoe rassußdenie).

SpecializaciØ ponØtiØ “istinoe sußdenie” posredstvom zadaniØ Γ i Σ sostoit v tom, qto imenno formuly, predstavimye v vide zamykaniØ kvantorom ∀ formul, poroßdaemyh sistemoæ Σ, rassmatriva¸tsØ kak “istinnye” na osnove ‘dostatoqno motivirovannoæ’ ffkstrapolØcii v teori¸ natural~nyh qisel i arifmetiqeskih algorifmov predstavleniæ ob istinnyh sußdeniØh, ispol~zuemyh vo vpolne finitarnyh teoriØh.

Odnako l¸baØ takaØ ffkstrapolØciØ ‘otkryta dlØ rasxireniæ’. Qastnye semantiki moßno ‘vystraivat~’ v ierarhii po ‘trudnosti’ i ‘ubeditel~nosti’ upomØnutyh dvuh obosnovaniæ – v ierarhii, v kotoryh priemlemost~ ‘stupeneæ’ v kaqestve ‘motivirovannyh ffkstrapolØciæ’ ponØtiØ istinnogo sußdeniØ, ispol~zuemogo pri vpolne finitarnyh situaciØh, stanovitsØ vse menee i menee ‘ubeditel~noæ’ pri udalenii ot naqala ierarhii.

2.4. V to ße vremØ, ‘naqal~nye stupeni’ nekotoryh ierarhiæ

okazyva¸tsØ ‘dostatoqno motivirovannymi’ i v to ße vremØ podhodØwimi v kaqestve semantiqeskoæ bazy dlØ razvitiØ ‘bogatyh po soderßani¸’ teoriæ finitarnoæ matematiki. S fftoæ

47 gda rassmatriva¸tsØ osuwestvlØemye qelovekom ili mehanizmom diskretnye v prostranstve i vremeni processy postroeniØ znakosoqetaniæ posredstvom otqetlivo oharakterizovannyh pravil postroeniØ novyh znakosoqetaniæ (naprimer, slov v zadannom alfavite) iz ranee postroennyh. IdealizaciØ, svØzyvaemaØ im s fftim terminom, “...sostoit v otvleqenii ot praktiqeskih granic naxih vozmoßnosteæ v prostranstve, vremeni i materiale pri osuwestvlenii slov” [Mark 1962]. V svoeæ rabote [Mark 1972] on zameqaet: “...naxi vozmoßnosti deæstvitel~- no ograniqeny, i net osnovaniæ polagat~, qto obuslovlennye ih ograniqennost~¸ prepØtstviØ vsegda budut ustranimy. Skoree naoborot, sovremennye fizika i kosmologiØ kak budto svidetel~stvu¸t o principial~noæ neustranimosti takih prepØtstviæ. ⟨. . . ⟩ AbstrakciØ potencial~noæ osuwestvimosti, kak i vsØkaØ abstrakciØ, vnosit tuda, kuda ona privlekaetsØ, fflement fantastiki. ⟨. . . ⟩ Razliqie meßdu ‘klassikami’ i ‘konstruktivistami’ sostoit v tom, qto oni privleka¸t raznye abstrakcii, to est~ fantaziru¸t po-raznomu.”

V fftom tekste Markov ne sluqaæno upominaet o fizike i kosmologii. Ved~ faktiqeski matematik, perehodØ ot opyta operirovaniØ s praktiqeski osuwestvlØemymi processami poroßdeniØ znakosoqetaniæ k teoretiqeskim predstavleniØm ob ‘oqen~ dalekih xagah’ processov opredelennogo tipa i ob ih oßidaemyh rezul~tatah, ne tol~ko myslenno otvlekaetsØ ot praktiqeskih granic vozmoßnosteæ, no i ispol~zuet (‘ne ob¨ØvlØØ’ ob fftom) ‘celyæ buket’ fantastiqeskih (voobwe govorØ) ffkstrapolØciæ, kasa¸wihsØ predstavleniæ ob ‘oqen~ bol~xih’ prostranstvennyh i vremennyh protØßennostØh, ob odnovremennom suwestvovanii ‘oqen~ udalennyh’ drug ot druga bukv uße ‘postroennogo’ slova, o topologiqeskih svoæstvah ‘oqen~ dlinnyh’ cepoqek fflementarnyh ob¨ektov (naprimer, my ‘ubeßdaem sebØ’, qto pri poroßdenii slov ne poØvØtsØ samopereseqeniØ), i t.d., i t.p. Povidimomu, psihologiØ matematika, vkl¸qa¸wego v svoæ arsenal abstrakci¸ potencial~noæ osuwestvimosti, obyqno formiruetsØ tak, qto upomØnutyæ ‘buket ffkstrapolØciæ’ privnositsØ iz nekotoryh razdelov geometrii Evklida i klasssiqeskoæ mehaniki, pozvolØ¸wih intuicii ‘opirat~sØ’ na podhodØwie teoremy o ‘proizvol~no dlinnyh prØmougol~nikah’ i o soqetaniØh takih figur, imeØ v vidu pri fftom n~¸tonianskie predstavleniØ ob

46 niØ polinomov s celymi kofffficientami na lineænye mnoßiteli, – postroil, ne apelliruØ k obwemu ponØti¸ vewestvennogo qisla v kakoæ-libo forme, t.e. ustanovil, qto ponØtie algebraiqeskogo qisla v ego tradicionnoæ forme zamenimo ponØtiem konstruktivnoæ matematiki, sposobnym ‘igrat~ te ße roli’. �lementy fftogo polØ – konstruktivno opredelØemye ob¨ekty, sravnitel~no prosto kodiruemye natural~nymi qislami (arifmetiqeskie kody fftih ob¨ektov algorifmiqeski raspoznavaemy sredi vsevozmoßnyh natural~nyh qisel) i rassmatrivaemye ‘na fone’ opredelennogo algorifmiqeski proverØemogo otnoxeniØ ravenstva. �tot rezul~tat igraet principial~nu¸ rol~ na sovremennom fftape razrabotki finitarnyh variantov raznoobraznyh teoriæ klassiqeskoæ matematiki, no sam po sebe on soverxenno nedostatoqen dlØ rexeniØ voznika¸wih zdes~ problem. On ne mog obespeqit~ Kronekeru suwestvennoe prodvißenie k nameqennoæ celi.

‘Bolee naglØdnoe’, qem u Kronekera, konstruktivnoe opredelenie ponØtiØ “algebraiqeskoe qislo” bylo predloßeno v [Corp 1946]. Vewestvennym algebraiqeskim qislom nazyvaetsØ l¸baØ troæka r, s, P (s konstruktivno opredelØemymi qlenami r, s i P ), v kotoroæ r i s – racional~nye qisla, takie, qto r 6 s, i P – polinom s celymi kofffficientami, takoæ, qto dlØ P v zamknutom promeßutke [r, s] vypolnØetsØ algorifmiqeski proverØemyæ kriteriæ suwestvovaniØ i edinstvennosti kornØ, formuliruemyæ v klassiqeskoæ matematike v kaqestve sledstviØ teoremy Xturma o koliqestve korneæ polinoma v zadannom promeßutke. L¸baØ uporØdoqennaØ para vewestvennyh algebraiqeskih qisel nazyvaetsØ algebraiqeskim qislom. DlØ opredelennyh fftim metodom algebraiqeskih qisel oqevidnym sposobom vvoditsØ algorifmiqeski proverØemoe (razreximoe) otnoxenie ravenstva, i vse rassmotreniØ algebraiqeskih qisel proishodØt ‘na fone’ fftogo otnoxeniØ ravenstva.

Dopolnenie 6. Termin “abstrakciØ potencial~noæ osuwestvi-

mosti” vvel v matematiqesku¸ literaturu A. A. Markov. �tot termin on faktiqeski primenØet v kaqestve naimenovaniØ opredelennogo qastnogo sluqaØ ispol~zovaniØ v antiqnoæ matematike termina “potencial~naØ beskoneqnost~” – togo sluqaØ, kotoqki zreniØ privlekli k sebe vnimanie primitivno rekursivnye funkcii (PRF), postroennyæ na ih osnove beskvantornyæ Øzyk (ispol~zu¸wiæ ravenstva primitivno rekursivnyh termov v kaqestve atomarnyh formul i ‘bulevy kombinacii’ takih atomarnyh formul v kaqestve formul Øzyka) i beskvantornyæ apparat logiqeskogo vyvoda klassiqeskoæ logiki s pravilom podstanovki termov vmesto peremennyh, dopolnennyæ beskvantornym pravilom ‘obyqnoæ’ arifmetiqeskoæ indukcii i postulatami, harakterizu¸wimi otnoxenie ravenstva, naqal~nye primitivno rekursivnye funkcii i ispol~zuemye operatory. Ves~ fftot kompleks poluqil nazvanie “primitivno rekursivnaØ arifmetika” (PRA). On v forme aksiomatiqeskoæ sistemy opisan v [Hilb & Bern 1934] (osnovnye qerty PRA v neformalizovannom vide moßno naæti v [Skol 1923]). Ves~ma interesnye varianty PRA predloßeny R. L. Gudsteænom [Good 1945,1957] ( sm. takße [Shan 1970]) i A. Qerqem [Chu 1957].

Pri ispol~zovanii kakoæ-libo formuly Øzyka PRA v roli sußdeniØ podrazumevaetsØ,qto pered vseæ formuloæ ‘nezrimo’ raspolaga¸tsØ kvantory obwnosti, svØzyva¸wie vse vhodØwie v formulu peremennye. Tradicionnyæ Øzyk PRA oqevidnym sposobom ‘dostraivaetsØ’ do Øzyka, vkl¸qa¸wego v sebØ formuly vida S^∗ .

Priemlemost~ PRA motiviruetsØ priemlemymi s finitarnoæ toqki zreniØ rassußdeniØmi, obosnovyva¸wimi total~- nost~ l¸boæ PRF i toßdestvennu¸ istinnost~ l¸boæ formuly, vyvodimoæ sredstvami deduktivnogo apparata PRA.

V svØzi s bol~xim interesom, proØvlØemym v sovremennoæ matematike k voprosu o vozmoßnosti rexeniØ teh ili inyh zadaq v ramkah ‘kak moßno bolee prostyh’ (v tom ili inom smysle) konstruktivnyh sredstv, znaqitel~noe vnimanie privleka- ¸t nekotorye subrekursivnye arifmetiki – qastnye finitarnye arifmetiki, ‘bolee uzkie’, qem PRA (sm., naprimer, [Rose 1984]; sm. takße [Shan 1979]). Primerom znaqitel~no razrabotannoæ teorii fftogo tipa moßet slußit~ teoriØ rekursivnyh funkciæ, fflementarnyh v smysle Kal~mara.

Imeet smysl govorit~ i ob aksiomatiqeskih teoriØh qastnyh finitarnyh arifmetik: imeetsØ v vidu izuqenie ‘v obweæ forme’ par poroßda¸wih sistem Γ, Σ – par, udovletvorØ¸wih upomØnutym vyxe i tem ili inym dopolnitel~nym usloviØm. Pri fiksacii dopolnitel~nyh usloviæ, nalagaemyh na taku¸ paru, poluqaetsØ teoriØ qastnyh finitarnyh arifmetik opredelennogo tipa.

V dal~neæxem izloßenii my ne budem ispol~zovat~ aksiomatiqeskiæ podhod, a budem imet~ v vidu v kaqestve tipiqnogo (vo mnogih otnoxeniØh) primera qastnyh finitarnyh arifmetik konkretnu¸ teori¸ – primitivno rekursivnu¸ arifmetiku.

§3. Podhod R. L. Gudsteæna k postroeni¸ finitarnyh variantov naqal~nyh razdelov matematiqeskogo analiza 3.1. Central~noe ponØtie tradicionnogo MA - ponØtie funkcii

vewestvennoæ peremennoæ – ‘privØzano’ k ponØti¸ vewestvennogo qisla i ØvlØetsØ qastnym sluqaem ponØtiØ otobraßeniØ odnogo mnoßestva v drugoe. Pri poiskah puteæ ‘konstruktivizacii’ i ‘finitizacii’ MA vnimanie privlekali v pervu¸ oqered~ dve problemy: (a) kak celesoobrazno opredelit~ analogi dvuh upomØnutyh ponØtiæ i (b) neizbeßno li voobwe vvedenie analoga ponØtiØ vewestvennogo qisla v kaqestve bazisnogo ponØtiØ (neizbeßnost~ vvedeniØ nekotoryh vewestvennyh qisel dlØ qastnyh primeneniæ nesomnenna).

Postanovka vtorogo voprosa vyzvana tem, qto v priloßeniØh matematiki ffksperimental~no interpretiruemymi matematiqeskimi ob¨ektami qasto okazyva¸tsØ interval~nye funkcii, sootvetstvu¸wie tem ili inym predstavleniØm o ‘priblizitel~no opredelennom’ znaqenii rassmatrivaemoæ funkcii pri ‘priblizitel~no opredelennom’ znaqenii ishodnogo dannogo. Po otnoxeni¸ k interval~nym funkciØm ispol~zuemye v MA ‘toqeqno opredelennye’ funkcii vewestvennoæ peremennoæ v pervu¸ oqered~ igra¸t rol~ instrumenta, posredstvom kotorogo ‘priblißenno zadannomu’ (obyqno v vide racional~nogo promeßutka) znaqeni¸ ishodnogo dannogo stavitsØ v sootvetstvie (obyqno v takom ße vide) ‘priblißenno zadannoe’ znaqenie funkcii.

V qastnosti, esli f – nepreryvnaØ funkciØ, a g – summiruemaØ (t.e. integriruemaØ v smysle Lebega) funkciØ, to podhodØwie interval~nye funkcii Ω_1 i Ω_2 moßno opredelit~ (naprimer) tak:

Ω_1(f, [r, s], n)^{def}= [⟨ inf_{[ r,s ]} f ⟩^{n−}, ⟨sup_{[ r,s ]} f⟩^{n+}],

Ω_2(g, [r, s], n)^{def}= [⟨ C ⟩^{n−}, ⟨ C ⟩^{n+}],

45 ßatel~nye rassußdeniØ, osuwestvlØemye bez predpoloßeniæ aksiomatiqeskogo haraktera, razrabotany v naibolee qistom vide. Harakternoæ osobennost~¸ fftoæ toqki zreniØ ØvlØetsØ to, qto rassußdeniØ zdes~ rassmatriva¸tsØ kak myslennye ffksperimenty nad predmetami, kotorye predpolaga¸tsØ konkretno zadannymi. ⟨. . . ⟩ V arifmetike u nas imeetsØ nekotoryæ ishodnyæ ob¨ekt i, krome togo, nekotoraØ operaciØ poroßdeniØ. I to, i drugoe my dolßny budem zafiksirovat~ nekotorym naglØdnym obrazom. ⟨. . . ⟩ My voz~mem v kaqestve ishodnogo ob¨ekta cifru 1, a v kaqestve operacii poroßdeniØ - pripisyvanie 1. Ob¨ekty, kotorye my poluqim, otpravlØØs~ ot cifry 1, v rezul~tate primeneniØ poroßda¸weæ operacii ⟨. . . ⟩ ØvlØ¸tsØ rezul~tatami nekotoryh konkretnyh zaverxa¸wihsØ postroeniæ”.

Okazalos~, qto ideØ, zaloßennaØ v opisannom vyxe konstruktivnom opredelenii ponØtiØ poloßitel~nogo celogo qisla, dopuskaet rasprostranenie (voobwe govorØ – v obobwennom vide) na mnogie ponØtiØ iz razliqnyh oblasteæ matematiki. V rezul~tate byla sozdana (v pervu¸ oqered~ – v rabote [Post 1943]) obobwa¸waØ teoriØ, nazyvaemaØ teorieæ poroßda¸wih sistem (proizvodØwih sistem, poroßda¸wih grammatik). Na osnove fftoæ teorii byla predloßena (s ubeditel~noæ motivirovkoæ) ‘standartizaciØ’ (i tem samym utoqnenie) intuitivnogo ponØtiØ konstruktivno opredelØemogo ob¨ekta.

Dopolnenie 5. V monografii [Hilb & Bern 1934] L. Kroneker

upominaetsØ kak rodonaqal~nik ‘finitarnoæ ustanovki’ v matematike. On predlagal vosprinimat~ ponØtie natural~nogo qisla kak ‘intuitivno Øsnoe’, i v to ße vremØ predlagal rassmatrivat~ kak priemlemye v matematike lix~ takie ponØtiØ, kotorye v nekotorom smysle ‘vyrazimy’ qerez ponØtie natural~- nogo qisla (vozmoßno, qto na sovremennom matematiqeskom Øzyke dlØ poØsneniØ ‘vyrazimosti’, kotoraØ imelas~ v vidu, podoxlo by slovosoqetanie “ffffektivnaØ kodiruemost~ podrazumevaemyh ob¨ektov natural~nymi qislami”). PodhodØwimi v fftom otnoxenii ponØtiØmi ØvlØ¸tsØ, naprimer, ponØtiØ “celoe qislo”, “racional~noe qislo”, “polinom s celymi kofffficientami”, “kvadratnaØ matrica s racional~nymi fflementami”.

Kronekerom byl poluqen fundamental~nyæ rezul~tat, kotoryæ mog slußit~ ‘pobuditel~nym motivom’ dlØ vydvißeniØ takogo roda programmy: on ‘ffffektivno postroil’ pole razloße-

44 o harakteristike i kakoæ-libo ocenke ‘urovnØ fantastiqnosti’ abstrakciæ, figuriru¸wih v intuitivnoæ baze KTM.

V to ße vremØ, D. Gil~bert, obsußdaØ v [Hilb 1926] vopros o realizuemosti ‘v mire ffksperimental~nyh dannyh’ bazisnyh predstavleniæ KTM na makro-, mikro- i megaurovnØh detalizacii i ‘ohvata’ v prostranstve-vremeni, rez¸miruet svoæ analiz sledu¸wim obrazom:

“Ran~xe my uße vyØsnili, qto kakie by opyty i nabl¸deniØ i kaku¸ by otrasl~ nauki my ni rassmatrivali, nigde v deæstvitel~nosti my ne nahodim beskoneqnosti. Dolßny li mysli o vewah byt~ stol~ nepohoßimi na to, qto proishodit s vewami, dolßny li oni sami po sebe idti drugim putem, soverxenno v storone ot deæstvitel~nosti?”

Dopolnenie 3. V priloßeniØh matematiki pri rassmotrenii

zadaq upomØnutogo vyxe tipa vo mnogih sluqaØh primenØ¸tsØ teoretiqeskie modeli, formiruemye iz togo ‘stroitel~nogo materiala’, kotoryæ predostavlØet tradicionnyæ MA. A posledniæ sistematiqeski ispol~zuet abstraktnye predstavleniØ teorii mnoßestv – predstavleniØ, qasto ves~ma otdalennye ot ‘konkretnyh informaciæ’. Konstruktivnoe napravlenie v matematike sozdaet predposylki dlØ poiskov ‘qisto informacionnyh’ modeleæ rassmatrivaemyh fragmentov ‘mira ffksperimental~nyh dannyh’. Zdes~ ime¸tsØ v vidu teoretiqeskie modeli, v kotoryh podrazumevaemye ob¨ekty (real~nye ili voobraßaemye) i svØzi meßdu nimi individual~no predstavleny s udovletvorØ¸weæ nas detal~nost~¸ i toqnost~¸ posredstvom ‘konkretnyh informaciæ’ (poslednie rassmatriva¸tsØ ‘na fone’ nekotorogo otnoxeniØ ravenstva, vyraßa¸wego ih vzaimozamenimost~ s opredelennoæ toqki zreniØ). Pri fftom predpoqtitel~ny takie modeli, v kotoryh ‘konkretnye informacii’ rassmatriva¸tsØ imenno kak znakovye konstrukcii s dostatoqnym uqetom fftoæ ih osobennosti i bez takih idealizaciæ, ispol~zovaniØ kotoryh my v sostoØnii izbeßat~, a takße bez ‘okrußeniØ’ ih kakimi-libo ‘ideal~nymi ob¨ektami’, ne ime¸wimi individual~nyh zadaniæ posredstvom znakovyh konstrukciæ.

Dopolnenie 4. Kl¸qevye idei, kasa¸wiesØ opredeleniØ mate-

matiqeskih ponØtiæ v ramkah ‘finitarnoæ ustanovki’, izloßeny v [Hilb & Bern 1934] sledu¸wim obrazom: “... v oblasti fflementarnoæ arifmetiki i algebry orientirovka na prØmye sodergde r i s – racional~nye qisla, takie qto r < s, n – natural~noe qislo, vyraßeniØ vida ⟨ α ⟩^{n−} i ⟨ α ⟩^{n+}, gde α – vewestvennoe qislo, oboznaqa¸t opredelØemye fiksirovannym sposobom racional~nye priblißeniØ k α s toqnost~¸ do 2^{−n} snizu i (sootvetstvenno) sverhu, a C oboznaqaet srednee integral~noe znaqenie funkcii g v promeßutke [ r, s ]. (Vvedenie peremennoæ n dlØ natural~nyh qisel krome ‘peremennogo promeßutka’ [r, s] ne ØvlØetsØ neobhodimym, no udobno s tehniqeskoæ toqki zreniØ.) V fftoæ qasti stat~i ne predpolagaetsØ, qto funkciØ f (qislo α) zadany algorifmami, i pofftomu, govorØ o sposobah racional~nogo priblißeniØ qisla α, my imeem v vidu predstavleniØ, svØzyvaemye s fftim terminom v klassiqeskom MA.

V sluqae nepreryvnyh funkciæ principial~naØ vozmoßnost~ ih zameny interval~nymi funkciØmi, udovletvorØ¸wimi opredelennym usloviØm, byla zameqena matematikami intuicionistskogo napravleniØ v matematike (sm. [Heyt 1934]). Analogiqnyæ podhod poluqil razvitie v teorii rekursivnyh funkcionalov i operaciæ. Postroenie nekotoryh fragmentov teorii differencial~nyh i integral~nyh uravneniæ ‘na Øzyke’ funkciæ oblasteæ obogatilo metody i soderßanie matematiqeskoæ fiziki (sm. [Gunt 1940]).

Odnako nesmotrØ na to, qto myxlenie na Øzyke funkciæ oblasteæ predstavlØetsØ ves~ma estestvennym s toqki zreniØ priloßeniæ matematiki, obyqno ispol~zu¸tsØ takie apparaty (v qastnosti, ‘toqeqno opredelennye’ funkcii vewestvennoæ peremennoæ), kotorye lix~ kosvenno zada¸t funkcii oblasteæ. Delo v tom, qto ‘oqevidnoe’ opredelenie operacii differencirovaniØ interval~noæ funkcii privodit k ‘toqeqno opredelennym’ funkciØm (t.e. proishodit vyhod za ramki funkciæ oblasteæ). Krome togo, interval~nye funkcii, sootvetstvu¸wie (naprimer) funkciØm sin, ln i t.p., netrudno zadat~ formulami, no ustanavlivat~ daße prosteæxie svoæstva fftih funkciæ, osnovyvaØs~ na ih interval~nyh zadaniØh, ves~ma zatrudnitel~no. Skazannoe vyxe zakrepilo v soznanii bol~xinstva matematikov predstavlenie o bazisnoæ roli v MA tradicionnogo ponØtiØ funkcii vewestvennoæ peremennoæ i ponØtiØ vewestvennogo qisla.

3.2. Pervyæ opyt ‘konstruktivizacii’ ponØtiØ vewestvennogo

qisla predprinØl G. Veæl~ [Weyl 1918]. On fiksiruet opredelennyæ Øzyk, pozvolØ¸wiæ, v qastnosti, zadavat~ formulami so svobodnoæ peremennoæ dlØ racional~nyh qisel nekotorye podmnoßestva mnoßestva racional~nyh qisel. Formuly fftogo Øzyka, zada¸wie mnoßestva, oblada¸wie svoæstvami verhnih klassov dedekindovyh seqeniæ v mnoßestve racional~nyh qisel, rassmatriva¸tsØ kak “opredelimye” vewestvennye qisla. Veæl~ razvil (pravda, sredstvami klassiqeskoæ logiki) teori¸ opredelimyh qisel i opredelimyh funkciæ. V dal~neæxem vy- Øsnilos~, qto ffta teoriØ vvidu rØda ee osobennosteæ ne v sostoØnii igrat~ rol~ udovletvoritel~noæ bazy dlØ ‘konstruktivizacii’ MA. Uße sam Veæl~ podverg kritike svo¸ teori¸, odnako v centre ego kritiki okazalis~ ne tehniqeskie ili logiqeskie aspekty teorii, a sledu¸wee fundamental~noe obstoØtel~stvo: “�to byla deæstvitel~no atomistiqeskaØ teoriØ kontinuuma, logiqeski vyderßannaØ i vmeste s tem nasil~stvenno vymuqennaØ. Pri pomowi teoretiko-poznavatel~nogo analiza Ø staralsØ vyØvit~ kak moßno bolee rezko tu gluboku¸ propast~, kotoraØ otdelØet naxi matematiqeskie postroeniØ ot neposredstvenno pereßivaemoæ nami nepreryvnosti” [Weyl 1926].

Faktiqeski Veæl~ vozobnovlØet zdes~ voshodØwu¸ k myslitelØm antiqnoæ ffpohi kritiku intuitivnyh predstavleniæ o ‘sostavlennosti’ prØmolineænogo otrezka iz otdel~nyh toqek. On prinimaet predloßennye Brauffrom predstavleniØ o qislovom kontinuume kak o ‘srede svobodnogo stanovleniØ posledovatel~- nosteæ racional~nyh qisel’. Odnako ffti predstavleniØ byli rasceneny kak ‘dostatoqno ponØtnye’ lix~ nemnogimi matematikami, i posle poØvleniØ v matematike utoqneniØ (i standartizacii) intuitivnogo ponØtiØ algorifma v forme ponØtiØ “maxina T~¸ringa” i rØda ffkvivalentnyh emu ponØtiæ usiliØ matematikov, stremivxihsØ postroit~ konstruktivnyæ variant MA, v osnovnom byli napravleny na razvitie teorii ‘algorifmiqeski opredelØemyh’ (v neskol~kih smyslah) vewestvennyh qisel i ‘algorifmiqeski opredelØemyh’ na takih qislah funkciæ.

Odnako vyskazannaØ Veælem kritika korennoæ osobennosti ego teorii polnost~¸ rasprostranØetsØ i na teorii, ime¸wie delo s ‘algorifmiqeski opredelØemymi’ vewestvennymi qisla- mi. 3.3. Principial~no novyæ podhod k probleme postroeni¸ kon-

struktivnyh (daße finitarnyh) variantov nekotoryh naqal~- nyh razdelov MA predloßil R. L. Gudsteæn [Good 1945, 1961,

43 preobladaet ubeßdenie v tom, qto ffti aksiomatiqeskie teorii ne prepodnesut ‘s¸rpriza’, podobnogo upomØnutomu.

Odnako takoe ubeßdenie ne v sostoØnii ustranit~ ‘tØßelye’ voprosy soverxenno inogo haraktera - voprosy o priemlemosti bazisnyh predstavleniæ intuitivnogo haraktera, k kotorym faktiqeski apelliruet qelovek, ispol~zu¸wiæ teori¸ mnoßestv pri rassmotrenii problem, kasa¸wihsØ ffksperimental~nyh dannyh togo ili inogo roda. Takoe apellirovanie ne vsegda obrawaet na sebØ vnimanie, tak kak obyqno ono byvaet oposredovannym i proishodit, naprimer, pri postroenii matematiqeskoæ modeli kakoæ-libo real~noæ situacii v terminah sovremennoæ teorii differencial~nyh uravneniæ, ili teorii predstavleniæ grupp, ili teorii sluqaænyh processov i t.p.

Vnimanie k upomØnutym voprosam var~irovalos~ s teqeniem vremeni. HH stoletie prineslo triumfal~nyæ uspeh teorii mnoßestv v tom smysle, qto praktiqeski vse oblasti matematiki, sformirovavxiesØ do serediny stoletiØ, ‘poddalis~’ izloßeni¸ na Øzyke fftoæ teorii, ob¨edinennom s sovremennym apparatom klassiqeskoæ logiki (pravda, ‘poddalis~’ lix~ v toæ mere, v kakoæ v fftih oblastØh obhodilis~ bez postanovok zadaq, harakternyh dlØ zaroßdavxegosØ konstruktivnogo napravleniØ v matematike). Bolee togo, sistema predstavleniæ, predloßennaØ KTM, sposobstvovala vozniknoveni¸ i intensivnomu razviti¸ nekotoryh novyh oblasteæ matematiki (primerom moßet slußit~ teoriØ funkcional~nyh prostranstv i operatorov v nih). BlagodarØ uporØdoqeni¸ sistemy ponØtiæ matematiqeskogo analiza, dostignutomu na osnove KTM, byli ustraneny nekotorye nedorazumeniØ v arsenale ispol~zovavxihsØ formal~nyh procedur (naprimer, pri operirovanii s beskoneqnymi rØdami i nesobstvennymi integralami), i u mnogih matematikov sloßilos~ mnenie o tom, qto dostignuto dostatoqnoe raz¨Øsnenie ‘smysla’ vseh komponent fftogo arsenala. (Ved~ l¸baØ matematiqeskaØ procedura interpretiruetsØ kak mnoßestvo uporØdoqennyh par, qleny kotoryh v svo¸ oqered~ – nekotorye mnoßestva). A demonstraciØ “sverhqeloveqeskoæ sily formal~nyh procedur” (sm. razd. 1.2) vosprinimalas~ mnogimi matematikami kak obosnovanie a posteriori priemlemosti KTM v celom i, v qastnosti, vseh ispol~zuemyh v KTM abstrakciæ. Pri takoæ toqke zreniØ predstavlØetsØ nesuwestvennoæ daße postanovka voprosa

42 niqeskih aspektov fftoæ teorii (i ffto delaet aksiomatiqeskiæ metod ves~ma cennym instrumentom razvitiØ matematiki). No aksiomatiqeskaØ teoriØ, ne soprovoßdaemaØ motivirovkoæ, faktiqeski predstavlØet soboæ (s toqki zreniØ issledovatelØ prirody) kompleks gipotetiqeskih predstavleniæ ‘pro zapas’, ‘na vsØkiæ sluqaæ’.

IstoriØ nauki znaet rØd sluqaev, kogda ‘nemotivirovannye’ aksiomatiqeskie teorii okazyvalis~ vostrebovannymi v roli podhodØwih teoretiqeskih modeleæ nekotoryh real~nyh situaciæ. Osobenno Ørkiæ primer - neevklidovy geometrii. Odnako kak evklidova geometriØ, tak i tradicionnye neevklidovy geometrii (izloßennye, naprimer, v vide podhodØwih ‘analitiqeskih geometriæ’), faktiqeski ‘neznaqitel~no’ zavisØt ot KTM: posredstvom ‘nebol~xogo’ var~irovaniØ oni mogut byt~ preobrazovany v teorii finitarnoæ matematiki.

Dopolnenie 2. Kantor poØsnØet smysl, vkladyvaemyæ im v slo-

vo “mnoßestvo” sledu¸wim obrazom: “Pod mnoßestvom my ponimaem l¸boe ob¨edinenie v edinoe celoe opredelennyh horoxo razliqimyh ob¨ektov naxeæ intuicii ili naxeæ mysli” [Cant 1895]. �ti poØsneniØ apelliru¸t lix~ k ‘miru predstavleniæ’ i soverxenno ne predusmatriva¸t ni ‘neposredstvennogo’ sopostavleniØ predstavleniæ o “beskoneqnyh sovokupnostØh odnovremenno suwestvu¸wih ob¨ektov” s temi ili inymi rezul~tatami ‘ffksperimental~nogo osvoeniØ’ prirody (na kakom-libo urovne detalizacii i ‘ohvata’ v prostranstve-vremeni), ni ‘prosleßivaniØ’ haraktera ffkstrapolØciæ i idealizaciæ, privodØwih ot teh ili inyh ffksperimental~nyh dannyh k predstavleniØm takogo roda. Pri takom podhode iz kompleksa somneniæ i nedoumeniæ, obsußdavxihsØ myslitelØmi antiqnoæ ffpohi, osta¸tsØ lix~ voprosy, kasa¸wiesØ paradoksov ‘na urovne qistogo myxleniØ’.

‘NaivnaØ’ teoriØ mnoßestv Kantora na naqal~nyh xagah svoego razvitiØ prepodnesla matematikam i logikam ‘s¸rpriz’ v vide primerov utverßdeniæ, dokazuemyh v ramkah teorii odnovremenno so svoimi otricaniØmi. Odnako vskore ffta teoriØ byla ‘skorrektirovana’ neskol~kimi sposobami (otliqa¸wimisØ drug ot druga lix~ detalØmi, ime¸wimi po suwestvu tehniqeskiæ harakter), i predloßennye varianty byli oformleny v vide aksiomatiqeskih teoriæ. Uße davno sredi matematikov

1956]. On na rol~ bazisnyh ob¨ektov MA vybiraet ne ‘toqeqno opredelennye’ funkcii vewestvennoæ peremennoæ (kak ffto delaetsØ v tradicionnom MA), a ‘approksimativno opredelØemye’ funkcii nekotoryh tipov, rassmatrivaemye v kaqestve finitarnyh analogov funkciæ, nepreryvnyh (ili nepreryvno differenciruemyh) na zamknutom racional~nom promeßutke. �ti analogi primeqatel~ny tem, qto ih opredeleniØ ne predusmatriva¸t predvaritel~nogo vvedeniØ ponØtiØ vewestvennogo qisla v kakoæ-libo forme. Osnovnye idei podhoda Gudsteæna niße izlaga¸tsØ s nekotorymi otkloneniØmi tehniqeskogo i terminologiqeskogo haraktera ot tekstov Gudsteæna.

Preßde vsego fiksiruetsØ sposob ispol~zovaniØ PRF dlØ zadaniØ nekotoryh funkciæ, opredelennyh na racional~nyh qislah i ime¸wih racional~nye znaqeniØ (a takße nekotoryh posledovatel~nosteæ takih funkciæ). V kaqestve ‘izobraßeniæ’ racional~nyh qisel v Øzyke PRA ispol~zu¸tsØ troæki natural~nyh qisel (troæka K, L, M ‘izobraßaet’ racional~noe qislo K−L/M +1) i na Øzyk takih ‘izobraßeniæ’ perevodØtsØ standartnye opredeleniØ otnoxeniØ ravenstva, porØdkovyh otnoxeniæ i osnovnyh operaciæ. DopuskaetsØ ispol~zovanie simvolov, igra¸wih rol~ peremennyh dlØ racional~nyh qisel: vsØkiæ takoæ simvol rassmatrivaetsØ kak oboznaqenie nekotoroæ troæki razliqnyh peremennyh dlØ natural~nyh qisel. DopuskaetsØ ispol~zovanie simvolov, igra¸wih rol~ oboznaqeniæ nekotoryh funkciæ s racional~nymi znaqeniØmi, opredelennyh na korteßah natural~nyh qisel (i tem samym v nekotoryh sluqaØh – na racional~nyh qislah) s zadannym koliqestvom qlenov, i v kaßdom takom sluqae predpolagaetsØ zadannoæ nekotoraØ troæka PRF, ‘raz¨ØsnØ¸waØ’ ispol~zuemoe oboznaqenie racional~noznaqnoæ funkcii. Esli simvol F raz¨Øsnen posredstvom troæki PRF F_1, F_2, F_3, to vyraßenie vida F (H) ponimaetsØ kak oboznaqenie vyraßeniØ F_1(H), F_2(H), F_3(H). DopuskaetsØ takße ispol~zovanie simvolov, igra¸wih rol~ peremennyh dlØ funkciæ s racional~nymi znaqeniØmi. Esli V – takoæ simvol, to vyraßenie V (H) ponimaetsØ kak oboznaqenie vyraßeniØ V_1(H), V_2(H), V_3(H), gde V_1, V_2, V_3 – razliqnye peremennye dlØ PRF s sootvetstvu¸wim koliqestvom argumentnyh mest.

Troæka 3-mestnyh PRF F_1,F_2, F_3 nazyvaetsØ racional~noæ 1- mestnoæ PRF, esli ona ravnym racional~nym qislam stavit v sootvetstvie takße ravnye racional~nye qisla i formul~naØ zapis~ fftogo utverßdeniØ vyvodima v PRA. Troæka 4-mestnyh PRF G_1, G_2, G_3 nazyvaetsØ posledovatel~nost~¸ racional~nyh 1-mestnyh PRF, esli v PRA vyvodima formul~naØ zapis~ sledu- ¸wego utverßdeniØ: l¸baØ troæka 3-mestnyh PRF, poluqaemaØ iz G_1, G_2, G_3 v rezul~tate fiksacii znaqeniØ pervogo argumenta, predstavlØet soboæ racional~nu¸ 1-mestnu¸ PRF.

Odin iz variantov predloßennogo Gudsteænom finitarnogo analoga ponØtiØ funkcii, ravnomerno nepreryvnoæ v zamknutom racional~nom promeßutke [ a, b ], moßet byt~ vveden v rassmotrenie sledu¸wim opredeleniem (niße bukvy i, k, l, n – ffto peremennye dlØ natural~nyh qisel, a r, s – peremennye dlØ racional~nyh qisel):

Posledovatel~nost~ racional~nyh PRF G nazyvaetsØ rekursivnoæ ravnomerno nepreryvnoæ v [ a, b ] funkcieæ, esli moßno postroit~ PRF h, p i q takie, qto pri vseh dopustimyh znaqeniØh peremennyh vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: (k ¿ h(i) & l ¿ h(i)) → (|G(k, r) − G(l, r)| < 2^{−i}), (|r − s| < 2^{−p(i)} & n ¿ q(i)) → (|G(n, r) − G(n, s)| < 2^{−i}). Gudsteæn podrazumevaet (odnako ne govorit ob fftom Øvno), qto vypolnenie fftih usloviæ v konkretnyh sluqaØh obosnovyvaetsØ vyvodami v PRA.

Na osnove analogiqnyh podhodov Gudsteæn vvodit v rassmotrenie finitarnye analogi ponØtiØ ravnomerno nepreryvno differenciruemoæ v [ a, b ] funkcii i ponØtiØ ploskoæ krivoæ [Good 1956].

Predloßennye Gudsteænom finitarnye analogi rØda ponØtiæ tradicionnogo MA opredelØ¸tsØ metodom, ‘pohoßim’ na metod popolneniØ metriqeskih prostranstv. Odnako ime¸tsØ i suwestvennye otliqiØ. V roli upomØnutoæ vyxe posledovatel~nosti racional~nyh PRF G moßet figurirovat~ posledovatel~nost~, v kotoroæ racional~nye PRF, poluqaemye pri fiksacii nomera qlena posledovatel~nosti, ime¸t razryvy v mnoßestve racional~nyh qisel (voobwe govorØ, ffti funkcii lix~ ‘stanovØtsØ vse menee i menee razryvnymi’ pri vozrastanii nomera qlena posledovatel~nosti). Takim obrazom, racional~nye PRF, iz kotoryh ‘formiru¸tsØ’ posledovatel~nosti, ne sostavlØ¸t podprostranstvo konstruiruemogo prostranstva. Niße v razd. 4.6

41 qeniØ iz ‘polØ zreniØ’ predstavleniæ, svØzyva¸wih (voobwe govorØ, s ispol~zovaniem ffkstrapolØciæ i idealizaciæ) sußdeniØ primenØemogo v dannoæ teorii Øzyka s ffksperimental~nymi dannymi, kasa¸wimisØ togo ili inogo fragmenta prirody, ili s gipotezami ob oßidaemyh v opredelennyh situaciØh rezul~tatah ffksperimentov.

Odnako v real~noæ ‘matematiqeskoæ ßizni’ interes obyqno koncentriruetsØ na takih aksiomatiqeskih teoriØh, opredelenie kotoryh soprovoßdaetsØ nekotoroæ motivirovkoæ. Osobenno cenitsØ (vo vsØkom sluqae – s toqki zreniØ primeneniæ matematiki) ‘oqerqivanie’ hotØ by odnoæ ‘realizacii’ teorii v forme predstavleniæ tol~ko-qto upomØnutogo tipa – predstavleniæ, ime¸wih harakter ‘prosleßivaniØ’ processa formirovaniØ dannoæ aksiomatiqeskoæ teorii pri modelirovanii real~nyh situaciæ togo ili inogo roda s ispol~zovanii takihto (ßelatel~no, ‘ostoroßnyh’ ili po kraæneæ mere ‘ne slixkom fantastiqnyh’) ffkstrapolØciæ i idealizaciæ.

‘Vnutri’ matematiki inogda predlaga¸tsØ motivirovki, ime- ¸wie harakter interpretacii rassmatrivaemoæ aksiomatiqeskoæ teorii v nekotoroæ drugoæ aksiomatiqeskoæ teorii, dlØ kotoroæ uße predloßena priemlemaØ s nekotoroæ toqki zreniØ motivirovka. Inogda na fftom puti udaetsØ naæti interpretaci¸ v ramkah teorii koneqnyh mnoßestv, inogda – v ramkah finitarnoæ matematiki, i ffto faktiqeski oznaqaet formulirovanie motivirovki pervogo iz upomØnutyh vyxe tipov.

Odnako interpretacii (i posledovatel~nosti interpretaciæ) odnih aksiomatiqeskih teoriæ v drugih obyqno (esli imet~ v vidu faktiqeski rassmatrivaemye v sovremennoæ matematike aksiomatiqeskie teorii) ‘upira¸tsØ’ (neposredstvenno ili oposredovanno) v kantorovu teori¸ beskoneqnyh mnoßestv ili v ‘obxirnye’ fragmenty fftoæ teorii (naprimer, blagodarØ ispol~zovani¸ apparata logiqeskogo vyvoda klassiqeskoæ logiki, motivirovka priemlemosti kotorogo ispol~zuet predstavleniØ o ‘zaverxennoæ beskoneqnosti’).

Takim obrazom, ‘otqetlivost~’, dostigaemaØ v rezul~tate predstavleniØ matematiqeskih teoriæ v aksiomatiqeskoæ forme, obyqno imeet, tak skazat~, tehniqeskiæ harakter. Aksiomatiqeskiæ sposob formulirovaniØ matematiqeskoæ teorii sozdaet blagopriØtnye predposylki dlØ razrabotki razliqnyh teh-

⟨. . . ⟩ S fftogo momenta bolee xirokoe primenenie aksiomatiqeskogo metoda stanovitsØ obwepriznannym faktom. ⟨. . . ⟩ Drugimi slovami, matematika po svoeæ suwnosti ⟨. . . ⟩ predstavlØetsØ teper~ uqeniem ob otnoxeniØh meßdu ob¨ektami,o kotoryh niqego ne izvestno krome nekotoryh opisyva¸wih ih svoæstv, imenno teh, kotorye v kaqestve aksiom poloßeny v osnovanie teorii”.

Mysl~, vyraßennu¸ posledneæ frazoæ, G. Kantor ‘zaostrØet’ v vide sledu¸wego tezisa: “...matematika soverxenno nezavisima v svoem razvitii i ee ponØtiØ svØzany tol~ko trebovaniØmi byt~ neprotivoreqivymi i sootvetstvovat~ ponØtiØm, vvedennym ranee posredstvom toqnyh opredeleniæ” [Cant 1895]. V svØzi s fftim tezisom umestno vspomnit~ ‘korrektiru¸wiæ’ ego tezis G. VeælØ: “PostroeniØ matematiqeskogo uma ØvlØ¸tsØ odnovremenno i svobodnymi, i neobhodimymi. Otdel~nyæ matematik quvstvuet, qto on svoboden opredelØt~ svoi ponØtiØ i ustanavlivat~ svoi aksiomy kak emu ugodno. No vopros: zainteresuet li on svoih kolleg-matematikov produktami svoego voobraßeniØ? My ne moßem ne quvstvovat~, qto nekotorye matematiqeskie struktury, razvivxiesØ blagodarØ sovmestnym usiliØm mnogih uqenyh, nesut peqat~ neobhodimosti, kotoraØ ne zatragivaetsØ sluqaænostØmi ih istoriqeskogo poØvleniØ.” [Weyl 1951]

Aksiomatiqeskiæ metod postroeniØ matematiqeskih teoriæ v ego sovremennom vide predusmatrivaet opisanie konkretnoæ teorii v vide formal~no-deduktivnoæ sistemy (ffto ponØtie ØvlØetsØ qastnym sluqaem ‘qisto znakovogo’ ponØtiØ isqisleniØ), predusmatrivaet postanovku zadaqi ob obosnovanii neprotivoreqivosti rassmatrivaemoæ formal~no-deduktivnoæ sistemy, no (voobwe govorØ) ne predusmatrivaet izloßeniØ kakih-libo motivirovok, kasa¸wihsØ vybora specifiqeskih aksiom i pravil logiqeskogo vyvoda, vkl¸qaemyh v opisanie rassmatrivaemoæ teorii.

Rasxirenie ramok ispol~zovaniØ v matematike aksiomatiqeskogo metoda soprovoßdalos~ ‘vytesneniem’ ponØtiØ “istinnoe sußdenie” ponØtiem “sußdenie, vyvodimoe iz takih-to ishodnyh sußdeniæ po takim-to pravilam vyvoda”. Takoe ‘osvoboßdenie’ ot trudnyh voprosov semantiqeskogo haraktera delalo aksiomatiqeskiæ metod privlekatel~nym sredstvom dostißeniØ svoeobraznoæ ‘otqetlivosti’. PoslednØØ dostigaetsØ cenoæ iskl¸- budet otmeqena ewe odna qerta predloßennoæ Gudsteænom sistemy ponØtiæ, prepØtstvu¸waØ ‘neposredstvennomu’ vloßeni¸ teorem, formuliruemyh na osnove fftoæ sistemy, v beskvantornyæ Øzyk PRA.

V celom prihoditsØ konstatirovat~, qto podhod Gudsteæna v ego ishodnom variante nedostatoqno prisposoblen dlØ rasprostraneniØ ego na mnogie funkcional~nye prostranstva, igra¸- wie vaßnye roli v sovremennom MA. On nußdaetsØ v modifikaciØh, i takie modifikacii ‘podskazyva¸t’ nekotorye rezul~- taty razvitiØ teorii funkcional~nyh prostranstv v klassiqeskoæ matematike.

Opredelennyæ xag v fftom napravlenii byl sdelan samim Gudsteænom. On postroil algorifm (dopuska¸wiæ oformlenie v vide rekursivnogo operatora), stroØwiæ po l¸boæ posledovatel~- nosti racional~nyh PRF G i l¸boæ troæke PRF h, p, q, dlØ kotoryh vypolnØ¸tsØ ukazannye vyxe usloviØ (harakterizu¸- wie G kak rekursivnu¸ ravnomerno nepreryvnu¸ v [ a, b ] funkci¸), opredelennu¸ rekursivnu¸ ravnomerno nepreryvnu¸ v [ a, b ] funkci¸ G^+, ffkvivalentnu¸ v ‘estestvennom’ smysle funkcii G i taku¸, qto vse qleny posledovatel~nosti G^+ predstavlØ¸t soboæ poligonal~nye funkcii s racional~nymi ‘koordinatami verxin’.

Gudsteæn podqerkivaet, qto predlagaemye im finitarnye analogi nekotoryh ponØtiæ tradicionnogo MA ne predusmatriva¸t predvaritel~nogo vvedeniØ ponØtiØ vewestvennogo qisla v kakoæ libo forme. V to ße vremØ, dlØ rekursivnoæ ravnomerno nepreryvnoæ funkcii G, dopolnennoæ troækoæ PRF h, p, q, estestvennym obrazom (posredstvom konstrukcii ‘diagonal~nogo’ tipa) opredelØ¸tsØ ee znaqeniØ na algorifmiqeski zadannyh vewestvennyh qislah (dlØ takih opredeleniæ udobno snaqala pereæti k G^+). NesmotrØ na taku¸ vozmoßnost~, vvedennye v rassmotrenie Gudsteænom funkcii – ffto (po suwestvu) ob¨- ekty osobogo tipa, sootvetstvu¸wie sledu¸wemu opredeleni¸ L. �ælera: “FunkciØ peremennogo koliqestva est~ analitiqeskoe vyraßenie, sostavlennoe kakim-libo obrazom iz fftogo peremennogo koliqestva i qisel ili postoØnnyh koliqestv”.

Rol~ ishodnogo materiala dlØ takogo opredeleniØ mogli sygrat~, v qastnosti, stepennye rØdy s racional~nymi kofffficientami, rassmatrivaemye kak posledovatel~nosti polinomov

‘na fone’ opredelennyh sposobov operirovaniØ nad naborami kofffficientov fftih polinomov. S teqeniem vremeni i ot sluqaØ k sluqa¸ smysl termina “analitiqeskoe vyraßenie” izmenØlsØ (v sootvetstvii s izmeneniØmi dopuskaemyh sredstv konstruirovaniØ simvoliqeskih vyraßeniæ i sposobov interpretacii poslednih). V rezul~tate v matematike vstreqaetsØ mnogo razliqnyh form funkciæ v smysle �ælera. PodhodØwie utoqneniØ citirovannoæ priblizitel~noæ harakterizacii funkciæ v smysle �ælera na osnove nekotoryh modifikaciæ i ffkstrapolØciæ ideæ Gudsteæna ob approksimativno opredelØemyh funkciØh, vmeste s rezul~tatami razvitiØ teorii funkcional~nyh prostranstv v tradicionnom MA, privodØt k vvedeni¸ rØda takih ponØtiæ, kotorye predostavlØ¸t vozmoßnost~ razvit~ obxirnu¸ qast~ MA v ramkah finitarnoæ matematiki i prodvinut~sØ v realizacii programmy L. Kronekera, orientiru¸weæ na postroenie razliqnyh oblasteæ matematiki s ispol~zovaniem tol~ko ‘ostoroßnyh’ idealizaciæ.

§4. Finitarnye popolneniØ fflementarnyh metriqeskih i sqetnometriqeskih prostranstv kak finitarnye analogi funkcional~nyh prostranstv klassiqeskoæ matematiki 4.1. Kl¸qevye roli v dostißenii celi, o kotoroæ vyxe xla

req~, igra¸t vvedennye v pervoæ polovine XX stoletiØ ponØtiØ metriqeskogo prostranstva, sqetnometriqeskogo prostranstva i popolneniØ metriqeskogo (sqetnometriqeskogo) prostranstva. PonØtie popolneniØ metriqeskogo prostranstva vedet svoe proishoßdenie ot predloßennogo G.Kantorom i (nezavisimo) X. Merff opredeleniØ ponØtiØ “vewestvennoe qislo”. Poslednee osnovano na opredelennoæ konstrukcii.

Zdes~ termin “konstrukciØ” primenen ne v tom smysle, v kakom on ispol~zuetsØ v konstruktivnoæ matematike, a v bolee xirokom smysle. Opredelenie, o kotorom seæqas idet req~, apelliruet k ‘poqti fiziqeskim’ predstavleniØm o posledovatel~- nostØh racional~nyh qisel kak o processah posledovatel~nogo postroeniØ nekotoryh ob¨ektov, i s fftoæ toqki zreniØ ono ‘intuitivno konstruktivnoe’. ‘AlgorifmizaciØ’ fftoæ konstrukcii, dopolnennaØ podhodØwimi modifikaciØmi i obobweniØmi, otkryla put~ k postroeni¸ konstruktivnyh i, bolee togo, finitarnyh variantov rØda oblasteæ MA. (Dop8)

DopolneniØ

Dopolnenie 1. V istorii formirovaniØ ‘oblika’ matematiki

pervostepennu¸ rol~ sygrala i inaØ liniØ razvitiØ bazisnyh predstavleniæ, ne opiravxaØsØ (neposredstvenno) na analiz teh ili inyh predstavleniæ ‘o beskoneqnosti’, – liniØ,imevxaØ svoim rezul~tatom oformlenie v kaqestve samostoØtel~noæ matematiqeskoæ ideologii aksiomatiqeskogo metoda postroeniØ matematiqeskih teoriæ, veduwego svoe proishoßdenie ot “Naqal” Evklida. �ta liniØ otqetlivo ‘proqerqivaetsØ’ sledu¸wimi fragmentami knigi [Bourb 1960] (glava “OsnovaniØ matematiki. Logika. TeoriØ mnoßestv”):

“Matematiki vsegda byli uvereny, qto oni dokazyva¸t ‘istiny’ ili ‘istinnye vyskazyvaniØ’. ⟨. . . ⟩ Tradicionnoe ponØtie matematiqeskoæ istiny voshodit k ffpohe VozroßdeniØ. Pri fftoæ koncepcii ne bylo bol~xogo razliqiØ meßdu ob¨ektami, s kotorymi imeet delo matematik, i ob¨ektami, izuqaemymi estestvennymi naukami. I te i drugie sqitalis~ poznavaemymi, qelovek ovladevaet imi posredstvom intuicii i rassußdeniØ. ⟨. . . ⟩ So vremen antiqnosti i do XIX v. suwestvovalo polnoe edinoduxie otnositel~no ob¨ektov, kotorye ØvlØ¸tsØ osnovnymi dlØ matematikov;⟨. . . ⟩ ffto sut~ qisla, veliqiny i figury.⟨. . . ⟩ Kak by ni otliqalis~ po svoim ottenkam razliqnye filosofskie koncepcii matematiqeskih ob¨ektov u razliqnyh matematikov i filosofov, v odnom punkte po kraæneæ mere oni shodØtsØ, a imenno, qto ffti ob¨ekty nam dany i qto ne v naxeæ vlasti pridat~ im proizvol~nye svoæstva, kak ne vlasten fizik izmenit~ kakoæ-nibud~ zakon prirody. ⟨. . . ⟩ Pervyæ udar po klassiqeskim koncepciØm byl nanesen v naqale veka Gaussom, Lobaqevskim i Boæai postroeniem neevklidovoæ giperboliqeskoæ geometrii. ⟨. . . ⟩ Gauss i Lobaqevskiæ polaga¸t,qto spor meßdu razliqnymi vozmoßnymi geometriØmi moßet byt~ razrexen opytnym putem. ⟨. . . ⟩ Na fftoæ ße toqke zreniØ stoit i Riman ⟨. . . ⟩. No ffta problema uße Øvno ne otnositsØ k matematike. I, kaßetsØ, nikto iz upomØnutyh avtorov ne podvergaet somneni¸ to, qto, daße esli kakaØ-nibud~ ‘geometriØ’ i ne sootvetstvuet ffksperimental~nym dannym, ee teoremy tem ne menee osta¸tsØ ‘matematiqeskimi istinami’. ⟨. . . ⟩ matematiki naqina¸t nakonec otqetlivo soznavat~,qto ⟨. . . ⟩ v matematike vpolne zakonno rassußdat~ ob ob¨ektah, ne ime¸wih nikakoæ quvstvennoæ ‘interpretacii’.

skogo vyvoda ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki okazyva¸tsØ (byt~ moßet, pri podhodØwih ograniqeniØh) dopustimymi s toqki zreniØ takogo ponimaniØ roli upomØnutyh teorem.

5.2. DlØ ill¸stracii skazannogo vyxe rassmotrim dva prime-

ra. DlØ sußdeniØ (∗∗∗∗) v roli ‘interesnoæ po soderßani¸’ finitarnoæ maßoranty moßet figurirovat~ (naprimer) formula ∃h∀x∀z(∀y6_{h(x,z)}(φ(x, y) = 0) → (ψ(x, z) = 0)), a takße formula ∃h^0 ∀x∀z(φ(x, h^0 (x, z) = 0) → (ψ(x, z) = 0)), gde h i h^0 – peremennye dlØ 2-mestnyh PRF, a x, y, z – peremennye dlØ natural~nyh qisel.

V rabotah Gudsteæna po rekursivnomu MA vstreqa¸tsØ teoremy, privodimye k vidu (∗ ∗ ∗∗) i k bolee sloßnym vidam, odnako on ne utoqnØet ispol~zovannye im (faktiqeski intuitivno) tipy umozakl¸qeniæ, neizbeßno vyhodØwie za ramki PRA (preßde vsego - vvidu logiqeskoæ formy sußdeniæ, figuriru¸- wih v ego rassußdeniØh). Analiz ‘logiqeskoæ situacii’ v fftih rabotah moßno naæti v [Shan 1970]. VyØsnØetsØ, qto v rØde sluqaev Gudsteæn faktiqeski obosnovyvaet nekotorye ‘interesnye po soderßani¸’ maßoranty sußdeniæ, ØvlØ¸wihsØ teoremami konstruktivnogo v ‘xirokom’ smysle MA.

V kaqestve vtorogo primera rassmotrim v ramkah klassiqeskoæ matematiki sledu¸wee sußdenie: “KaßdaØ monotonnaØ vniz PRF imeet toqku stabilizacii”. Na logiko-arifmetiqeskom Øzyke ono imeet vid: ∀f(∀m(f(m + 1) 6 f(m)) → ∃n∀k(k ¿ n → f(k) = f(n))), gde f – peremennaØ dlØ 1-mestnyh PRF, ∃ – ‘klassiqeskiæ’ kvantor suwestvovaniØ (sm. razd. 2.3), a m, n, k – peremennye dlØ natural~nyh qisel.

�to sußdenie imeet znaqitel~no bolee sloßnu¸ logiqesku¸ strukturu, qem (∗ ∗ ∗∗). Odnako iz ‘estestvennogo’ rassußdeniØ, posredstvom kotorogo obosnovyvaetsØ ffta teorema klassiqeskoæ matematiki, moßno ‘izvleq~’ interesnu¸ po svoemu ‘naglØdnomu smyslu’ i ime¸wu¸ finitarnoe obosnovanie maßorantu rassmatrivaemogo utverßdeniØ (sm. [Shan 1982, 1983]).

Predloßennoe Kantorom i Merff opredelenie vewestvennyh qisel kak fundamental~nyh posledovatel~nosteæ racional~nyh qisel (rassmatrivaemyh ‘na fone’ nekotorogo estestvennogo otnoxeniØ ravenstva takih posledovatel~nosteæ) konkurirovalo s opredeleniØmi, predloßennymi K. Veæerxtrassom i R. Dedekindom. Odnako imenno opredelenie Kantora i Merff ‘poddalos~’ ves~ma plodotvornomu obobweni¸ v vide predloßennogo F. Hausdorfom ponØtiØ fundamental~noæ posledovatel~nosti toqek zadannogo metriqeskogo prostranstva. Udobnyæ ‘dlØ konstruktivizacii’ variant fftogo ponØtiØ imeet sledu¸wiæ vid:

Pust~ ⟨ M, ρ ⟩ – metriqeskoe prostranstvo (s nositelem M i metriqeskoæ funkcieæ ρ) i F – otobraßenie mnoßestva vseh natural~nyh qisel N v M. GovorØt, qto F ØvlØetsØ fundamental~- noæ posledovatel~nost~¸ toqek fftogo prostranstva, esli suwestvuet funkciØ h, otobraßa¸waØ N v N i ØvlØ¸waØsØ regulØtorom shodimosti v sebe posledovatel~nosti toqek F , to est~ takaØ, qto dlØ l¸byh natural~nyh qisel i, k, l vypolnØetsØ uslovie:

(k ¿ h(i) & l ¿ h(i)) → (ρ(F (k), F (l)) < 2^{−i}). (∗)

Esli ‘pred¨Øvlena’ v vide algorifma fundamental~naØ posledovatel~nost~ F , no ne soobwen kakoæ-libo ee regulØtor shodimosti v sebe, to daße v teh sluqaØh, kogda ‘utaivaemaØ’ funkciØ h predstavlØet soboæ algorifm, okazyvaetsØ ‘tvorqeskoæ’ (naprimer) problema nahoßdeniØ kakogo–libo natural~nogo qisla n, dlØ kotorogo pri l¸bom k rasstoØnie ot F (0) do F (k) men~xe, qem n. TakaØ nedostatoqnost~ informacii, soderßaweæsØ v samoæ fundamental~noæ posledovatel~nosti F (owuwaemaØ osobenno ‘ostro’ v sisteme ponØtiæ konstruktivnoæ matematiki) pobußdaet predpoqitat~ popolneniØm metriqeskih prostranstv, sostoØwim iz fundamental~nyh posledovatel~nosteæ toqek, popolneniØ, sostoØwie iz dupleksov, t.e. iz par vida ⟨ F, h ⟩, udovletvorØ¸wih pri l¸byh i, k, l uslovi¸ (∗).

Analog takogo popolneniØ v sisteme ponØtiæ konstruktivnogo matematiqeskogo analiza poluqaetsØ v rezul~tate ograniqeniØ “polØ zreniØ” konstruktivnymi metriqeskimi prostranstvami, algorifmiqeski zadannymi posledovatel~nostØmi toqek i takimi ße regulØtorami shodimosti v sebe (sm., naprimer, [Shan 1962, 1968 §10], [Tsey 1962a]). V qastnosti, esli M – mnoßestvo racional~nyh qisel i ρ(r, s) = |r −s|, to dupleks ⟨ F, h ⟩ nazyvaetsØ vewestvennym dupleksom. Ego estestvenno rassmatrivat~ kak ‘informacionno polnocennyæ’ konstruktivnyæ analog ponØtiØ vewestvennogo qisla v smysle Kantora i Merff.

Odnako kritika intuitivnoæ bazy teorii mnoßestv, o kotoroæ xla req~ v §1, rasprostranima v nekotoroæ svoeæ suwestvennoæ qasti i na intuitivnu¸ bazu tradicionnogo (‘xirokogo’) konstruktivnogo matematiqeskogo analiza – v poslednem formuliru¸tsØ sußdeniØ, znaqitel~no vyhodØwie za ramki Øzyka finitarnoæ matematiki i, sledovatel~no, predstavlØ¸wie soboæ trudnye ‘semantiqeskie zagadki’. V qastnosti, odno iz central~nyh ponØtiæ – ponØtie konstruktivnoæ funkcii na konstruktivnom kontinuume (sm. [Mark 1958,1962]) – harakterizuetsØ usloviem, privodimym logiqeskimi sredstvami ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki k vidu ∀x¬∀y¬∀z(Θ(c, x, y, z) = 0), gde Θ – nekotoraØ primitivno rekursivnaØ funkciØ, c – arifmetiqeskiæ kod rassmatrivaemoæ konstruktivnoæ funkcii i x, y, z – peremennye dlØ natural~nyh qisel. Zdes~ zapisan arifmetiqeskiæ variant usloviØ, poluqa¸wiæsØ v rezul~tate podhodØwego kodirovaniØ natural~nymi qislami konstruktivnyh ob¨ektov razliqnyh tipov, figuriru¸wih v opredelenii ponØtiØ.

4.2. Vybor bazisnyh ponØtiæ, podhodØwih dlØ postroeniØ fi-

nitarnyh variantov rØda oblasteæ MA podgotovili (v pervu¸ oqered~) konkretnye teoremy iz razliqnyh razdelov MA, ime- ¸wie sledu¸wiæ vid:

V metriqeskom prostranstve ⟨ M, ρ ⟩ suwestvuet sqetnoe vs¸- du plotnoe podmnoßestvo.

Teoremy fftogo vida obyqno rassmatriva¸tsØ kak konstatacii ves~ma suwestvennogo svoæstva rassmatrivaemogo prostranstva, predostavlØ¸wego vozmoßnost~ (esli ⟨ M, ρ ⟩ – polnoe prostranstvo) vvesti v rassmotrenie ‘izometriqnyæ dvoænik’ dannogo prostranstva, poluqaemyæ kak rezul~tat popolneniØ nekotorogo sqetnogo metriqeskogo prostranstva. Odnako v tradicionnom MA ‘ne prinØto’ ispol~zovat~ proceduru popolneniØ v kaqestve sistematiqeski primenØemogo sredstva opredeleniØ matematiqeskih ob¨ektov ‘sloßnyh’ tipov (v qastnosti, ‘sloßnyh’ fflemenv [Shan 1981]), podskazan mnogoqislennymi i raznoobraznymi primerami teorem iz ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki, dlØ kotoryh udavalos~ nahodit~ finitarno dokazuemye maßoranty (t.e.‘usileniØ’ s toqki zreniØ deduktivnogo apparata ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki), ime¸wie vid S^∗ (razd. 2.3) ili privodimye k takomu vidu posredstvom arifmetizacii. Primery takogo roda priveli k formirovani¸ ierarhii metodov maßorirovaniØ l¸byh arifmetiqeskih sußdeniæ posredstvom sußdeniæ vida S^∗. RazumeetsØ, ne dlØ l¸bogo arifmetiqeskogo sußdeniØ ili ego otricaniØ v fftih ierarhiØh naædetsØ maßoranta, istinnaØ v ‘priemlemoæ’ qastnoæ finitarnoæ semantike. No nekotoryæ podhod k vozmoßnym ffkstrapolØciØm na ‘xirokiæ’ arifmetiqeskiæ Øzyk predstavleniæ ob istinnyh sußdeni- Øh voznikaet.

�to rasxirØet naxi predstavleniØ o svoæstvah ispol~zuemyh v konstruktivnoæ matematike Øzykov i logiqeskih apparatov, no, voobwe govorØ, nemnogo daet pri poiskah ‘interesnyh po soderßani¸’ finitarnyh variantov teorem konstruktivnoæ matematiki. Delo v tom, qto obwie metody maßorirovaniØ, kotorye vyxe imelis~ v vidu, predpolaga¸t predvaritel~noe privedenie ishodnogo sußdeniØ k nekotoroæ special~noæ forme, ne soderßaweæ vhoßdeniæ implikacii i v celom deformiru¸weæ ‘do neuznavaemosti’ ishodnoe sußdenie.

Odnako vo mnogih sluqaØh na osnove konkretnyh soobraßeniæ udaetsØ stroit~ finitarnye maßoranty, ‘sravnitel~no blizkie’ po logiqeskoæ strukture k ishodnym sußdeniØm i istinnye v nekotoroæ qastnoæ semantike, raspoloßennoæ v ‘naqal~noæ qasti’ ierarhii qastnyh semantik (naprimer, v PRA). Produktivnye v fftom otnoxenii special~nye metody maßorirovaniØ var~iru¸tsØ ot sluqaØ k sluqa¸ (moßno skazat~, qto formiruetsØ nekotoraØ biblioteka special~nyh metodov maßorirovaniØ), i obnarußivaetsØ, qto nekotorye teoremy finitarnoæ matematiki celesoobrazno formulirovat~ v forme podhodØwih teorem ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki, dopolnØemyh ukazaniem opredelennogo special~nogo metoda maßorirovaniØ. Pri fiksacii special~nogo metoda maßorirovaniØ nekotorye teoremy ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki sposobny igrat~ rol~ udobnyh formulirovok opredelennyh teorem finitarnoæ matematiki. Pri fftom nekotorye fragmenty apparata logiqefunkcii s koneqnym naborom racional~nyh ‘stupeneæ’ v [ a, b ] (ili polinomy s racional~nymi kofffficientami) i oni rassmatriva¸tsØ kak osnova finitarnogo prostranstva summiruemyh v [ a, b ] funkciæ, a g – ‘fflementarnyæ’ ob¨ekt fftogo roda, to skazannoe vyxe verno i dlØ Ω_2(g, [r, s], n). (Dop10)

�kstrapolØciØ interval~noæ funkcii Ω_1 na fflementy finitarnogo popolneniØ (oboznaqim ee posredstvom Ω^∧_1 ) proizvoditsØ ‘diagonal~nym’ metodom. Esli ⟨ F, h ⟩ – dupleks, ØvlØ¸wiæsØ fflementom finitarnogo popolneniØ, to

Ω^∧_1 (⟨ F, h ⟩, [r, s], n)^{def}= Ω_1(F (h(n)), [r, s], n).

Netrudno dat~ ocenku ‘mery otkloneniØ’ drug ot druga poluqa¸wihsØ racional~nyh promeßutkov v zavisimosti ot n i ot ‘blizosti’ r i s. Doslovno tak ße opredelØetsØ ffkstrapolØciØ Ω^∧_2 interval~noæ funkcii Ω_2 na fflementy vtorogo popolneniØ, i skazannoe vyxe ob ocenke, kasa¸weæsØ Ω^∧_1 , moßno povtorit i primenitel~no k Ω^∧_2 .

Zadanie interval~nyh funkciæ opisannym vyxe sposobom na osnove approksimativno opredelØemyh funkciæ ØvlØetsØ kosvennym zadaniem. Odnako ego suwestvennaØ osobennost~ sostoit v tom, qto ono ne apelliruet k ponØti¸ vewestvennogo qisla v kakoæ-libo forme.

§5. O teoremah finitarnoæ matematiki, ime¸wih formu maßorant teorem ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki 5.1. Teoremy ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki formuli-

ru¸tsØ na Øzyke, bolee ‘bogatom’, qem Øzyk finitarnoæ matematiki. Naprimer, sußdenie vida ∀x(∀y(φ(x, y) = 0) → ∀z(ψ(x, z) = 0)), (∗ ∗ ∗∗) gde φ i ψ – kakie-libo PRF, a x, y, z – peremennye dlØ natural~- nyh qisel, nahoditsØ za ramkami Øzyka finitarnoæ matematiki. Ponimani¸ v fftoæ formule znaka “→” kak oboznaqeniØ bulevoæ funkcii prepØtstvuet skazannoe v razd. 2.2 o sußdeniØh vida S_2.

Vopros o semantike sußdeniæ, formuliruemyh na Øzyke ‘xirokoæ’ konstruktivnoæ matematiki, imeet dlitel~nu¸ istori¸. Kratkiæ oqerk fftoæ istorii moßno naæti v [Shan 1981]. Odin iz podhodov, predloßennyæ v [Shan 1973] (i kratko izloßennyæ tov funkcional~nyh prostranstv) na osnove ob¨ektov prostyh tipov. No imenno takoæ podhod otkryvaet put~ k preodoleni¸ naloßennogo Gil~bertom ‘tabu’ na sozdanie finitarnyh variantov razliqnyh oblasteæ MA.

Tradicionnye dokazatel~stva konkretnyh teorem o suwestvovanii v metriqeskih prostranstvah sqetnyh vs¸du plotnyh podmnoßestv vo mnogih sluqaØh predstavlØ¸t soboæ dokazatel~- stva (ili legko prevrawa¸tsØ v dokazatel~stva) nekotoryh detalizaciæ rassmatrivaemyh teorem – detalizaciæ, konstatiru- ¸wih rØd principial~nyh osobennosteæ ‘pred¨ØvlØemyh’ v dokazatel~stvah sqetnyh vs¸du plotnyh podmnoßestv i ime¸wih sledu¸wiæ vid:

V metriqeskom prostranstve ⟨ M, ρ ⟩ suwestvuet vs¸du plotnoe podmnoßestvo T takoe, qto (1) ego fflementy ime¸t individual~nye zadaniØ v vide konstruktivno opredelØemyh ob¨- ektov nekotorogo konkretnogo tipa (ffti ob¨ekty nazovem ob¨- ektami tipa τ ), priqem kaßdyæ ob¨ekt tipa τ ‘zadaet’ nekotoryæ fflement mnoßestva T, (2) ob¨ekty tipa τ obrazu¸t razreximoe i, sledovatel~no, pereqislimoe mnoßestvo (moßno sqitat~, po suwestvu ne ograniqivaØ obwnosti, qto ob¨ekty tipa τ ØvlØ¸tsØ slovami v podhodØwem alfavite i qto req~ idet o razreximosti mnoßestva ob¨ektov tipa τ kak podmnoßestva mnoßestva vsevozmoßnyh slov v fftom alfavite), (3) na mnoßestve T, rassmatrivaemom kak mnoßestvo ob¨ektov tipa τ , metriqeskaØ funkciØ ρ zadaetsØ v vide nekotorogo algorifma i (4) esli X i Y – ob¨ekty tipa τ , to ρ(X, Y ) predstavlØet soboæ racional~noe (vtoroæ variant – algebraiqeskoe) qislo. L¸baØ konkretnaØ teorema fftogo vida ‘podskazyvaet’ specifiqesku¸ toqku zreniØ na rassmatrivaemoe metriqeskoe prostranstvo: fflementy prostranstva ⟨ M, ρ ⟩ – ffto ‘poqti konstruktivno opredelØemye ob¨ekty tipa τ ’.

4.3. Nekotorye funkcional~nye prostranstva, izuqaemye v MA,

okazyva¸tsØ (pri ih estestvennyh opredeleniØh) sqetnometriqeskimi, t.e. v pare ⟨ M, ρ ⟩ v roli ρ figuriruet funkciØ, opredelennaØ na mnoßestve N×M×M (ili na mnoßestve N^k ×M×M pri k > 1), gde N – mnoßestvo natural~nyh qisel, i takaØ, qto pri vseh konkretnyh znaqeniØh qislovogo argumenta (ili qislovyh argumentov) funkcii ρ ‘vedet sebØ’ kak polumetriqeskaØ funkciØ v mnoßestve M. FunkciØ ρ nazyvaetsØ mul~timetrqeskoæ funkcieæ v M. Skazannoe vyxe o teoremah, kasa¸wihsØ vs¸du plotnyh podmnoßestv nekotoryh metriqeskih prostranstv, moßno povtorit~ i primenitel~no k sqetnometriqeskim prostranstvam.

V teorii ravnomernyh prostranstv imeetsØ teorema, utverßda¸waØ, qto l¸boe sqetnometriqeskoe prostranstvo ravnomerno ffkvivalentno nekotoromu metriqeskomu prostranstvu. BlagodarØ fftoæ teoreme v klassiqeskoæ matematike faktiqeski ne udelØetsØ vnimanie sqetnometriqeskim prostranstvam (iskl¸qenie sostavlØ¸t sqetnonormirovannye prostranstva). Odnako pri opredeleniØh finitarnyh analogov funkcional~nyh prostranstv zamena nekotoryh sqetnometriqeskih prostranstv metriqeskimi prostranstvami ‘po receptu’ upomØnutoæ teoremy neproduktivna, tak kak moßet okazat~sØ, qto metriqeskaØ funkciØ, zamenØ¸waØ semeæstvo polumetrik, na nekotoryh ob¨- ektah tipa τ prinimaet znaqeniØ, ne ØvlØ¸wiesØ algebraiqeskimi qislami. S drugoæ storony, po analogiqnym soobraßeniØm okazyvaetsØ produktivnym ‘prevrawenie’ v sqetnometriqeskie prostranstva nekotoryh funkcional~nyh prostranstv, okazyva- ¸wihsØ metriqeskimi pri ih estestvennyh dlØ klassiqeskogo MA opredeleniØh. (Poslednee praktiqeski vsegda prihoditsØ delat~ v teh sluqaØh, kogda po kraæneæ mere odin konec promeßutka, igra¸wego rol~ oblasti opredeleniØ funkciæ rassmatrivaemogo tipa, ne ØvlØetsØ racional~nym ili algebraiqeskim qislom.)

4.4. Rassmotrim v kaqestve primerov nekotorye funkcional~-

nye prostranstva klassiqeskogo MA. V kaßdom primere bukvy a i b oboznaqa¸t racional~nye qisla, a 6 b, ρ oboznaqaet metriqesku¸ ili mul~timetriqesku¸ funkci¸ v M, bukvy f i g simvoliziru¸t proizvol~nye toqki rassmatrivaemogo funkcional~nogo prostranstva, a τ – nazvanie tipa fflementov vydelennogo vs¸du plotnogo podmnoßestva funkcional~nogo prostranstva.

• Prostranstvo ravnomerno nepreryvnyh v [ a, b ] funkciæ. ρ(f, g) = sup_{[ a,b ]} |f − g|, ob¨ekt tipa τ – ffto poligonal~naØ funkciØ s racional~nymi ‘verxinami’, zadannaØ v vide koneqnoæ posledovatel~nosti par zdani¸ varianta, oblada¸wego znaqitel~no bol~xeæ ‘naglØdnost~¸’, qem ishodnye varianty. V rabotah [Mi & Si 1957, 1961; Korev 1955] ffta ideØ byla podvergnuta nekotorym izmeneniØm, pozvolivxim prisposobit~ ee k principial~no novoæ situacii i poluqit~ approksimacionnyæ variant ponØtiØ obobwennoæ funkcii. V [PDD 1967, 1970] fftot variant adaptiruetsØ k sisteme ponØtiæ ‘xirokogo’ konstruktivnogo MA, a v [Shan 1988] delaetsØ perehod k finitarnomu analogu ponØtiØ obobwennoæ funkcii, v kotorom ishodnyæ ‘stroitel~nyæ material’ – ffto polinomy s racional~nymi kofffficientami.

4.8. V kombinatornoæ (algebraiqeskoæ) topologii uße davno

(faktiqeski naqinaØ s osnovopolaga¸weæ raboty P. S. Aleksandrov o proekcionnyh simplicial~nyh spektrah [Alex 1929]) ves~ma plodotvorno ‘rabotaet’ sistema ponØtiæ (v pervu¸ oqered~ – ponØtiØ prØmogo spektra i obratnogo spektra), special~- no orientirovannaØ na ispol~zovanie approksimaciæ (obyqno – ne v metriqeskom smysle, a v inyh smyslah) raznoobraznyh ob¨ektov topologii ‘prosto ustroennymi’ (obyqno – dopuska- ¸wimi finitarnye zadaniØ) ob¨ektami. DlØ formulirovaniØ finitarnyh variantov teoriæ, razrabotannyh v ramkah takogo roda ponØtiæ, obyqno dostatoqny ‘minimal~nye usiliØ’, sosto- Øwie v osnovnom v zamene ponØtiØ otobraßeniØ (v qastnosti, ponØtiØ posledovatel~nosti ob¨ektov) v smysle KTM ponØtiem algorifma togo ili inogo podhodØwego tipa.

4.9. VozvrawaØs~ k soderßani¸ razdela 3.1, rassmotrim vopros

ob ispol~zovanii approksimativno opredelØemyh funkciæ nekotoryh tipov v kaqestve instrumentov kosvennogo zadaniØ interval~nyh funkciæ. V finitarnom variante matematiqeskogo analiza interval~nye funkcii snaqala opredelØ¸tsØ dlØ fflementov togo ‘fflementarnogo’ prostranstva, pri finitarnom popolnenii kotorogo poluqaetsØ interesu¸wee nas funkcional~noe prostranstvo. Naprimer, esli v roli ‘fflementarnyh’ ob¨ektov vybrany poligonal~nye funkcii s racional~nymi ‘koordinatami verxin’ (ili polinomy s racional~nymi kofffficientami) i oni rassmatriva¸tsØ kak osnova finitarnogo prostranstva ravnomerno nepreryvnyh v promeßutke [ a, b ] funkciæ, a f – takoæ ‘fflementarnyæ’ ob¨ekt, to Ω_1(f, [r, s], n) (sm. razd. 3.1) predstavlØet soboæ algorifmiqeski zadannyæ racional~nyæ promeßutok. Esli ße v upomØnutoæ roli figuriru¸t stupenqataye

ØvlØ¸tsØ dupleksy vida ⟨ F^∗, h ⟩ takie, qto F^∗ i h – PRF, kaßdoe znaqenie funkcii F^∗ predstavlØet soboæ kod nekotorogo ob¨ekta tipa τ (algorifm, stroØwiæ sam fftot ob¨ekt, oboznaqen zdes~ posredstvom F ) i v PRA vyvodima formula ⟨ D ⟩^{ar}, gde D oboznaqaet formulu (∗) (sootvetstvenno, formulu (∗∗)). Mnoßestvo dupleksov fftogo vida pereqislimo. Esli ße my prisoedinim k dupleksu ⟨ F^∗, h ⟩ arifmetiqeskiæ kod ⟨Π⟩^{cod} nekotorogo vyvoda Π formuly ⟨ D ⟩^{ar} v PRA, to poluqim tripleks ⟨ F^∗, h, ⟨Π⟩^{cod} ⟩ – ob¨- ekt, soderßawiæ ‘bolee bogatu¸’ informaci¸, qem ⟨ F^∗, h ⟩. Takie tripleksy obrazu¸t razreximoe podmnoßestvo mnoßestva vsevozmoßnyh slov v alfavite ispol~zuemogo Øzyka.

Podobnym ße obrazom modificiru¸tsØ ponØtiØ posledovatel~nosti toqek popolneniØ i fundamental~noæ posledovatel~- nosti toqek popolneniØ. Nakonec, v operatornoæ forme formuliruetsØ i dokazyvaetsØ teorema o finitarnoæ polnote finitarnogo popolneniØ.

4.7. Nekotorye zaslußiva¸wie vnimaniØ po svoemu ‘intui-

tivnomu soderßani¸’ ponØtiØ i teoremy klassiqeskogo MA ne poluqa¸t vyraßeniØ v ramkah oqerqennoæ vyxe sistemy ponØtiæ. Odnako situaciØ menØetsØ posle vvedeniØ v rassmotrenie ‘kvazifundamental~nyh’ posledovatel~nosteæ toqek metriqeskogo prostranstva. Ih ideØ voshodit k odnomu zameqennomu v [Bish 1967; p.109] svoæstvu monotonnyh i ograniqennyh posledovatel~- nosteæ racional~nyh qisel. �ta ideØ razrabatyvalas~ v [Lif 1971], ona poslußila osnovoæ teorii zapolneniæ konstruktivnyh metriqeskih prostranstv i teorii konstruktivnyh funkciæ na zapolneniØh. V [Lif 1971] vse rassmotreniØ provodØtsØ v ramkah ‘xirokogo’ konstruktivnogo MA. UpomØnutyæ vyxe v razd. 4.5 finitarnyæ analog ponØtiØ vpolne ograniqennogo prostranstva i skazannoe v razd. 4.6 o finitarnyh popolneniØh obrazu¸t podhodØwu¸ osnovu dlØ finitarnogo varianta teorii zapolneniæ.

Vse skazannoe vyxe kasalos~ finitarnyh analogov metriqeskih i sqetnometriqeskih prostranstv, oblada¸wih pereqislimymi (sqetnymi v konstruktivnom smysle) vs¸du plotnymi podmnoßestvami. Prostranstvo obobwennyh funkciæ v smysle Soboleva–Xvarca predstavlØet soboæ primer topologiqeskogo prostranstva, ne oblada¸wego takim podmnoßestvom. Odnako dlØ fftogo prostranstva uße v ramkah teoretiko-mnoßestvennoæ matematiki bazisnaØ ideØ Kantora i Merff nametila put~ k soracional~nyh qisel (vtoroæ variant: ob¨ekt tipa τ – ffto polinom s racional~nymi kofffficientami).

• Prostranstvo funkciæ, nepreryvnyh v poluotkrytom promeßutke [ 0, π ).

Budem predpolagat~, qto irracional~noe qislo π zadano (naprimer) v vide primitivno rekursivnoæ posledovatel~nosti racional~nyh qisel γ takoæ, qto pri vseh k i l vypolnØ¸tsØ sledu¸wie usloviØ: γ(k) 6 γ(k + l), γ(k + l) − γ(k) < 2^{−k}. ρ(k, f, g) = sup_{[ 0,γ(k) ]} |f − g|, τ imeet takoæ ße smysl kak v predyduwem primere.

RassmatrivaemaØ zdes~ mul~timetriqeskaØ funkciØ ρ moßet byt~ ispol~zovana (special~nym sposobom) i dlØ opredeleniØ prostranstva funkciæ, ravnomerno nepreryvnyh v zamknutom promeßutke [ 0, π ]. O sposobe ispol~zovaniØ funkcii ρ dlØ fftoæ celi req~ budut idti niße v razdele 4.6.

• Prostranstvo m-kratno ravnomerno differenciruemyh v [ a, b ] funkciæ.

ρ(f, g) = max_06_n6_m( sup_{[ a,b ]} |D^n(f) − D^n(g)|),

ob¨ekt tipa τ – ffto polinom s racional~nymi kofffficientami.

Esli f – fflement tipa τ , to D^n(f) ponimaetsØ kak formal~naØ n-aØ proizvodnaØ funkcii f.

• V rezul~tate zameny v poslednem ravenstve vyraßeniØ sup znakom ∫ poluqaetsØ metriqeskaØ funkciØ v prostranstve funkciæ, ime¸wih m obobwennyh proizvodnyh v smysle S. L. Soboleva v [ a, b ].

• Prostranstvo beskoneqno differenciruemyh v (−∞, +∞) funkciæ.

ρ(k, m, f, g) = max_06_n6_m( sup_{[ −k,k ]} |D^n(f) − D^n(g)|),

ob¨ekt tipa τ – ffto polinom s racional~nymi kofffficientami.

• Prostranstvo absol¸tno nepreryvnyh v [ a, b ] funkciæ. ρ(f, g) = Var_{[ a,b ]}(|f − g|) + |(f − g)(a)|, τ imeet takoæ ße smysl kak v pervom primere.

• Prostranstvo funkciæ summiruemyh v [ a, b ] s n-oæ stepen~¸ (n – poloßitel~noe celoe qislo). ρ(f, g) = ( ∫ [ a,b ] |f − g|^n)^{1/n}, ob¨ekt tipa τ – ffto stupenqataØ funkciØ s koneqnym naborom racional~nyh ‘stupeneæ’, zadannaØ v vide koneqnoæ posledovatel~nosti par racional~nyh qisel (vtoroæ variant: ob¨ekt tipa τ – ffto polinom s racional~nymi kofffficientami).

• Prostranstvo izmerimyh (v smysle Lebega) na [ a, b ] funkciæ. ρ(f, g) = ∫ [ a,b ] |f − g| 1 + |f − g| ,

τ imeet takoæ ße smysl kak v predyduwem primere. Vtoroæ variant: ρ(f, g) ravno srednemu metriqeskomu znaqeni¸ funkcii |f − g| na [ a, b ]. Pri perehode ot prostranstv funkciæ, opredelennyh na qislovom kontinuume ili ego qastØh, k prostranstvam funkciæ, opredelennyh na mnogomernyh qislovyh prostranstvah ili ih qastØh, obyqno okazyvaetsØ estestvennym ispol~zovanie podhodØwih mul~timetrik (sposobami, ‘pohoßimi’ na ispol~zovannye vo vtorom ili v pØtom primerah). Predvaritel~no vvodØtsØ v rassmotrenie approksimativno opredelØemye analogi liniæ i oblasteæ rØda tipov, figuriru¸wih v sootvetstvu¸wih razdelah tradicionnogo MA.(Voznika¸wie pri fftom problemy obyqno ime¸t ne principial~nyæ, a tehniqeskiæ harakter.) Pervyæ xag v fftom napravlenii byl sdelan v [Good 1956]. Sm. takße [Dants 1976] – v fftoæ rabote rassmatrivaetsØ konstruktivnyæ (po suwestvu – finitarnyæ) analog ponØtiØ analitiqeskoæ funkcii.

4.5. Rassmotrim ewe nekotorye metriqeskie prostranstva, k ko-

torym primenimo skazannoe vyxe v razd. 4.2.

• Prostranstvo izmerimyh (v smysle Lebega) podmnoßestv qislovogo kontinuuma, ime¸wih koneqnu¸ meru. ρ(P, Q) = mes((P \ Q) ∪ (Q \ P )).

Zdes~ {F (k)}(r) oboznaqaet znaqenie v toqkae r toæ racional~noznaqnoæ funkcii racional~nogo argumenta, kotoraØ odnoznaqno opredelØetsØ ob¨ektom F (k) tipa τ .

Qtoby ob¨ekty, rassmatrivaemye v kaqestve konstruktivnyh analogov ravnomerno nepreryvnyh v [ 0, π ] funkciæ, obladali ‘dostatoqno polnoæ’ informacieæ, celesoobrazno takimi ob¨- ektami sqitat~ troæki ⟨F, h, q⟩ takie, qto vypolnØetsØ uslovie (∗∗) i q ØvlØetsØ regulØtorom ravnostepennoæ nepreryvnosti dupleksa ⟨ F, h ⟩.

Analogiqno opredelØ¸tsØ (s ispol~zovaniem ‘regulØtorov’ podhodØwih tipov) primenitel~no k zamknutomu promeßutku [ 0, π ] konstruktivnye analogi funkcional~nyh prostranstv, opredeleniØ kotoryh primenitel~no k zamnutomu promeßutku [ a, b ] s racional~nymi koncami privedeny vyxe v razdele 4.4.

Perehod ot opisannogo varianta popolneniØ ‘fflementarnogo’ prostranstva k finitarnomu popolneni¸ predusmatrivaet predvaritel~nu¸ konkretizaci¸ nekotoroæ qastnoæ finitarnoæ matematiki, prinimaemoæ v kaqestve bazy dlØ postroeniØ konkretnyh matematiqeskih teoriæ. Ob fftom xage req~ xla v §2. Po soobraßeniØm tehniqeskogo haraktera celesoobrazno KOO razliqnyh tipov, figuriru¸wie v interesu¸weæ nas teorii, kodirovat~ natural~nymi qislami, i v kaqestve algorifmov standartnogo tipa ispol~zovat~ arifmetiqeskie rekursivnye funkcii. Pri takom podhode udobnoæ (i ‘praktiqeski dostatoqnoæ’ v ves~ma xirokom diapazone sluqaev) qastnoæ finitarnoæ arifmetikoæ okazyvaetsØ PRA, i v dal~neæxem izloßenii my budem predpolagat~, qto imenno PRA vybrana (v kaqestve primera) na fftu rol~.

Pri finitarnom popolnenii ‘fflementarnogo’ metriqeskogo (sqetnometriqeskogo) prostranstva prihoditsØ ispol~zovat~ arifmetiqeskie kody. My budem predpolagat~, qto fiksirovany nekotorye sposoby kodirovaniØ natural~nymi qislami ob¨- ektov tipa τ , racional~nyh i algebraiqeskih qisel, i na fftoæ osnove fiksirovan metod ‘perevoda’ na Øzyk PRA algorifmov, ponØtiæ i otnoxeniæ, okazya¸wihsØ ‘v pole zreniØ’ v svØzi s formulami vidov (∗) i (∗∗). Ispol~zuØ fftot metod, my moßem po l¸boæ formule Δ estestvennym sposobom postroit~ ee arifmetiqeskiæ variant ⟨Δ⟩^{ar}.

Pri finitarnom popolneiii prisoedinØemymi ob¨ektami stvennom smysle predelom rassmatrivaemoæ fundamental~noæ posledovatel~nosti.

Vkl¸qenie ‘v sostav’ vvodimyh v rassmotrenie ob¨ektov approksimativnogo haraktera regulØtorov shodimosti v sebe i regulØtorov inyh tipov daet vozmoßnost~ v konstruktivnom MA i v finitarnom MA stroit~ teorii sootvetstvu¸wih ob¨ektov v operatornom variante. Posledniæ v opredelennyh otnoxeniØh znaqitel~no predpoqtitel~nee predikatnogo varianta. RØd preimuwestv demonstriruet, v qastnosti, operatornoe izloßenie nekotoryh razdelov konstruktivnogo MA v [Shan 1962, 1968]. O ‘vzaimootnoxeniØh’ meßdu dvumØ upomØnutymi variantami sm. [Mints 1964, 1967]. Gudsteæn stroit svoæ variant MA v predikatnoæ forme, sleduØ v fftom otnoxenii preoblada¸wemu v klassiqeskoæ matematike sposobu izloßeniØ. On ne vkl¸qaet figuriru¸wie v ego opredeleniØh regulØtory (razliqnogo roda) ‘v sostav’ opredelØemyh ob¨ektov, i ffto obstoØtel~stvo ne pozvolilo emu realizovat~ svoæ podhod k MA neposredstvenno v ramkah PRA.

V svØzi so skazannym vyxe rassmotrim prostranstvo funkciæ, ravnomerno nepreryvnyh v zamknutom promeßutke [ 0, π ]. V razdele 4.4 bylo otmeqeno, qto prostranstvo funkciæ, nepreryvnyh v poluotkrytom promeßutke [ 0, π ), moßno rassmatrivat~ kak rezul~tat popolneniØ ‘fflementarnogo’ prostranstva, sostoØwego iz ob¨ektov tipa τ (v dannos sluqae – iz poligonal~nyh funkciæ s racional~nymi ‘verxinami’, zadannyh v vide koneqnyh posledovatel~nosteæ par racional~nyh qisel, ili iz polinomov s racional~nymi kofffficientami) posredstvom konkretnoæ mul~timetriqeskoæ funkcii ρ.Pri perehode k konstruktivnoæ matematike imeetsØ v vidu konstruktivnoe popolnenie oharakterizovannogo vyxe tipa.

DlØ opredeleniØ v fftom ße ‘stile’ prostranstva konstruktivnyh funkciæ, ravnomerno nepreryvnyh v [ 0, π ], dostatoqno sredi fflementov takogo popolneniØ vydelit~ fflementy, oblada- ¸wie regulØtorom ravnostepennoæ nepreryvnosti. Budem govorit~, qto arifmetiqeskiæ algorifm q ØvlØetsØ regulØtorom ravnostepennoæ nepreryvnosti dupleksa ⟨ F, h ⟩, ØvlØ¸wegosØ fflementom upomØnutogo popolneniØ, esli pri vseh i i k i pri vseh racional~nyh qislah r i s vypolnØetsØ uslovie (0 6 r < s 6 γ(k) & s − r < 2^{−q(i)}) → (|{F (k)}(r) − {F (k)}(s)| < 2^{−i}).

Zdes~ P i Q – proizvol~nye izmerimye mnoßestva koneqnoæ mery, ob¨ekt tipa τ – ffto ob¨edinenie koneqnogo nabora otkrytyh promeßutkov s racional~nymi koncami i racional~nyh toqek, zadannoe koneqnoæ posledovatel~nost~¸ par racional~nyh qisel i otdel~nyh racional~nyh qisel. (Dop9)

Vaßnu¸ rol~ v funkcional~nom analize igra¸t kompaktnye metriqeskie prostranstva, opredelenie kotoryh, podhodØwee dlØ ‘konstruktivizacii’, imeet vid: kompaktnoe metriqeskoe prostranstvo – ffto vpolne ograniqennoe (t.e. oblada¸wee ε-set~¸ pri l¸bom poloßitel~nom racional~nom qisle ε) i polnoe prostranstvo. Esli dlØ metriqeskogo prostranstva ⟨ M, ρ ⟩ i ob¨ektov tipa τ vypolneny vse usloviØ, pereqislennye vyxe v razd. 4.2, to okazyvaetsØ poleznym sledu¸wiæ podhod k opredeleni¸ finitarnyh analogov vpolne ograniqennyh podprostranstv dannogo prostranstva.

Esli P i Q – koneqnye mnoßestva, sostoØwie iz ob¨ektov tipa τ , to my polagaem:

ρ^∗(P, Q) = “rasstoØnie meßdu mnoßestvami P i Q v smysle Hausdorfa”

(ffto rasstoØnie ØvlØetsØ algebraiqeskim qislom). �lementy finitarnogo popolneniØ (sm. niße) prostranstva, obrazovannogo koneqnymi mnoßestvami ob¨ektov tipa τ pri izmerenii rasstoØniæ meßdu mnoßestvami metriqeskoæ funkcieæ ρ^∗, ØvlØ¸tsØ estestvennymi finitarnymi analogami vpolne ograniqennyh prostranstv klassiqeskogo MA. Na takih finitarnyh analogah oqevidnym obrazom opredelØ¸tsØ ‘v duhe Gudsteæna’ ravnomerno nepreryvnye funkcii.

Kl¸qevym razdelom funkcional~nogo analiza v klassiqeskoæ matematike ØvlØetsØ teoriØ funkcionalov i operatorov nekotoryh tipov. Vo mnogih sluqaØh ishodnye opredeleniØ ponØtiæ imeli harakter, ves~ma dalekiæ ot predstavleniæ finitarnoæ matematiki. Odnako v processe razvitiØ funkcional~nogo analiza v rØde principial~nyh sluqaev bylo ustanovleno, qto operatory, o kotoryh idet req~, dopuska¸t approksimacii v ‘dostatoqno interesnom’ smysle posredstvom ‘finitarno opisyvaemyh’ operatorov fftogo ße tipa. V fftih sluqaØh poØvlØetsØ vozmoßnost~ vospol~zovat~sØ opredeleniØmi approksimacionnogo tipa i v sootvetstvu¸wih razdelah teorii operatorov. Zdes~ rassmotrim tol~ko odin primer fftogo roda.

V klassiqeskom MA operator nazyvaetsØ vpolne nepreryvnym, esli on nepreryven i obraz kaßdogo ograniqennogo mnoßestva imeet kompaktnoe zamykanie. V to ße vremØ, odna iz teorem teorii operatorov utverßdaet, qto v prostranstve vpolne nepreryvnyh operatorov, opredelennyh (naprimer) na prostranstve summiruemyh s kvadratom v zamknutom promeßutke [ a, b ] funkciæ, koneqnomernye operatory, opisyvaemye posredstvom koneqnyh kvadratnyh matric proizvol~nogo razmera s racional~nymi fflementami, obrazu¸t vs¸du plotnoe podmnoßestvo (rasstoØniem meßdu dvumØ operatorami sqitaetsØ norma ih raznosti).

4.6. L¸baØ konkretnaØ teorema o vs¸du plotnom podmnoße-

stve metriqeskogo (sqetnometriqeskogo) prostranstva, ime¸- waØ opisannyæ v razd. 4.2 vid, ØvlØetsØ orientirom pri opredelenii finitarnogo analoga rassmatrivaemogo prostranstva. Zdes~ imeetsØ v vidu opredelenie, osnovannoe na idee popolneniØ podhodØwego ‘fflementarnogo’ metriqeskogo (sqetnometriqeskogo) prostranstva, sostoØwego iz KOO nekotorogo tipa τ i udovletvorØ¸wego usloviØm (1)–(4). RazumeetsØ, ob¨ekty, prisoedinØemye k ishodnomu ‘fflementarnomu’ prostranstvu, poluqa¸t opredeleniØ v ramkah finitarnoæ matematiki, i sozdavaemyæ fftim sposobom finitarnyæ analog togo ili inogo metriqeskogo prostranstva ⟨ M, ρ ⟩ iz arsenala tradicionnogo MA sposoben ‘suwestvovat~ samostoØtel~no’ bez apellirovaniØ daße k idee togo opredeleniØ, posredstvom kotorogo iznaqal~no harakterizovalis~ fflementy mnoßestva M (naprimer, v sluqae prostranstva integriruemyh po Lebegu v promeßutke [ a, b ] funkciæ – k idee “zadannoæ na vseh vewestvennyh qislah iz promeßutka [ a, b ] i izmerimoæ po Lebegu funkcii”).

Konstruktivnomu napravleni¸ v matematike prinadleßat kak matematiqeskie teorii finitarnogo tipa (harakternye ves~ma ‘ßestkimi’ trebovaniØmi k ‘raz¨Øsnennosti’ formuliruemyh sußdeniæ i opredeleniæ), tak i teorii, prinadleßawie ‘xirokomu’ konstruktivizmu. V poslednih figuriru¸t ne tol~ko sußdeniØ, poluqa¸wie raz¨Øsnenie na urovne trebovaniæ finitarnoæ ustanovki, no i sußdeniØ o KOO so sloßnymi soqetaniØmi kvantorov i propozicional~nyh logiqeskih svØzok, vyzyva¸wie semantiqeskie problemy (pri fftom, voobwe govorØ, sußdeniØ vidov S_1 i S_2 iz razd. 2.2 vosprinima¸tsØ kak ‘neposredstvenno ponØtnye’). Teorii finitarnogo tipa ØvlØ¸tsØ i teoriØmi vtorogo tipa, tak kak u ‘xirokogo’ konstruktivizma net pretenziæ ‘oproverga¸wego’ haraktera k teoriØm finitarnogo napravleniØ. V tom variante matematiqeskogo analiza, kotoryæ razrabatyvalsØ v ramkah ‘xirokogo’ konstruktivizma (sm. [Mark 1958, 1962; Shan 1962, 1968; Tsey 1962a,1962b; Zasl 1962]), ob¨ektami,prisoedinØemymi k ‘fflementarnomu’ metriqeskomu prostranstvu pri ego konstruktivnom popolnenii, ØvlØ¸tsØ dupleksy vida ⟨ F, h ⟩, gde F i h – algorifmy, total~nye v ‘neposredstvenno ponØtnom’ smysle i udovletvorØ¸wie ‘neposredstvenno ponØtnomu’ uslovi¸ (∗). V nekotoryh sluqaØh prisoedinØ¸tsØ tol~- ko dupleksy, udovletvorØ¸wie i nekotoromu dopolnitel~nomu uslovi¸ (sm. [Dants 1976]).

Pri popolnenii sqetnometriqeskogo prostranstva v sluqae, kogda ρ ‘zavisit’ (naprimer) ot odnogo qislovogo parametra, v roli F i h, obrazu¸wih sovmestno nekotoryæ fflement popolneniØ, figuriru¸t total~nye algorifmy, funkciØ h opredelena na parah natural~nyh qisel, i predpolagaetsØ, qto pri vseh natural~nyh qislah m, i, k, l vypolnØetsØ uslovie: (k ¿ h(m, i) & l ¿ h(m, i)) → (ρ(m, F (k), F (l)) < 2^{−i}). (∗∗) Pust~ W – total~nyæ algorifm, stavØwiæ v sootvetstvie kaßdoæ pare natural~nyh qisel nekotoryæ fflement popolnØemogo prostranstva, i H – total~nyæ 3-mestnyæ arifmetiqeskiæ algorifm. Para ⟨ W, H ⟩ nazyvaetsØ posledovatel~nost~¸ toqek popolneniØ, esli pri vseh n, m, i, k, l: (k ¿ H(n, m, i) & l ¿ H(n, m, i)) → (ρ(m, W (n, k), W (n, l)) < 2^{−i})._{(∗ ∗ ∗)} DlØ takih posledovatel~nosteæ oqevidnym sposobom vvoditsØ ponØtie regulØtora shodimosti v sebe, i troæki vida ⟨ W, H, R ⟩ takie, qto R ØvlØetsØ regulØtorom shodimosti v sebe dlØ ⟨ W, H ⟩, nazyva¸tsØ fundamental~nymi posledovatel~nostØmi toqek popolneniØ rassmatrivaemogo ‘fflementarnogo’ sqetnometriqeskogo prostranstva. Nakonec, v operatornoæ forme formuliruetsØ i dokazyvaetsØ teorema o polnote popolneniØ: stroitsØ operator Lim, stavØwiæ v sootvetstvie kaßdoæ troæke ukazannogo vida nekotoryæ fflement popolneniØ, ØvlØ¸wiæsØ v este-