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Введение

Актуальность темы и степень её разработанности.

Определение. Формула Де Моргана ϕ от 𝑛 переменных — это корневое дво­
ичное дерево с пометками, в котором каждая внутренняя вершина имеет ровно
два потомка и помечена одной из логических связок {∧,∨}, а листья поме­
чены литералами {𝑥1,𝑥2, . . . ,𝑥𝑛,¬𝑥1,¬𝑥2, . . . ,¬𝑥𝑛}. Вычисление формулы ϕ на
входе 𝑥 ∈ {0,1}𝑛 заключается в подстановке значений соответствующих битов
𝑥 в листья и последовательном вычислении значений для каждой внутренней
вершины от листьев к корню в соответствии с пометками в этих вершинах. Зна­
чение формулы ϕ на входе 𝑥 определяется как значение в корне, полученное
в результате вычисления ϕ на 𝑥. Будем говорить, что формула ϕ вычисляет
булевую функцию 𝑓𝑛 : {0,1}𝑛 → {0,1}, если для всех 𝑥 ∈ {0,1}𝑛 значение ϕ
на входе 𝑥 совпадает с 𝑓𝑛(𝑥). Размером формулы ϕ называется количество ли­
стьев, а глубиной формулы ϕ— высота дерева, т.е. количество рёбер в самом
длинном простом пути от корня до некоторого листа.

В следующих определениях и в контексте нижних оценок под булевой
функцией 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} часто будет подразумеваться не конкретная
функция для некоторого фиксированного 𝑛, а бесконечная последовательность
функций 𝑓1,𝑓2, . . . , где 𝑓𝑖 : {0,1}𝑖 → {0,1}.

Определение. Будем говорить, что булева функция 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} вы­
числяется формулами Де Моргана размера 𝑠(𝑛), если для каждого 𝑖 ∈ N
существует формула Де Моргана размера 𝑠(𝑖), вычисляющая 𝑓𝑖. Формульной
сложностью 𝐿(𝑓) функции 𝑓 называется минимальная функция 𝑠, такая что
𝑓 вычисляется формулами Де Моргана размера 𝑠(𝑛).

Определение. Будем говорить, что булева функция 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} вы­
числяется формулами Де Моргана глубины 𝑑(𝑛), если для каждого 𝑖 ∈ N
существует формула Де Моргана глубины 𝑑(𝑖), вычисляющая 𝑓𝑖. Формульной
глубиной 𝐷(𝑓) функции 𝑓 называется минимальная функция 𝑑, такая что 𝑓

вычисляется формулами Де Моргана глубины 𝑑(𝑛).

Эти две характеристики булевых функций тесно связаны.
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Утверждение. Существует такая константа 𝑐 > 1, что для любой булевой
функции 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} выполняется

log2 𝐿(𝑓) 6 𝐷(𝑓) 6 𝑐 · log2 𝐿(𝑓).

Первое неравенство верно в силу того, что высота двоичного дерева огра­
ничена снизу двоичным логарифмом от числа листьев. Второе неравенство
имеет место, т.к. формулы Де Моргана можно сбалансировать с небольшим
увеличением размера (подробнее см. [20]).

Доказательство нижних оценок на формульную сложность булевых функ­
ций — это одна из классических задач теории сложности вычислений. Ещё в
1942 году Риордан и Шеннон [32] доказали, что почти все булевы функции от
𝑛 переменных имеют формульную сложность не менее 2𝑛/ log 𝑛.

Теорема (Риордан, Шеннон). Для любого ε > 0 доля функций 𝑓 : {0,1}𝑛 →
{0,1}, для которых 𝐿(𝑓) 6 (1− ε) · 2𝑛/ log 𝑛, не превосходит 2−2

𝑛·(ε−𝑜(1)).

Другими словами, если выбрать функцию случайно, то с вероятностью
близкой к единице она будет иметь экспоненциальную формульную сложность.
Однако неизвестны явно заданные функции (из классов P или NP) большой
сложности. Более сорока лет исследователи развивали методы для доказатель­
ства нижних оценок: начиная с работ Субботовской [4] и Храпченко [5] вплоть
до знаменитой статьи Хостада [15], в которой он доказал кубическую нижнюю
оценку на формульную сложность функции Андреева [1; 3]. Эту нижнюю оцен­
ку не удаётся превзойти уже более 20 лет. Результат Хостада был улучшен
Талом в работе [35], но улучшение коснулось только членов второго порядка,
т.е. оценка осталась кубической.

Если изначальный подход к формульной сложности можно охарактеризо­
вать как комбинаторный, то в дальнейшем стали появляться альтернативные
методы анализа. В работе [22] Карчмером и Вигдерсоном было замечено, что
формулы в базисе Де Моргана имеют очень тесную взаимосвязь с задачами
коммуникационной сложности, предложенной Яо [37] за 10 лет до этого для
совершенно других целей. В частности эта взаимосвязь позволяет получать
оценки на формульную сложность и формульную глубину булевых функций че­
рез доказательство оценок на размер и глубину коммуникационных протоколов.
В дальнейшем была сформулирована гипотеза Карчмера — Раза — Вигдерсо­
на [21] и предложен план исследований, реализация которого может привести к
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доказательству суперкубической или даже суперполиномиальной нижней оцен­
ки на формульную сложность явной булевой функции. Первые шаги этого
плана были реализованы в работах [10; 11; 14; 16]. Основной инструментарий
этих работ — это изучение коммуникационной сложности и теоретико-инфор­
мационные методы.

Целью данной работы является разработка и совершенствование новых
подходов к доказательству нижних оценок на формульную сложность булевых
функций с использованием методов коммуникационной сложности.

Научная новизна. Все полученные результаты являются новыми. Тео­
ремы о предсказании семействами сертификатов и попарно несовместных
свидетелей улучшают известные до этого оценки, делая их точными. Идея
рассмотрения полудуплексных моделей коммуникации является новой. Все по­
лученные верхние и нижние оценки на полудуплексную коммуникационную
сложность до этого были неизвестны. Основной результат последней главы
про нижнюю оценку на композицию универсального отношения и некоторой
функции является первой нетривиальной оценкой такого рода. Кроме самих
результатов, новыми являются представленные в последней главе методы до­
казательства нижних оценок на коммуникационную сложность, основанные
сведе́ниях между задачами классической, недетерминированной и полудуплекс­
ной коммуникации.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертация имеет тео­
ретический характер. Полученные результаты и разработанные методы могут
быть использованы для дальнейшего изучения формульной сложности булевых
функций и коммуникационной сложности.

Методология и методы исследования. Для получения результатов
второй главы и части результатов третьей применяется теоретико-информаци­
онный аппарат энтропии Шеннона. Для получения результатов третьей главы
использовались обобщения известных методов доказательства оценок на комму­
никационную сложность, а также специально разработанный метод элиминации
раундов. Кроме того, для решения задачи нелинейной оптимизации в третьей
главе применялись численные методы. В четвёртой главе применяются новые
методы доказательства нижних оценок на коммуникационную сложность, ос­
нованные на сведе́ниях между задачами классической, недетерминированной и
полудуплексной коммуникации.
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Основные положения, выносимые на защиту:
1. Доказано, что если случайная величина 𝑋, распределённая на {0,1}𝑛,

имеет энтропию 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, то средняя вероятность того, что в 𝑋

встречается сертификат для 𝑋𝑖 размера 𝑞 < 𝑛 не превосходит 𝑘·(𝑞+1)
𝑛 .

(Теорема 2.5)
2. Доказаны верхние оценки на полудуплексную коммуникационную

сложность для функции равенства EQ𝑛: 𝑛/ log2 5+𝑂(log 𝑛) для модели
с тишиной и 𝑛/ log2 3 + 𝑂(log 𝑛) для модели с нулём, а также верхняя
оценка 𝑛/2+𝑂(1) на функцию дизъюнктности DISJ𝑛 в модели с тиши­
ной. (Теоремы 3.9, 3.12 и 3.10)

3. Доказаны нижние оценки на полудуплексную коммуникационную
сложность функции внутреннего произведения IP𝑛: 𝑛/2 для модели
с тишиной, 𝑛/1.39 для модели с нулём и 𝑛/ log2(7/3) для модели с
противником. (Теоремы 3.23, 3.25 и 3.29)

4. Доказаны верхние оценки на количество информации, которым игроки
могут обменяться за один раунд полудуплексной коммуникации: 2 би­
та в модели с тишиной и 1.389 бита в модели с нулём. Для случая,
когда частные распределения на входах игроков являются независимы­
ми, доказаны более сильные оценки: 1.67 бита в модели с тишиной и
1.234 бита в модели с нулём. На основе этого доказаны нижние оцен­
ки на полудуплексную коммуникационную сложность игр Карчмера —
Вигдерсона для функций подсчёта. (Теоремы 3.34, 3.35 и 3.37)

5. Доказана нижняя оценка 1.5𝑛−𝑜(𝑛) на коммуникационную сложность
композиции универсального отношения и некоторой функции для слу­
чаев XOR-композиции и блочной композиции. (Теоремы 4.12 и 4.33)

Достоверность полученных результатов обеспечивается их публикацией
в рецензируемых научных изданиях, индексируемых международными базами
данных.

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и об­
суждались на следующих семинарах и конференциях.

1. Семинар по теории сложности в Санкт-Петербургском отделении Ма­
тематического института им. В.А. Стеклова РАН (Россия, 2018 и 2020).

2. Традиционная зимняя сессия МИАН–ПОМИ, посвященная теме «Ма­
тематическая логика» (Россия, 2018).
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3. Международная конференция «The 29th International Symposium on
Algorithms and Computation» (Тайвань, 2018).

4. Семинар по теории сложности в Математическом институте Чешской
академии наук (Чехия, 2018 и 2021).

5. Семинар «Laboratoire d’Informatique, de Robotique et de Microélectro­
nique de Montpellier» (Франция, 2019).

6. Колмогоровский семинар по сложности вычислений и сложности опре­
делений (онлайн, 2020).

7. Международная конференция «The 47th International Conference on
Current Trends in Theory and Practice of Computer Science» (онлайн,
2021).

8. Международная конференция «The Computational Complexity
Conference» (онлайн, 2021).

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в четырёх работах [8; 18; 27; 34], все из которых изданы в журналах, реко­
мендованных ВАК, и индексируемых Web of Science и Scopus.

Личный вклад. В работе [34] постановка задачи принадлежит соавтору.
Обсуждение идей, которые могут использоваться в доказательстве, велось сов­
местно. Автору принадлежит доказательство теоремы 2, являющейся основным
результатом статьи. В работе [18] постановка задачи, основные определения,
а также доказательства теорем 6–9, 15, 20 и 23 были разработаны совместно
с И.А. Михайлиным. Кроме этого, автору принадлежат теоремы 14, 16 и 19.
В работе [8] автору принадлежат постановка задачи и теорема 4. В работе [27]
постановка задачи принадлежит соавтору. Автору принадлежит доказатель­
ство теоремы 9. Схема доказательства основных результатов была выработана
авторами совместно.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четы­
рёх глав и заключения. Полный объём диссертации составляет 114 страниц,
включая 1 рисунок и 5 таблиц. Список литературы содержит 37 наименований.

В первой главе даются все определения и результаты, необходимы для по­
нимания представленных результатов. Во второй главе представлены оценки на
предсказание семействами сертификатов и семействами попарно независимых
свидетелей, опубликованные в [33; 34]. В третьей главе описываются полудуп­
лексные модели коммуникационной сложности и доказывается ряд верхних и
нижних оценок на сложность функций и отношений Карчмера — Вигдерсона
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в этих моделях. Результаты третьей главы опубликованы в работах [8; 9; 18].
В четвёртой главе доказывается нетривиальная нижняя оценка на XOR-ком­
позицию универсального отношения и отношения Карчмера — Вигдерсона для
некоторой функции, опубликованная в работе [27].
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Глава 1. Основные определения

Материал разделов 1.2 и 1.3 излагается в соответствии с [2]. Информа­
ция раздела 1.4 является компиляцией материалов из различных источников
с явным их указанием.

1.1 Список используемых обозначений

В этой работе используются следующие обозначения.
– [𝑘] для 𝑘 ∈ N обозначает множество {1, . . . , 𝑘}.
– 𝑥 ∘ 𝑦 для 𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛 обозначает конкатенацию строк 𝑥 и 𝑦.
– 𝑥 ⊕ 𝑦 для 𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛 обозначает побитовое применение операции ис­

ключающее ИЛИ (XOR):

∀𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛,∀𝑖 ∈ [𝑛] : (𝑥⊕ 𝑦)𝑖 = 𝑥𝑖 ⊕ 𝑦𝑖.

– π𝑖(𝑆), где 𝑆 является множеством кортежей одинаковой длины, обозна­
чает проекцию 𝑆 на координату 𝑖:

π𝑖(𝑆) = {𝑒𝑖 | ∃𝑒1, . . . ,𝑒𝑖−1,𝑒𝑖+1, . . . : (𝑒1, . . . ,𝑒𝑖−1,𝑒𝑖,𝑒𝑖+1, . . . ) ∈ 𝑆}.

– Логарифм без явного указания основания log 𝑛 обозначает логарифм по
основанию 2.

1.2 Классическая теория информации

1.2.1 Энтропия Шеннона

Энтропия Шеннона определяет количество информации 𝐻(α) в распре­
делении вероятностей для некоторой случайной величины α, принимающей
значения из конечного множества.
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Определение 1.1 (Шеннон, 1948). Пусть случайная величина α принимает
значения из множества {𝑎1,𝑎2, . . . ,𝑎𝑘} с вероятностями {𝑝1,𝑝2, . . . ,𝑝𝑘}, 𝑝𝑖 > 0,∑︀

𝑖 𝑝𝑖 = 1. Энтропия Шеннона случайной величины α определяется как

𝐻(α) =
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 · log
1

𝑝 𝑖

(при 𝑝𝑖 = 0 мы полагаем в этой сумме 𝑝𝑖 · log 1
𝑝𝑖
= 0).

Утверждение 1.2. Для энтропии Шеннона выполняются следующие соот­
ношения.

– 𝐻(α) > 0, причём 𝐻(α) = 0 тогда и только тогда, когда распределение
случайной величины α вырождено.

– 𝐻(α) 6 log 𝑘, причём 𝐻(α) = log 𝑘 тогда и только тогда, когда слу­
чайная величина α распределена равномерно.

Энтропию совместного распределения пары случайных величин α и β
будем обозначать 𝐻(α,β).

Утверждение 1.3. Выполняются следующие свойства.
– 𝐻(α,β) 6 𝐻(α)+𝐻(β), причём равенство достигается тогда и толь­

ко тогда, когда случайные величины независимы.
– 𝐻(α) 6 𝐻(α,β), причём равенство достигается тогда и только то­

гда, когда β полностью определяется значением α, т.е. β = 𝑓(α).

Определение 1.4. Энтропия α при условии события β = 𝑏𝑗 определяется
следующим соотношением:

𝐻(α | β = 𝑏𝑗) =
∑︁
𝑖

Pr[α = 𝑎𝑖 | β = 𝑏𝑗] · log
1

Pr[α = 𝑎𝑖 | β = 𝑏𝑗]
.

Определение 1.5. Условная (относительная) энтропия α относительно β
определяется следующим соотношением:

𝐻(α | β) =
∑︁
𝑗

Pr[β = 𝑏𝑗] ·𝐻(α | β = 𝑏𝑗).

Другими словами,
𝐻(α | β) = E

𝑏𝑗←β
[𝐻(α | β = 𝑏𝑗)].

Утверждение 1.6. Условная энтропия обладает следующими свойствами.
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– 𝐻(α | β) > 0.
– 𝐻(α | β) = 0 тогда и только тогда, когда α = 𝑓(β).
– 𝐻(α,β) = 𝐻(β) +𝐻(α | β) = 𝐻(α) +𝐻(β | α).

Следствие 1.7. 𝐻(α,β) > 𝐻(α), причём равенство достигается тогда и
только тогда, когда β = 𝑓(α).

1.2.2 Взаимная информация

Определение 1.8. Информация в α о величине β (взаимная информация слу­
чайных величин α и β) определяется следующим соотношением:

𝐼(α : β) = 𝐻(β)−𝐻(β | α).

Утверждение 1.9. Для взаимной информации выполняются следующие со­
отношения.

1. 𝐼(α : β) 6 𝐻(α).
2. 𝐼(α : β) 6 𝐻(β).
3. 𝐼(α : α) = 𝐻(α).
4. 𝐼(α : β) = 𝐼(β : α).
5. 𝐼(α : β) = 𝐻(α) +𝐻(β)−𝐻(α,β).

Определение 1.10. Пусть α,β,γ — случайные величины. Определим взаим­
ную информацию в α о β при условии γ.

1. 𝐼(α : β | γ) = 𝐻(β | γ)−𝐻(β | α,γ).
2. 𝐼(α : β | γ) =

∑︀
ℓ 𝐼(α : β | γ = 𝑐ℓ) · Pr[γ = 𝑐ℓ].

3. 𝐼(α : β | γ) = 𝐻(α | γ) +𝐻(β | γ)−𝐻(α,β | γ).
4. 𝐼(α : β | γ) = 𝐻(α,γ) +𝐻(β,γ)−𝐻(α,β,γ)−𝐻(γ).

Утверждение 1.11. Все определения условной взаимной информации эквива­
лентны.

Утверждение 1.12 (цепное правило для взаимной информации). Имеют ме­
сто следующие соотношения.

1. 𝐼((α,β) : γ) = 𝐼(α : γ) + 𝐼(β : γ | α).
2. 𝐼((α,β) : γ | δ) = 𝐼(α : γ | δ) + 𝐼(β : γ | α,δ).
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1.3 Коммуникационная сложность

В этом разделе излагаются самые базовые сведения по коммуникацион­
ной сложности, необходимые для дальнейшего повествования. Более подробно
см. в [24; 30].

1.3.1 Классическая модель для двух игроков

Пусть 𝑋, 𝑌 и 𝑍 — конечные множества, и пусть задана некоторая функ­
ция 𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑍. Два игрока, будем называть их Алиса и Боб, решают
коммуникационную задачу для функции 𝑓 , если:

1. множества 𝑋, 𝑌 , 𝑍 и функция 𝑓 известны обоим игрокам,
2. Алиса знает некоторый 𝑥 ∈ 𝑋,
3. Боб знает некоторый 𝑦 ∈ 𝑌 ,
4. Алиса и Боб стремятся вычислить 𝑓(𝑥,𝑦).

Для решения этой коммуникационной задачи Алиса и Боб могут пересылать
друг другу битовые сообщения. Задача считается решённой, если оба игрока
знают 𝑓(𝑥,𝑦). Нас интересует минимальное количество битов, которое необхо­
димо и достаточно переслать для вычисления 𝑓(𝑥,𝑦).

Определение 1.13. Коммуникационный протокол для функции 𝑓 : 𝑋×𝑌 →
𝑍 — это корневое двоичное дерево с пометками. Каждая внутренняя вершина 𝑣

помечена меткой «А» или «Б», а каждый лист помечен значением из множества
𝑍. Кроме того, для каждой вершины, помеченной «А», определена функция
𝑔𝑣 : 𝑋 → {0,1}, а для каждой вершины 𝑢 с пометкой «Б» определена функция
ℎ𝑢 : 𝑌 → {0,1}. Каждая внутренняя вершина имеет двух потомков, ребро к
первому потомку помечено 0, а ребро ко второму потомку помечено 1.

Общение по такому протоколу на конкретной паре входов (𝑥,𝑦) соответ­
ствует пути от корня к некоторому листу. Игроки начинают «находясь» в корне
и дальше спускаются к листу. В каждой внутренней вершине 𝑣 этого пути в
зависимости от пометки либо Алиса (пометка «А»), либо Боб (пометка «Б»)
пересылает один бит, который равен, соответственно, 𝑔𝑣(𝑥) или ℎ𝑣(𝑦). После
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этого игроки «переходят» в одного из потомков вершины 𝑣 по ребру, пометка
которого совпадает с битом, переданным в вершине 𝑣. Когда игроки достигают
листа, то их общение завершается. Результатом является пометка в этом листе.

Определение 1.14. Будем говорить, что коммуникационный протокол вычис­
ляет функцию 𝑓 , если для всех пар (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋×𝑌 общение игроков завершается
в листе с пометкой 𝑓(𝑥,𝑦).

Теперь можно дать формальное определение коммуникационной слож­
ности функции 𝑓 .

Определение 1.15. Коммуникационная сложность функции 𝑓 определяется
как наименьшая глубина протокола (максимальная рёберная длина пути от
корня до листа), вычисляющего функцию 𝑓 , и обозначается через CC(𝑓).

Утверждение 1.16. Для любой 𝑓 : {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}, CC(𝑓) 6 𝑛+ 1.

Доказательство. Алиса посылает Бобу свой вход 𝑥 за 𝑛 сообщений, а затем
Боб посылает Алисе значение 𝑓(𝑥,𝑦) за одно сообщение.

Эти определения можно обобщить на более широкий класс задач, если
предполагать, что вместо функции 𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → 𝑍, Алиса и Боб решают
коммуникационную задачу для отношения 𝑅 ⊂ (𝑋 × 𝑌 ) × 𝑍:

1. множества 𝑋, 𝑌 , 𝑍 и функция 𝑓 известны обоим игрокам,
2. Алиса знает некоторый 𝑥 ∈ 𝑋,
3. Боб знает некоторый 𝑦 ∈ 𝑌 ,
4. Алиса и Боб стремятся найти такой 𝑧, что (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑅, при этом гаран­

тируется, что такой 𝑧 существует.
В этих определения коммуникационную задачу для функции 𝑓 можно

рассматривать как коммуникационную задачу для отношения

𝑅(𝑓) = {(𝑥,𝑦,𝑓(𝑥,𝑦)) | 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }.

Определение коммуникационного протокола для отношения 𝑅 совпадает
с определением коммуникационного протокола для функции.

Определение 1.17. Будем говорить, что коммуникационный протокол вы­
числяет отношение 𝑅, если для всех пар (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 общение игроков
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завершается в листе с пометкой 𝑧 ∈ 𝑍, такой что (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑅. Коммуни­
кационная сложность отношения 𝑅 определяется как наименьшая глубина
протокола, вычисляющего отношение 𝑅, и обозначается CC(𝑅).

Замечание. В контексте коммуникационной сложности понятия «коммуника­
ционная задача» и «коммуникационная игра» являются синонимами и могут
использоваться вперемешку.

1.3.2 Нижние оценки

Рассмотрим коммуникационный протокол для некоторого отношения 𝑃 ⊆
𝑋×𝑌 ×𝑍. Для каждой вершины протокола 𝑣 определим 𝑅𝑣 ⊂ 𝑋×𝑌 — множе­
ство всех пар (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 , для которых общение проходит через вершину 𝑣.

Утверждение 1.18. Для любой вершины 𝑣 множество 𝑅𝑣 является комби­
наторным прямоугольником, т.е. существуют такие 𝑋𝑣 ⊂ 𝑋 и 𝑌𝑣 ⊂ 𝑌 , что
𝑅𝑣 = 𝑋𝑣 × 𝑌𝑣.

Доказательство. Утверждение верно для корня, т.к. множество всех входов
игроков 𝑋 × 𝑌 является комбинаторным прямоугольником. Пусть для некото­
рой вершины 𝑣 множество 𝑅𝑣 является комбинаторным прямоугольником, т.е.
выполняется 𝑅𝑣 = 𝑋𝑣 × 𝑌𝑣. Покажем, что утверждение выполняется и для её
потомков. Если в этой вершине Алиса пересылает бит 𝑏, и игроки переходят
в вершину 𝑢, то 𝑅𝑢 = 𝑋𝑢 × 𝑌𝑢, где 𝑋𝑢 = {𝑥 ∈ 𝑋𝑣 | 𝑔𝑣(𝑥) = 𝑏}, а 𝑌𝑢 = 𝑌𝑣.
Аналогично, если в этой вершине Боб посылает бит 𝑏, и игроки переходят в
вершину 𝑢, то 𝑅𝑢 = 𝑋𝑢 × 𝑌𝑢, где 𝑋𝑢 = 𝑋𝑣, а 𝑌𝑢 = {𝑦 ∈ 𝑌𝑣 | ℎ𝑣(𝑦) = 𝑏}.

Определение 1.19. Будем называть прямоугольник 𝑅 ⊂ 𝑋×𝑌 одноцветным
для отношения 𝑃 , если существует такой 𝑧 ∈ 𝑍, что для всех (𝑥,𝑦) ∈ 𝑅 выполня­
ется (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑃 . Такой прямоугольник будем также называть 𝑧-одноцветным.

Следствие 1.20. Листья коммуникационного протокола для отношения 𝑃

задают разбиение множества 𝑋 × 𝑌 на одноцветные прямоугольники.

Через χ(𝑃 ) обозначим минимальное количество одноцветных для 𝑃 пря­
моугольников, покрывающих 𝑋 × 𝑌 .
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Утверждение 1.21. CC(𝑓) > log2 χ(𝑃 ).

Доказательство. Пусть 𝐿— это число листьев в оптимальном коммуникацион­
ном протоколе для 𝑃 . Тогда CC(𝑓) > log2 𝐿 > log χ(𝑃 ).

Метод полуаддитивной меры. Определим некоторую меру µ на подмно­
жествах 𝑋 × 𝑌 , которая является полуаддитивной, т.е. мера объединения двух
множеств не превосходит суммы их мер. Пусть также для любого одноцветного
прямоугольника 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑌 выполняется µ(𝑅) 6 𝑀 для 𝑀 > 0.

Утверждение 1.22. Верна следующая оценка

χ(𝑃 ) >
µ(𝑋 × 𝑌 )

𝑀
.

И следовательно,

CC(𝑃 ) > log2
µ(𝑋 × 𝑌 )

𝑀
.

Метод трудного множества (fooling set). Это частный случай метода
полуаддитивной меры, при котором фиксируется некоторое множество входов
𝐹 ⊂ 𝑋 × 𝑌 , а µ определяется следующим образом:

µ(𝐴×𝐵) = |(𝐴×𝐵) ∩ 𝐹 |.

Если при этом множество 𝐹 такое, что никакой одноцветный прямоугольник
не содержит более одного элемента из 𝐹 , то χ(𝑃 ) > |𝐹 |, а следовательно
CC(𝑃 ) > log2 |𝐹 |.

1.3.3 Изучаемые функции

В коммуникационной сложности есть набор классических сложных функ­
ций, на примере которых можно продемонстрировать применение различных
методов доказательства нижних оценок.

Определение 1.23. Равенство на битовых строках длины 𝑛— это функция
EQ𝑛 : {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}, заданная следующим соотношением:

∀𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛, EQ𝑛(𝑥,𝑦) = 1 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑦.
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Для функции равенства EQ𝑛 можно показать, что не существует более
эффективного протокола, чем наивный протокол, в котором Алиса посылает
весь свой вход Бобу, а Боб вычисляет ответ и посылает его Алисе. Нижнюю
оценку можно доказать, например, методом трудного множества.

Утверждение 1.24. CC(EQ𝑛) = 𝑛+ 1.

Мы будем также использовать обобщение функции равенства, заданное
на произвольном множестве.

Определение 1.25. Для любого конечного непустого множества 𝑆 функция
равенства на 𝑆 — это функция EQ𝑆 : 𝑆 × 𝑆 → {0,1}, такая что для любых
𝑎,𝑏 ∈ 𝑆 выполняется EQ𝑆(𝑎,𝑏) = 1 ⇐⇒ 𝑎 = 𝑏.

Теорема 1.26. Для любого конечного непустого множества 𝑆

CC(EQ𝑆) > log |𝑆|.

Доказательство. Для любых 𝑎,𝑏 ∈ 𝑆, где 𝑎 ̸= 𝑏, 1-одноцветный прямоуголь­
ник, содержащий вход (𝑎,𝑎), не может содержать вход (𝑏,𝑏), иначе этот же
прямоугольник содержал бы также входы (𝑎,𝑏) и (𝑏,𝑎), что противоречит его
одноцветности. Таким образом диагональ множества 𝑆 × 𝑆 является трудным
множеством размера |𝑆|.

Следующая функция задаёт внутреннее произведение на парах из {0,1}𝑛.
Так же, как и для функции равенства, для внутреннего произведения наивный
протокол является оптимальным.

Определение 1.27. Внутреннее произведение на битовых строках длины 𝑛 —
это функция IP𝑛 : {0,1}𝑛×{0,1}𝑛 → {0,1}, заданная следующим соотношением:

∀𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛, IP𝑛(𝑥,𝑦) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖 mod 2.

Оценку для функции внутреннего произведения можно доказать при по­
мощи метода полуаддитивной меры: взять меру µ(𝑅) = |𝑅|, воспользоваться
фактом из леммы 3.24 и по отдельности оценить количество листьев с помет­
ками 0 и 1.

Утверждение 1.28. CC(IP𝑛) = 𝑛+ 1.
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И ещё одна классическая сложная функция — это функция, являющаяся
индикатором того, что два подмножества не пересекаются.

Определение 1.29. Дизъюнктность для битовых строк длины 𝑛— это функ­
ция DISJ𝑛 : {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}, заданная следующим соотношением:

∀𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛, DISJ𝑛(𝑥,𝑦) = 1 ⇐⇒ ∀𝑖 ∈ [𝑛], 𝑥𝑖𝑦𝑖 = 0.

Другими словами, можно сказать, что функция принимает пару характе­
ристических функций, задающих подмножества [𝑛], и равна 1 тогда и только
тогда, когда эти подмножества дизъюнктны. Как и для двух предыдущих функ­
ций, для дизъюнктности не бывает протокола лучше, чем наивный. Оценку
для функции дизъюнктности можно получить методом трудного множества
воспользовавшись фактом из леммы 3.20.

Утверждение 1.30. CC(DISJ𝑛) = 𝑛+ 1.

В коммуникационной сложности эти три рассматриваемые функции поз­
воляют разделить три различных модели: детерминированную, вероятностную
и недетерминированную.

1.3.4 Недетерминированная коммуникационная сложность

Для результатов, изложенных в последней главе, нам потребуются оценки
на недетерминированную сложность.

Определение 1.31. Будем говорить, что функция 𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → {0,1} имеет
недетерминированный коммуникационный протокол сложности 𝑑, если суще­
ствуют две функции 𝐴 : 𝑋 × {0,1}𝑑 → {0,1} и 𝐵 : 𝑌 × {0,1}𝑑 → {0,1}, такие
что

– ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝑓−1(1) ∃𝑤 ∈ {0,1}𝑑 : 𝐴(𝑥,𝑤) = 𝐵(𝑦,𝑤) = 1,
– ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝑓−1(0) ∀𝑤 ∈ {0,1}𝑑 : 𝐴(𝑥,𝑤) ̸= 1 ∨𝐵(𝑦,𝑤) ̸= 1.

Недетерминированная коммуникационная сложность N(𝑓) функции 𝑓 — это
минимальное 𝑑, для которого существует недетерминированный коммуникаци­
онный протокол для 𝑓 сложности 𝑑.
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В отличие от детерминированной коммуникационной сложности, опре­
деление недетерминированной коммуникационной сложности несимметрично,
и следовательно, сложность функции и сложность её отрицания могут от­
личаться. Нас будет интересовать недетерминированная коммуникационная
сложность функции неравенства.

Определение 1.32. Для любого конечного непустого множества 𝑆 функция
неравенства на 𝑆 — это функция NEQ𝑆 : 𝑆 × 𝑆 → {0,1}, такая что для любых
𝑎,𝑏 ∈ 𝑆 выполняется NEQ𝑆(𝑎,𝑏) = 1− EQ𝑆(𝑎,𝑏).

Теорема 1.33. Для любого конечного непустого множества 𝑆

N(NEQ𝑆) > log log |𝑆|.

Доказательство. Если |𝑆| 6 4, то утверждение тривиально. Пусть |𝑆| > 4.
Будем доказывать от противного. Предположим, что для некоторого 𝑆 выпол­
няется

N(NEQ𝑆) = 𝑑 6 log log |𝑆| − 1.

Тогда следующий детерминированный коммуникационный протокол решает
коммуникационную задачу для EQ𝑆: Алиса посылает 𝐴(𝑥,𝑤) для всех возмож­
ных 𝑤 ∈ {0,1}𝑑, Боб в свою очередь отвечает 1 тогда и только тогда, когда для
некоторого 𝑤 ∈ {0,1}𝑑 выполняется 𝐴(𝑥,𝑤) = 𝐵(𝑥,𝑤) = 1. Сложность такого
протокола равна

2𝑑 + 1 6 2log log |𝑆|−1 + 1 =
log |𝑆|

2
+ 1 < log |𝑆|,

что противоречит теореме 1.26.

Примечательное свойство недетерминированных коммуникационных про­
токолов заключается в том, что они не содержат никакой коммуникации между
игроками. Для наших целей в некоторых случаях будет удобнее думать про
альтернативное определение недетерминированных коммуникационных прото­
колов, которое неявно было сформулировано в классической книге Кушилевича
и Нисана [24].

Определение 1.34. Будем говорить, что функция 𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → {0,1} имеет
приватный недетерминированный коммуникационный протокол сложности 𝑑,
если существует функция 𝑓 : (𝑋 × {0,1}*)× (𝑌 × {0,1}*)→ {0,1} (детермини­
рованной) коммуникационной сложности не более 𝑑, такая что
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– ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝑓−1(1) ∃𝑤𝑥,𝑤𝑦 ∈ {0,1}* : 𝑓((𝑥,𝑤𝑥), (𝑦,𝑤𝑦)) = 1,
– ∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝑓−1(0) ∀𝑤𝑥,𝑤𝑦 ∈ {0,1}* : 𝑓((𝑥,𝑤𝑥), (𝑦,𝑤𝑦)) = 0.

Приватная недетерминированная коммуникационная сложность N′(𝑓) функ­
ции 𝑓 — это минимальное 𝑑, для которого существуют приватный недетермини­
рованный коммуникационный протокол для 𝑓 сложности 𝑑.

В оригинальном определении у игроков был доступ к общей (публич­
ной) недетерминированной подсказке, что позволяло избежать коммуникации.
В альтернативном определении у каждого игрока есть только своя приватная
недетерминированная подсказка, поэтому игрокам приходится общаться. Дока­
жем эквивалентность этих определений с точностью до аддитивной константы.

Теорема 1.35. Для любой функции 𝑓 : 𝑋 × 𝑌 → {0,1}

N(𝑓) + 2 > N′(𝑓) > N(𝑓).

Доказательство. Для доказательства первого неравенства мы предположим,
что существует недетерминированный коммуникационный протокол для 𝑓

сложности 𝑑, определённый функциями 𝐴 и 𝐵. Давайте покажем, что в этом
случае существует приватный недетерминированный коммуникационный про­
токол для 𝑓 сложности 𝑑 + 2. Определим функцию 𝑓 : (𝑋 × {0,1}*) × (𝑌 ×
{0,1}*)→ {0,1}, такую что

𝑓((𝑥,𝑤𝑥), (𝑦, 𝑤𝑦)) = 1 ⇐⇒ |𝑤𝑥| = |𝑤𝑦| = 𝑑∧𝐴(𝑥,𝑤𝑥) = 𝐵(𝑦,𝑤𝑦) = 1∧𝑤𝑥 = 𝑤𝑦.

Эта функция имеет детерминированный коммуникационный протокол с 𝑑 + 2

битами коммуникации: получив вход 𝑥 Алиса угадывает 𝑤𝑥 ∈ {0,1}𝑑 и пересы­
лает Бобу 𝑤𝑥 и 𝐴(𝑥,𝑤𝑥), Боб в свою очередь угадывает 𝑤𝑦 ∈ {0,1}𝑑 и посылает
1, если 𝐴(𝑥,𝑤𝑥) = 𝐵(𝑦,𝑤𝑦) = 1 и 𝑤𝑥 = 𝑤𝑦. В противном случае Боб посылает 0.

Теперь докажем второе неравенство. Для этого мы покажем, как по­
строить недетерминированный коммуникационный протокол для 𝑓 сложности
𝑑 по приватному недетерминированному коммуникационному протоколу для
𝑓 сложности 𝑑. Пусть 𝑓 определяет приватный недетерминированный ком­
муникационный протокол для 𝑓 , и пусть Π является детерминированным
коммуникационным протоколом для 𝑓 глубины 𝑑. В недетерминированном
коммуникационном протоколе для 𝑓 Алиса и Боб интерпретируют общую
публичную подсказку 𝑤 как описание пути в дереве протокола Π на входе
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((𝑥,𝑤𝑥),(𝑦,𝑤𝑦)) для некоторых (неизвестных) 𝑤𝑥 и 𝑤𝑦. Определим функцию
𝐴(𝑥,𝑤), так что 𝐴(𝑥,𝑤) = 1 тогда и только тогда, когда существует 𝑤𝑥 ∈ {0,1}*,
такой что 𝑤 является описанием пути в дереве протокола Π, заканчивающим­
ся в листе с пометкой 1 и согласованным с тем, что Алиса получила (𝑥,𝑤𝑥).
Аналогичным образом определим функцию 𝐵(𝑦,𝑤) так что 𝐵(𝑦, 𝑤) = 1 тогда
и только тогда, когда существует 𝑤𝑦 ∈ {0,1}*, такой что 𝑤 является описанием
пути в дереве протокола Π, заканчивающимся в листе с пометкой 1 и согласован­
ным с тем, что Боб получил (𝑦,𝑤𝑦). Недетерминированный коммуникационный
протокол для 𝑓 , определяемый функциями 𝐴 и 𝐵, имеет сложность 𝑑.

Следствие 1.36. Для любого непустого конечного множества 𝑆

N′(NEQ𝑆) > log log |𝑆|.

1.4 Связь коммуникационных протоколов и формул Де Моргана

1.4.1 Игры Карчмера — Вигдерсона

Определение 1.37. Игра Карчмера — Вигдерсона для функции 𝑓 : {0,1}𝑛 →
{0,1} — это коммуникационная игра, в которой Алиса получает 𝑥 ∈ 𝑓−1(0),
Боб получает 𝑦 ∈ 𝑓−1(1), и они вместе пытаются найти такое число 𝑖 ∈ [𝑛], что
𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖.

Другими словами, игра Карчмера — Вигдерсона — это коммуникационная
задача для отношения

KW𝑓 = {(𝑥,𝑦,𝑖) | 𝑥 ∈ 𝑓−1(0), 𝑦 ∈ 𝑓−1(1), 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖}.

Отношение KW𝑓 будем называть отношением Карчмера — Вигдерсона для
функции 𝑓 .

Теорема 1.38 (неявно доказано в [22]). Для каждой формулы ϕ вычисляющей
𝑓 , существует такой протокол Πϕ для отношения Карчмера — Вигдерсона
KW𝑓 , что его дерево совпадает с деревом, описывающим структуру формулы
ϕ. Верно и обратное: если есть протокол для отношения KW𝑓 , то есть и
формула для 𝑓 с такой же структурой.
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Доказательство. Ход Алисы будет соответствовать связке ∧, ход Боба — связ­
ке ∨. Сначала покажем, как по формуле можно построить протокол, а потом
опишем преобразование протокола в формулу.

Формула → протокол. Каждая внутренняя вершина протокола соответ­
ствует некоторой подформуле исходной формулы ϕ. Будем поддерживать
следующий инвариант: если ϕ𝑣 — подформула, соответствующая текущей
вершине протокола 𝑣, тогда ϕ𝑣(𝑥) = 0, а ϕ𝑣(𝑦) = 1. Это верно для началь­
ной вершины (т.к. верно для ϕ). Если для текущей вершины это верно, и
ϕ𝑣 = ϕ𝑣0 ∧ ϕ𝑣1, то Алиса пересылает бит 𝑏 такой, что ϕ𝑣𝑏(𝑥) = 0 (такой
бит существует по свойствам ∧, т.к. ϕ𝑣(𝑥) = 0). При этом мы знаем, что
ϕ𝑣(𝑦) = ϕ𝑣0(𝑦) = ϕ𝑣1(𝑦) = 1, т.е. инвариант сохраняется. Аналогично, если
ϕ𝑣 = ϕ𝑣0 ∨ ϕ𝑣1, то Боб пересылает бит 𝑏 такой, что ϕ𝑣𝑏(𝑦) = 1 (мы соответ­
ственно знаем, что ϕ𝑣(𝑥) = ϕ𝑣0(𝑥) = ϕ𝑣1(𝑥) = 0). Когда Алиса и Боб достигнут
некоторого листа, то по индукции значение в этом листе на входе Алисы отли­
чается от значения в листе на входе Боба, а значит номер переменной в листе
соответствует номеру бита различия.

Протокол → формула. Будем последовательно строить формулы для внут­
ренних вершин протокола от листьев к корню. При этом будем поддерживать
следующий инвариант: пусть 𝑣 — вершина протокола, 𝑋𝑣 × 𝑌𝑣 — соответству­
ющий прямоугольник, тогда формула ϕ𝑣 для вершины 𝑣 такая, что для всех
𝑥 ∈ 𝑋𝑣 выполнено ϕ𝑣(𝑥) = 0 и для всех 𝑦 ∈ 𝑌𝑣 выполнено ϕ𝑣(𝑦) = 1. Пусть мы
построили формулыϕ𝑣0 иϕ𝑣1 для сыновей некоторой вершины 𝑣. Если вершина
𝑣 соответствовала ходу Алисы, то на всех входах Алисы из множества 𝑋𝑣 фор­
мула ϕ𝑣 должна быть равна 0. При этом по индукционному предположению
мы знаем, что для некоторых входов Алисы (на которых Алиса посылает 0)
ϕ𝑣0 = 0, а для остальных обязательно ϕ𝑣1 = 0. С другой стороны для всех
входов Боба 𝑦 ∈ 𝑌𝑣 выполняется ϕ𝑣0(𝑦) = ϕ𝑣1(𝑦) = 1. Поэтому, если мы по­
ложим ϕ𝑣 = ϕ𝑣0 ∧ ϕ𝑣1, то инвариант сохранится. Аналогично, если вершина
соответствовала ходу Боба, то следует положить ϕ𝑣 = ϕ𝑣0 ∨ϕ𝑣1.

Осталось объяснить, что мы будем делать с листьями. Заметим, что если
в листе протокола написан некоторый индекс 𝑖, то в него могут попадать либо
пары входов, для которых (𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖 = 1), либо входы, для которых (𝑥𝑖 = 1,
𝑦𝑖 = 0), но не могут попадать одновременно. В противном случае по свойству
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комбинаторного прямоугольника можно дать Алисе и Бобу входы с одинаковы­
ми битами в позиции 𝑖, и коммуникация завершится в этом же листе.⎧⎨⎩(𝑥,𝑦) ∈ 𝑅ℓ, 𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖 = 1,

(𝑥′,𝑦′) ∈ 𝑅ℓ, 𝑥′𝑖 = 1, 𝑦′𝑖 = 0,
=⇒ (𝑥′, 𝑦) ∈ 𝑅ℓ.

Таким образом можно считать, что в каждом листе кроме номера бита различия
записаны также значения этого бита у Алисы и у Боба. Если в листе ℓ с номером
бита различия 𝑖 записаны (𝑥𝑖 = 0, 𝑦𝑖 = 1), то ϕℓ = 𝑥𝑖, в обратном случае
ϕℓ = ¬𝑥𝑖.

Аналогично формулам сложность коммуникационных протоколов можно
измерять не только в терминах глубины, но и в терминах размера (т.е. чис­
ла листьев).

Определение 1.39. Для отношения 𝑅 будем обозначать через 𝐿(𝑅) минималь­
ное количество листьев в коммуникационном протоколе для 𝑅.

Следствие 1.40. Для любой функции 𝑓 , 𝐿(𝑓) = 𝐿(KW𝑓).

1.4.2 Теоретико-информационный подход к доказательству
нижних оценок на размер коммуникационных протоколов

Изложение этого раздела в основном опирается на работу [13].
Рассмотрим некоторую коммуникационную задачу 𝑃 ⊂ 𝑋 × 𝑌 ×𝑍 и ком­

муникационный протокол Π для 𝑃 . Пусть 𝒟— это вероятностное распределение
на 𝑋 × 𝑌 . Рассмотрим совместно распределённые случайные величины 𝒳 , 𝒴
и π, индуцированные распределением 𝒟, где 𝒳 и 𝒴 распределены на входах
Алисы и Боба, а π распределена на листьях протокола Π, соответствующих
результату коммуникации игроков на входах 𝒳 и 𝒴 .

Определение 1.41. Внешнее информационное разглашение протокола Π на
распределении 𝒟 определяется как

IC𝑒𝑥𝑡
𝒟 (Π) = 𝐼(π : 𝒳 ,𝒴).
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Внутреннее информационное разглашение протокола Π на распределении 𝒟
определяется как

IC𝑖𝑛𝑡
𝒟 (Π) = 𝐼(π : 𝒳 | 𝒴) + 𝐼(π : 𝒴 | 𝒳 ).

Замечание. Для детерминированных протоколов эти определения можно упро­
стить следующим образом.

IC𝑒𝑥𝑡
𝒟 (Π) = 𝐼(π : 𝒳 ,𝒴) = 𝐻(π)−𝐻(π | 𝒳 ,𝒴) = 𝐻(π).

Здесь мы воспользовались тем, что π однозначно определяется значениями 𝒳
и 𝒴 , а следовательно 𝐻(π | 𝒳 ,𝒴) = 0. Аналогичным образом упрощается и вто­
рое определение.

IC𝑖𝑛𝑡
𝒟 (Π) = 𝐼(π : 𝒳 | 𝒴) + 𝐼(π : 𝒴 | 𝒳 )

= 𝐻(π | 𝒴)−𝐻(π | 𝒳 ,𝒴) +𝐻(π | 𝒳 )−𝐻(π | 𝒳 ,𝒴)
= 𝐻(π | 𝒴) +𝐻(π | 𝒴).

Для коммуникационного протокола Π через 𝐷(Π) и 𝐿(Π) будем обозна­
чать его глубину и число листьев, соответственно. Следующая лемма связывает
глубину протокола, внешнее и внутреннее информационное разглашение.

Теорема 1.42 (см. [6]). Для любого коммуникационного протокола Π и любого
распределения 𝒟

𝐷(Π) > IC𝑒𝑥𝑡
𝒟 (Π) > IC𝑖𝑛𝑡

𝒟 (Π).

Теорема 1.43 (см. [13]). Для любого коммуникационного протокола Π и любо­
го распределения 𝒟 выполняется log𝐿(Π) > IC𝑒𝑥𝑡

𝒟 (Π). Кроме того существует
такое распределение 𝒟*, для которого log𝐿(Π) = IC𝑒𝑥𝑡

𝒟* (Π).

Будем называть такое 𝒟* труднейшим распределением для Π.

Следствие 1.44. Пусть 𝑓 — булева функция и 𝑠 ∈ N. Соотношение 𝐿(𝑓) > 𝑠

выполняется тогда и только тогда, когда для любого протокола Π для KW𝑓

существует распределение 𝒟, для которого IC𝑒𝑥𝑡
𝒟 (Π) > log 𝑠.

Применение такого подхода можно проиллюстрировать на доказательстве
нижней оценки на размер формулы для функции чётности, доказанной Храп­
ченко [5]. Функция чётности ⊕𝑛 : {0,1}𝑛 → {0,1} задаётся соотношением

⊕𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖 mod 2.
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Теорема 1.45 (Храпченко). 𝐿(⊕𝑛) > 𝑛2.

Доказательство даётся в изложении из работы [13].

Доказательство. Покажем, что для любого протокола существует распределе­
ние 𝒟, такое что IC𝑒𝑥𝑡

𝒟 (Π) > 2 log 𝑛. Из этого напрямую следует, что 𝐿(⊕𝑛) > 𝑛2.
Выберем в качества 𝒟 равномерное распределение на парах вида (𝑥,𝑥⊕ 𝑒𝑖), где
⊕𝑛(𝑥) = 0, а строка 𝑒𝑖 имеет единицу в позиции 𝑖 и нули во всех остальных.
Т.е., пары входов из распределения 𝒟 отличаются только в одном бите.

IC𝑒𝑥𝑡
𝒟 (Π) > IC𝑖𝑛𝑡

𝒟 (Π) = 𝐼(π : 𝒳 | 𝒴) + 𝐼(π : 𝒴 | 𝒳 ).

Рассмотрим одно из слагаемых 𝐼(π : 𝒳 | 𝒴).

𝐼(π : 𝒳 | 𝒴) = 𝐻(𝒳 | 𝒴)−𝐻(𝒳 | 𝒴 ,π)
= 𝐻(𝑖 | 𝒴)−𝐻(𝑖 | 𝒴 ,π)
= log 𝑛− 0.

Аналогично для второго слагаемого. Следовательно IC𝑒𝑥𝑡
𝒟 (Π) > 2 log 𝑛.

1.4.3 Гипотеза Карчмера — Раза — Вигдерсона

Карчмер, Раз и Вигдерсон [21] предложили подход к доказательству супер­
полиномиальной нижней оценки на размер булевой формулы для функции из
сложностного класса P (из этого будет следовать разделение классов P и NC1),
основанный на изучении формульной глубины блочной композиции булевых
функций. Здесь P обозначает класс всех функций, вычислимых за полиноми­
альное время, а NC1 — класс всех функций, вычислимых формулами глубины
𝑂(log 𝑛). В силу взаимосвязи формульной сложности и формульной глубины
(см. утверждение на странице 6) класс NC1 можно эквивалентно определить
как класс функций, вычислимых формулами полиномиального размера.

Определение 1.46. Пусть 𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1} и 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}— две
произвольные булевы функции. Блочная композиция 𝑓 ◇ 𝑔 : ({0,1}𝑛)𝑚 → {0,1}
определяется соотношением

(𝑓 ◇ 𝑔)(𝑥1, . . . ,𝑥𝑚) = 𝑓(𝑔(𝑥1), . . . ,𝑔(𝑥𝑚)),
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где 𝑥1, . . . ,𝑥𝑚 ∈ {0,1}𝑛.

Несложно показать, что D(𝑓 ◇ 𝑔) 6 D(𝑓) +D(𝑔). Зафиксируем некоторые
оптимальные формулы для 𝑓 и 𝑔 и построим формулу для 𝑓◇𝑔, заменив каждую
переменную в формуле 𝑓 копией формулы для 𝑔 так, что у каждой копии 𝑔

будет свой набор переменных (см. рис. 1.1).

f

gggg · · · g

Рисунок 1.1 — Формула для вычисления блочной композиции 𝑓◇𝑔, составленная
из формулы для 𝑓 и 𝑚 копий формулы для 𝑔.

В работе [21] Карчмер, Раз и Вигдерсон предположили, что эта верхняя
оценка почти точна.

Гипотеза 1.47 (Карчмер, Раз, Вигдерсон). Для любых непостоянных функций
𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1} и 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}

D(𝑓 ◇ 𝑔) ≈ D(𝑓) + D(𝑔).

Если эта гипотеза верна, то существует вычислимая за полиномиальное
время функция, которая не вычисляется формулами Де Моргана полиномиаль­
ного размера, и следовательно, P ̸⊆ NC1.

Утверждение 1.48. Если гипотеза 1.47 верна, то P ̸⊆ NC1.

Доказательство. Рассмотрим функцию ℎ : {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}, которая
интерпретирует первый аргумент как таблицу истинности некоторой булевой
функции 𝑓 : {0,1}log 𝑛 → {0,1} и вычисляет значение блок-композиции из
log 𝑛/ log log 𝑛 уровней функции 𝑓 на втором аргументе:

ℎ(𝑓,𝑥) = (𝑓 ◇ · · · ◇ 𝑓⏟  ⏞  
log 𝑛/ log log 𝑛

)(𝑥).

Несложно заметить, что эта функция вычисляется полиномиальным алгорит­
мом, и следовательно, ℎ ∈ P. Для того, чтобы показать, что ℎ ̸∈ NC1, выберем
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в качестве 𝑓 функцию с максимальной формульной сложностью. По теореме Ри­
ордана — Шеннона [32] функция 𝑓 вычисляется формулами глубины не менее
log 𝑛−𝑂(log log log 𝑛). Предположим, что гипотеза 1.47 верна. Тогда 𝑓 ◇ · · · ◇ 𝑓
вычисляется формулами глубины не менее

(log 𝑛−𝑂(log log log 𝑛)) · (log 𝑛/ log log 𝑛) = ω(log 𝑛),

а следовательно, 𝑓 ◇ · · · ◇ 𝑓 ̸∈ NC1. Любая формула, вычисляющая функцию ℎ,
должна вычислять и 𝑓 ◇ · · · ◇ 𝑓 , если мы подставим значение первого аргумента
𝑓 = 𝑓 . Таким образом, ℎ ̸∈ NC1.

Такой подход к разделению классов P и NC1 особенно привлекателен
тем, что он, насколько нам известно, не нарушает ни один известных на дан­
ный момент мета-математических барьеров вроде концепции «натуральных
доказательств» Разборова и Рудича [31]. В частности, считается, что такое до­
казательство не является «натуральным», т.к. функция ℎ— это функция очень
специального вида, т.е. вероятность того, что случайная функция похожа на
ℎ, должна быть очень маленькой. Стоит отметить, что P ̸⊆ NC1 верно даже
в предположении более слабых вариантов гипотезы Карчмера — Раза — Вигдер­
сона, например, таких как

– D(𝑓 ◇ 𝑔) > D(𝑓) + ε ·D(𝑔) для некоторого ε > 0,
– D(𝑓 ◇ 𝑔) > ε ·D(𝑓) + D(𝑔) для некоторого ε > 0,
– D(𝑓 ◇ 𝑔) > ε1 ·D(𝑓) + ε2 ·D(𝑔) для ε1 + ε2 > 1.

Карчмер и Вигдерсон показали, что коммуникационная сложность игры Карч­
мера — Вигдерсона для функции 𝑓 совпадает с минимальной глубиной формулы
Де Моргана для 𝑓 (см. теорему 1.38). Эта взаимосвязь позволяет нам использо­
вать методы коммуникационной сложность для доказательства нижних оценок
на формульную глубину. В частности, гипотезу 1.47 можно переформулиро­
вать в терминах коммуникационной сложности игр Карчмера — Вигдерсона.
Для удобства мы определим блочную композицию для отношений Карчмера —
Вигдерсона следующим образом: KW𝑓 ◇ KW𝑔 = KW𝑓◇𝑔. Это приводит нас к
следующей переформулировке гипотезы Карчмера — Раза — Вигдерсона.

Гипотеза 1.49 (Карчмер, Раз, Вигдерсон (переформулировка)). Для любых
непостоянных функций 𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1} и 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}

CC(KW𝑓 ◇KW𝑔) ≈ CC(KW𝑓) + CC(KW𝑔).
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Исследование игр Карчмера — Вигдерсона уже принесло впечатляющие
результаты в монотонном случае, где доказательство нижней оценки на блок­
композицию для конкретной монотонной функций (функции 𝑠-𝑡 связности)
позволило разделить монотонные версии схемных классов NC1 и NC2 [22]. По­
этому есть основания предполагать, что изучение игр Карчмера — Вигдерсона
может помочь получить новые нижние оценки и в немонотонном случае.

1.4.4 Универсальное отношение и отношение мультиплексера

В серии работ [7; 10; 11; 13; 16; 23] были доказаны нижние оценки для раз­
личных упрощений гипотезы Карчмера — Раза — Вигдерсона. В первых двух
работах [11; 16] авторы доказали аналог гипотезы Карчмера — Раза — Вигдер­
сона для блочной композиции универсальных отношений.

Определение 1.50. Универсальное отношение U𝑛 длины 𝑛 определяется сле­
дующим соотношением:

U𝑛 = {(𝑥,𝑦,𝑖) | 𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛, 𝑖 ∈ [𝑛], 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖} ∪ {(𝑥,𝑥, ⊥) | 𝑥 ∈ {0,1}𝑛}.

Коммуникационная игра для универсального отношения является обобще­
нием игры Карчмера — Вигдерсона: Алиса и Боб получают две битовые строки
длины 𝑛 и их задача заключается в поиске координаты 𝑖 ∈ [𝑛], такой что 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖.
В отличие от игр Карчмера — Вигдерсона в этой игре игроки могут получить
одинаковые строки. В этом случае они должны выдать специальный символ ⊥,
сообщающий о том, что такой координаты 𝑖 не существует. Интуитивно понят­
но, что игра для универсального отношения является более сложной, чем игры
Карчмера — Вигдерсона, т.к. у игроков нет никакой дополнительной информа­
ции о том, какие строки могут быть у партнёра, и нет доказательства, что их
строки отличаются. Для каждой непостоянной функции 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1}
можно рассмотреть естественное сведе́ние игры для KW𝑓 к игре для U𝑛: по­
лучив входы 𝑥 и 𝑦 (гарантированно различные) для игры с отношением KW𝑓

игроки используют протокол для игры с отношением U𝑛, который для различ­
ных строк обязан выдать такое число 𝑖, что 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖, после чего игроки выдают
𝑖 как ответ для исходной игры для отношения KW𝑓 . Блочная композиция для
универсальных отношений обобщает блочную композицию для игр Карчмера —
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Вигдерсона тем же образом. Аналогичное сведение показывает, как можно ис­
пользовать протокол для блочной композиции универсальных отношений для
решения коммуникационной задачи для блочной композиции игр Карчмера —
Вигдерсона. Таким образом, доказательство нижних оценок для универсальных
отношений является естественным шагом на пути к доказательству гипотезы
Карчмера — Раза — Вигдерсона.

В последующих работах [13; 23] были доказаны нижние оценки на блоч­
ную композицию отношения Карчмера — Вигдерсона для произвольной булевой
функции и универсального отношения. Полученный результат сформулирован
в терминах количества листьев в протоколе, что также является одним из
возможных подходов к формулировке гипотезы Карчмера — Раза — Вигдерсона
(т.е. в оценке вместо 𝐷(𝑓) используется log𝐿(𝑓)). В работе [10] авторы полу­
чили альтернативное доказательство нижней оценки на блочную композицию
произвольной булевой функции с функцией чётности в рамках подхода с исполь­
зованием игр Карчмера — Вигдерсона (этот результат был изначально доказан
Хостадом в статье [15] с использованием совершенно другого подхода). Из этого
результата получается альтернативное доказательство кубической нижней оцен­
ки на формульную сложность функции Андреева, доказанную Хостадом [15].
В наиболее свежей работе [7] из этой серии авторы расширяют множество
различных функций, которые можно использовать в качестве внутренней функ­
ции в блочной композиции в монотонном случае гипотезы Карчмера — Раза —
Вигдерсона, до множества всех функций, чью формульную глубину можно
оценить снизу при помощи техники подъёма нижних оценок из запросной слож­
ности в коммуникационную сложность. Кроме того, в этой работе вводится
промежуточный полумонотонный случай, где внутренняя функции в блочной
композиции является монотонной, и для этого случая доказывается нижняя
оценка на блочную композицию универсального отношения и монотонной игры
Карчмера — Вигдерсона для любой монотонной функции, сложность которой
может быть оценена снизу при помощи техники подъёма нижних оценок.

В заключительной секции работы [11] авторы предлагают рассматривать
коммуникационную игру для отношения мультиплексера с общей функцией,
которая очень похожа на игру Карчмера — Вигдерсона для функции мульти­
плексера.
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Определение 1.51. Функция мультиплексера размера 𝑛— это функция M𝑛 :

{0,1}2𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}, в которой первый аргумент интерпретируется как
таблица истинности некоторой булевой функции 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1}, а значение
определяется значением 𝑓 на втором аргументе:

M𝑛(𝑓,𝑥) = 𝑓(𝑥).

В игре Карчмера — Вигдерсона для M𝑛 Алиса получает функцию 𝑓 :

{0,1}𝑛 → {0,1} и вход 𝑥 ∈ {0,1}𝑛, такие что 𝑓(𝑥) = 0, а Боб получает функцию
𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1} и вход 𝑦 ∈ {0,1}𝑛, такие что 𝑔(𝑦) = 1. Их общая цель —
найти координату 𝑖 ∈ [2𝑛 + 𝑛], такую что (𝑓,𝑥)𝑖 ̸= (𝑔,𝑦)𝑖. Авторы работы [11]
предлагают рассмотреть версию этой игры, где игрокам обещают, что они по­
лучат одну и ту же функцию, т.е. 𝑓 = 𝑔, и таким образом им достаточно найти
только различие между 𝑥 и 𝑦.

Определение 1.52. В коммуникационной игре для отношения мультиплек­
сера с общей функцией (игре для отношения мультиплексера) MUX𝑛 Алиса
получает функцию 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} и вход 𝑥 ∈ {0,1}𝑛, такие что 𝑓(𝑥) = 0, а
Боб получает функцию 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1} и вход 𝑦 ∈ {0,1}𝑛, такие что 𝑔(𝑦) = 1.
Их общая цель — найти координату 𝑖 ∈ [𝑛], такую что 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖, или вернуть спе­
циальный символ ⊥, если 𝑓 ̸= 𝑔 (если 𝑥 ̸= 𝑦 и 𝑓 ̸= 𝑔, то оба варианта ответа
возможны).

Игра для отношения мультиплексера может так же рассматриваться как
обобщение игр Карчмера — Вигдерсона для булевых функций на 𝑛 перемен­
ных. Действительно, игра Карчмера — Вигдерсона для произвольной функции
𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1} может быть сведена к игре для отношения мультиплексера:
получив 𝑥 и 𝑦 Алиса и Боб используют протокол для отношения мультиплек­
сера на входах (𝑔,𝑥) и (𝑔,𝑦), соответственно, находят координату 𝑖 ∈ [𝑛], такую
что 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖, и возвращают её в качестве ответа (игроки получили одну и ту же
функцию, поэтому протокол не может вернуть ⊥).

Учитывая, что в работах [13; 23] уже доказана нижняя оценка на блочную
композицию отношения Карчмера — Вигдерсона для произвольной функции
и универсального отношения, естественным следующим шагом было дока­
зательство нижней оценки на блочную композицию отношения Карчмера —
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Вигдерсона для произвольной функции и отношения мультиплексера. К сожа­
лению, это выглядит очень сложной задачей и пока находится за пределами
наших возможностей (более подробно см. в [25]).

Отличие игры для отношения мультиплексера от игры Карчмера — Ви­
гдерсона для функции мультиплексера в том, что игрокам не нужно искать
место различия функций 𝑓 и 𝑔, а достаточно сообщить, что эти функции различ­
ны. Таким образом игра для отношения мультиплексера является более простой
коммуникационной игрой, чем игра Карчмера — Вигдерсона для функции муль­
типлексера. Мы будем интересоваться в основном именно игрой для отношения
мультиплексера. В то же время стоит отметить, что для функции мультиплек­
сера была доказана следующая теорема.

Теорема 1.53. Для любых 𝑚,𝑛 ∈ N, таких что 𝑛 > 6 log𝑚, и любой непо­
стоянной функции 𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1}

CC(KW𝑓 ◇KWM𝑛
) > log𝐿(𝑓) + 𝑛−𝑂(log 𝑛).

Доказательство этой теоремы опубликовано в работе [27], результатам ко­
торой посвящена четвёртая глава. Поэтому доказательство теоремы 1.53 можно
найти в четвёртой главе на стр. 109. Неизвестно, верно ли аналогичное утвер­
ждение, в котором KWM𝑛

заменено на MUX𝑛.
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Глава 2. Предсказание на основе частичной информации

2.1 Введение

Вдохновлённые развитием методов для доказательства нижних оценок на
схемы, рассматривающих схемы сверху вниз (top-down argument), Меир и Ви­
гдерсон [26] предложили изучить следующий вопрос. Пусть случайная величина
𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) распределена на {0, 1}𝑛 и имеет энтропию не менее 𝑛 − 𝑘.
Наш противник, который знает распределение 𝑋 и некоторую (равномерно)
случайно выбранную координату 𝑖 ∈ [𝑛], хочет предсказать значение 𝑋𝑖. Ему
разрешается запросить 𝑞 координат 𝑋 отличных от 𝑋𝑖. Насколько большим
должно быть 𝑞, чтобы у противника было существенное преимущество? Меир
и Вигдерсон дают ответ на этот вопрос: 𝑞 = ω(𝑛/𝑘), причём это верно, даже
если противнику разрешено делать недетерминированные запросы. Формально
это определяется следующим образом.

Определение 2.1. Свидетель для координаты 𝑖 ∈ [𝑛]— это пара (𝑄, 𝑎), где
𝑄 ⊆ [𝑛] ∖ {𝑖} и 𝑎 ∈ {0, 1}|𝑄|. Свидетель присутствует в строке 𝑥 ∈ {0, 1}𝑛,
если 𝑥|𝑄 = 𝑎. Длина свидетеля определяется как |𝑄|.

Определение 2.2. 𝑞-семейство свидетелей ℱ для координаты 𝑖 ∈ [𝑛]— это
множество свидетелей для 𝑖 длины не более 𝑞. Мы будем говорить, что строка
𝑥 ∈ {0, 1}𝑛 удовлетворяет ℱ , и обозначать 𝑥 |= ℱ , если хотя бы один свидетель
из ℱ присутствует в 𝑥. Для случайной величины 𝑋, распределённой на {0, 1}𝑛,
бита 𝑏 ∈ {0, 1} и ε ∈ [0,1] будем говорить, что ℱ ε-предсказывает 𝑋𝑖 = 𝑏, если

Pr[𝑋𝑖 = 𝑏 | 𝑋 |= ℱ ] > 1

2
+
ε

2
.

Теорема 2.3 (Меир, Вигдерсон). Пусть 𝑋 — случайная величина, распределён­
ная на {0,1}𝑛, такая что 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и пусть 𝑞 < 𝑛. Для ε ∈ (0,1] и для
всех 𝑖 ∈ [𝑛] и 𝑏 ∈ {0,1} пусть ℱ 𝑏

𝑖 является 𝑞-семейством свидетелей, кото­
рое ε-предсказывает 𝑋𝑖 = 𝑏, и пусть σ𝑖 обозначает вероятность того, что
выполняется 𝑋 |= ℱ0

𝑖 или 𝑋 |= ℱ1
𝑖 . Тогда σ̄ = E𝑖[σ𝑖] не превосходит 300·𝑘·𝑞

ε3·𝑛 .
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Из этой теоремы для случая ε = 1 можно получить нижние оценки на
схемы глубины три (подробнее см. в [26]). В частности из анализа игры Карч­
мера — Вигдерсона для функции чётности можно показать, что любая схема
глубины три, вычисляющая функцию чётности, имеет размер не менее 2Ω(

√
𝑛).

При этом де-факто оценка получается на формулы Де Моргана специального
вида, в которых на любом пути от корня к листьям происходит не более двух
перемен типов логических связок. Такие формулы являются частным случаем
схем глубины три. Схемы константной глубины можно преобразовать в фор­
мулы так, что их размер увеличится не более чем полиномиально, поэтому в
контексте экспоненциальных оценок можно считать, что схемы глубины три яв­
ляются формулами. Например, ∨-∧-∨ схему глубины 3, где в каждую вершину
(гейт) на нижнем уровне входит не более 𝑘 литералов, можно представить как
формулу Де Моргана, в которой на любом пути от корня к листьям сначала
идут только связки ∨, за ними следуют связки ∧, и в конце стоит не более
log 𝑘 связок ∨. В игре Карчмера — Вигдерсона, соответствующей такой форму­
ле, сначала Боб посылает некоторое число сообщений, потом Алиса посылает
какое-то число сообщений, а в завершение Боб посылает не более log 𝑘 битов.

В этой главе мы улучшим этот результат теоремы 2.3 для случая ε = 1

(что в частности позволит получить точную оценку для функции чётности для
схем глубины три из анализа игры Карчмера — Вигдерсона) и обсудим идеи,
которые легли в основу этого доказательства, которые интересным образом
возникают из аналогичных вопросов в области нижних оценок на схемы. Для
произвольного ε мы адаптируем наше доказательство для получения оптималь­
ной оценки в случае, если семейство свидетелей можно представить в виде
дерева решений. Первый результат опубликован в работе [34], а второй — в
её расширенной версии [33].

Определение 2.4. Для случайной величины 𝑋, распределённой на {0, 1}𝑛,
координаты 𝑖 ∈ [𝑛] и бита 𝑏 ∈ {0, 1}, 𝑏-сертификат для 𝑖— это свидетель
(𝑄, 𝑎), такой, что

Pr[𝑋𝑖 = 𝑏 | 𝑋|𝑄 = 𝑎] = 1.

Теорема 2.5. Пусть 𝑋 — случайная величина, распределённая на {0,1}𝑛, та­
кая что 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и пусть 𝑞 < 𝑛. Для всех 𝑖 ∈ [𝑛] и 𝑏 ∈ {0,1} пусть σ𝑖
обозначает вероятность того, что 𝑋 содержит сертификат для 𝑖 размера
не более 𝑞. Тогда σ̄ = E𝑖[σ𝑖] не превосходит 𝑘·(𝑞+1)

𝑛 .
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Несложно сравнить эту теорему с теоремой 2.3 для случая ε = 1. Отме­
тим, что оценка в теореме 2.5 является точной. Для любого σ ∈ [0,1] мы можем
рассмотреть случайную величину 𝑋 = (𝑋1,𝑋2, . . . ,𝑋𝑛), определённую следую­
щим процессом: сгруппируем первые σ𝑛 координат в блоки размера 𝑞+ 1. Для
каждого блока назначим все координаты кроме последней случайным образом,
а последней переменной в каждом блоке присвоим значение являющееся сум­
мой всех оставшихся переменных по модулю 2. В завершение присвоим всем
оставшимся координатам 𝑋σ𝑛+1,𝑋σ𝑛+2, . . . ,𝑋𝑛 случайные значения. Несложно
увидеть, что

𝐻(𝑋) =
σ𝑛

𝑞 + 1
· 𝑞 + (1− σ) · 𝑛 = 𝑛− σ𝑛

𝑞 + 1
.

Применяя теорему 2.5 для 𝑘 = σ𝑛/(𝑞 + 1) мы получаем σ̄ 6 σ. С другой
стороны, каждая из первых σ𝑛 координат с вероятностью 1 имеет сертификат
размера 𝑞, который предсказывает её, и следовательно, σ̄ > σ.

Покажем, как из теоремы 2.5 можно получить нижнюю оценку на размер
схемы глубины три. Будем говорить, что функция 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} имеет
чувствительность 𝑠 на входе 𝑥 ∈ {0,1}𝑛, если существует не менее 𝑠 битов
в 𝑥, инвертирование которых приводит к изменению значения функции 𝑓 . На­
пример, функция чётности ⊕𝑛 имеет чувствительность 𝑛 на любом входе, т.к.
инвертирование любого бита изменяет чётность.

Теорема 2.6. Пусть 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} имеет чувствительность не менее
𝑠 как минимум на α · 2𝑛 входах из 𝑓−1(0) для некоторого 0 < α < 1. Тогда
любая ∧-∨-∧ схема, где в каждый гейт на нижнем уровне входит не более 𝑘

литералов, (Π3
𝑘 схема) для 𝑓 имеет размер не менее α · 2𝑠/𝑘

Доказательство. Рассмотрим игру Карчмера — Вигдерсона с тремя раундами,
которая соответствует Π3

𝑘 схеме. Все сообщения в этой игре могут состоять из
произвольного числа бит.

– Алиса получает 𝑥 ∈ 𝑓−1(0), Боб получает 𝑦 ∈ 𝑓−1(1).
– Алиса посылает сообщение 𝑚1 = 𝑚1(𝑥).
– Боб отвечает сообщением 𝑚2 = 𝑚2(𝑦,𝑚1).
– Алиса посылает сообщение 𝑚3 = 𝑚3(𝑥,𝑚2), которое несёт не более log 𝑘

битов информации, т.е. Алисе разрешено переслать одно из 𝑘 предопре­
делённых сообщений.
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– Общение завершается, при этом Алиса и Боб знают некоторую позицию
𝑖 ∈ [𝑛], такую что 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖.

Не умаляя общности, мы предположим, что все сообщения, которые Алиса
может послать в первом раунде, имеют одну длину. Нам будет достаточно по­
казать, что в каждом корректном протоколе такого вида для функции 𝑓 Алиса
посылает не менее 𝑠/𝑘 + logα битов, т.е. |𝑚1| > 𝑠/𝑘 + logα.

Предположим обратное. Пусть существует такой трёхраундовый комму­
никационный протокол Π для 𝑓 , в котором |𝑚1| < 𝑠/𝑘+logα для любого входа
Алисы. Пусть 𝐴0 ⊂ 𝑓−1(0) является множеством всех 0-входов функции 𝑓 с
чувствительностью не менее 𝑠, |𝐴0| > α2𝑛. Пусть 𝑚1 обозначает наиболее попу­
лярное сообщение, которое Алиса посылает в первом раунде Π на входах из 𝐴0,
и пусть 𝐴1 ⊂ 𝐴0 обозначает множество всех таких входов, на которых Алиса
посылает 𝑚1. Тогда |𝐴1| > |𝐴0| · 2−(𝑠/𝑘+logα) > 2𝑛−𝑠/𝑘.

Рассмотрим случайную величину 𝑋 равномерно распределённую на 𝐴1.
По предположению 𝐻(𝑋) > 𝑛− 𝑠

𝑘 , следовательно, средняя вероятность, что для
некоторой координаты 𝑖 в 𝑋 есть сертификат размера не более 𝑘 − 1, строго
меньше 𝑠

𝑛 . В то же время, средняя вероятность по случайному выбору коор­
динаты 𝑖 ∈ [𝑛], что при инвертировании 𝑋𝑖 получится значение из 𝑓−1(1), не
менее 𝑠

𝑛 . Следовательно, существуют такие 𝑥 ∈ 𝐴1 и 𝑖 ∈ [𝑛], что 𝑓(𝑥) ̸= 𝑓(𝑥⊕𝑖),
и одновременно 𝑥 не содержит сертификат для 𝑖 размера не более 𝑘 − 1.

Предположим теперь, что Боб получил вход 𝑦 = 𝑥⊕𝑖. После получения
сообщения 𝑚1 Боб должен определить некоторое множество координат 𝑅𝑦 ⊂
[𝑛], которые являются кандидатами на ответ, такое что на каждое возможное
сообщение Алисы 𝑚3 в третьем раунде не более одного 𝑗 ∈ 𝑅𝑦 является ответом
для этой игры, следовательно, |𝑅𝑦| 6 𝑘. Легко понять, что 𝑖 ∈ 𝑅𝑦, в противном
случае протокол Π ошибается на входах (𝑥,𝑦). Пусть 𝑄 = 𝑅𝑦 ∖ {𝑖}. Заметим,
что 𝑥|𝑄 = 𝑦|𝑄. Строка 𝑥 не содержит сертификата для 𝑖 размера не более 𝑘−1,
поэтому должен существовать некоторый вход 𝑥′ ∈ 𝐴1, такой что 𝑥′|𝑄 = 𝑦|𝑄
и 𝑥′𝑖 = 𝑦𝑖, в противном случае пара (𝑄,𝑦|𝑄) являлась бы 𝑥𝑖-сертификатом для
𝑖 в 𝑋. Однако, это означает, что 𝑥′|𝑅𝑦

= 𝑦|𝑅𝑦
, а следовательно, протокол Π

ошибается на паре входов (𝑥′,𝑦).

Следствие 2.7. Любая Π3
𝑘 схема для ⊕𝑛 имеет размер не менее 2𝑛/𝑘−1.

Доказательство. Функция чётности ⊕𝑛 имеет чувствительность 𝑛 на всех вхо­
дах из ⊕−1𝑛 (0). Применяем теорему 2.6 для 𝑠 = 𝑛 и α = 1/2.
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Теорему 2.6 можно адаптировать для более общего случая свидетелей,
если семейство свидетелей можно представить в виде дерева решений.

Определение 2.8. Будем говорить, что два свидетеля несовместны, если ни­
какая строка не содержит сразу оба эти свидетеля.

Теорема 2.9. Пусть 𝑋 — случайная величина, распределённая на {0,1}𝑛, та­
кая что 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и пусть 𝑞 < 𝑛. Для ε ∈ (0,1] и для всех 𝑖 ∈ [𝑛] и
𝑏 ∈ {0,1} пусть ℱ 𝑏

𝑖 является 𝑞-семейством попарно несовместных свидете­
лей, которые ε-предсказывают 𝑋𝑖 = 𝑏, и пусть σ𝑖 обозначает вероятность
того, что выполняется 𝑋 |= ℱ0

𝑖 или 𝑋 |= ℱ1
𝑖 . Тогда σ̄ = E𝑖[σ𝑖] не превос­

ходит 𝑘·(𝑞+1)
(1−ℎ(1/2+ε/2))·𝑛, где ℎ обозначает бинарную функцию энтропии ℎ(𝑝) =

−𝑝 log 𝑝− (1− 𝑝) log(1− 𝑝).

Отметим, что оценка в теореме 2.9 так же является точной. Для любого
σ ∈ [0,1] мы можем рассмотреть случайную величину 𝑋 = (𝑋1,𝑋2, . . . ,𝑋𝑛),
определённую следующим процессом: сгруппируем первые σ𝑛 координат в
блоки размера 𝑞 + 1. Для каждого блока назначим все координаты кроме
последней случайным образом, а последней переменной в каждом блоке при­
своим значение являющееся суммой всех оставшихся переменных по модулю
2 с вероятностью 1/2 + ε/2 (т.е., с вероятностью 1/2 + ε/2 сумма всех коор­
динат в блоке чётна). В завершение присвоим всем оставшимся координатам
𝑋σ𝑛+1,𝑋σ𝑛+2, . . . ,𝑋𝑛 случайные значения. Несложно увидеть, что

𝐻(𝑋) =
σ𝑛

𝑞 + 1
· (𝑞 + ℎ(1/2 + ε/2)) + (1− σ)𝑛 = 𝑛− σ𝑛 · 1− ℎ(1/2 + ε/2)

𝑞 + 1
.

Применяя теорему 2.9 для 𝑘 = σ𝑛 · 1−ℎ(1/2+ε/2)𝑞+1 мы получаем σ̄ 6 σ. С другой
стороны, каждая из первых σ𝑛 координат имеет свидетеля (с вероятностью 1)
размера 𝑞, который ε-предсказывает её, и следовательно, σ̄ > σ.

Теорема 2.9 даёт нам следующее улучшение.

Определение 2.10. Будем говорить, что дерево решений ε-предсказывает 𝑋𝑖,
если дерево решений делает запросы к координатам [𝑛] ∖ {𝑖} и возвращает кор­
ректное значение 𝑋𝑖 с вероятностью не менее 1/2 + ε/2.

Следствие 2.11 (Улучшает следствие 1.5 из [26]). Пусть 𝑋 — случайная ве­
личина, распределённая на {0, 1}𝑛, такая что 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и пусть 𝑞 ∈ N,
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0 < ε 6 1. Тогда число координат 𝑖 ∈ [𝑛], таких что они ε-предсказываются
некоторым деревом решений, которое делает не более 𝑞 запросов, не превос­
ходит 𝑘·(𝑞+1)

1−ℎ(1/2+ε/2).

Для того, чтобы сравнить этот результат с теоремой 2.3, мы используем
неравенство ℎ(1/2+ ε/2) 6 1− ε2/ ln(4). Таким образом мы получаем верхнюю
оценку ln(4)·𝑘·(𝑞+1)

ε2
для ε < 1, а для ε = 1 мы получаем 𝑘 · (𝑞 + 1).

В продолжение исследований [26; 34] в работе Виолы [36] были рассмот­
рены аналогичные вопросы для предсказания AC0 схемами.

2.2 Идеи, на которых основано доказательство

Пусть ψ— это 𝑘-КНФ формула от 𝑛 переменных. Будем называть выпол­
няющий набор α изолированным, если изменение значения любой переменной
в этом наборе делает один из клозов невыполненным, т.е. набор перестаёт быть
выполняющим. Патури, Пудлак и Зэйн [29] показали, что число изолирован­
ных выполняющих наборов любой формулы в 𝑘-КНФ не превосходит 2(1−1/𝑘)𝑛.
Из этого непосредственно следует нижняя оценка 2𝑛/𝑘−1 на размер Σ3

𝑘 схемы
(∨-∧-∨ схема глубины 3, где в каждый гейт на нижнем уровне входит не бо­
лее 𝑘 литералов) вычисляющей функцию чётности от 𝑛 переменных. Более
того, так как авторы доказали эту оценку при помощи эффективного кодирова­
ния выполняющих наборов, им также удалось получить алгоритм для задачи
выполнимости 𝑘-КНФ. Используя схожие рассуждения Патури, Пудлак, Сакс
и Зейн [28] показали, что если каждая пара выполняющих наборов некото­
рой формулы в 𝑘-КНФ различается в супер-константном числе переменных,
то количество выполняющих наборов не превосходит 2(1−π

2/6𝑘+𝑜(1))𝑛. Эта оцен­
ка впоследствии дала улучшенную нижнюю оценку для кодов исправляющих
ошибки с подходящими параметрами и улучшенный алгоритм для выполнимо­
сти 𝑘-КНФ, который до сих пор является лучшим из известных алгоритмов для
данной задачи. Лучшей известной нижней оценкой для Σ3

𝑘 схем является 2Ω(𝑛/𝑘),
а лучшая верхняя оценка для задачи выполнимости 𝑘-КНФ — это 2(1−Ω(1/𝑘))𝑛.
Улучшение зависимости от 𝑘 в этих оценках остаётся важной задачей теории
сложности. Одним из способов добиться прогресса в этом направлении могло
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бы быть изменение аргументации работ [29] и [28] на более гибкую путём за­
мены эффективного кодирования на теоретико-информационные рассуждения.
Это приводит нас к результату Меира и Вигдерсона.

Пусть случайная величина 𝑋 равномерно распределена на изолированных
выполняющих наборах. Мы может сгенерировать (𝑘− 1)-семейство сертифика­
тов ℱ для 𝑋 следующим образом. Для каждого изолированного выполняющего
набора α и каждого 𝑖 ∈ [𝑛] поменяем значение 𝑖-ой переменной в α. Это сделает
некоторый клоз 𝐶α,𝑖 невыполненным, что означает, что в выполняющем наборе
α клоз 𝐶α,𝑖 выполнен только за счёт литерала содержащего 𝑥𝑖. Тогда мы доба­
вим множество всех переменных 𝐶α,𝑖 кроме 𝑥𝑖 и их значения в выполняющем
наборе α в семейство ℱ 𝑖. По построению ℱ для каждого 𝑖 ∈ [𝑛] выполняется,
что Pr[𝑋 |= ℱ 𝑖] = 1, и следовательно, E𝑖[σ𝑖] = 1. Далее, по теореме 2.3 мы
получаем, что 𝐻(𝑋) 6 (1 − 1/300𝑘)𝑛, т.к. иначе мы получили бы E𝑖[σ𝑖] < 1.
Однако в работе [29] даётся точная оценка 𝐻(𝑋) 6 (1 − 1/𝑘)𝑛. Это позволя­
ет предположить, что возможно улучшить оценку в теореме 2.3, что и было
сделано в работе [34].

Доказательство использует идеи из работы Патури, Пудлака и Зэйна [29]
и оценивает энтропию, рассматривая случайные перестановки переменных, в то
время как доказательство Меира и Вигдерсона [26] рассматривает случайные
разбиения множества переменных на две части. К сожалению, это улучшение
не влечёт никаких новых оценок. Однако хотелось бы подчеркнуть первона­
чальную мотивацию, которая привела к текущему доказательству, и поставить
вопрос о передоказательстве или улучшении нижней оценки на размер схемы
из работы [28] следующим образом.

Вопрос. Пусть ψ— это формула в 𝑘-КНФ, чьи выполняющие наборы попарно
разнесены на супер-константное расстояние в метрике Хемминга. Пусть случай­
ная величина 𝑋 равномерно распределена на множества выполняющих наборов
ψ. Можем ли мы получить верхнюю оценку на 𝐻(𝑋) непосредственно без ука­
зания явного способа кодирования выполняющих наборов, как это сделано в
[28]?
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2.3 Предсказание семействами сертификатов

Докажем теорему 2.5 о точном предсказании с помощью сертификатов.

Теорема 2.5. Пусть 𝑋 — случайная величина, распределённая на {0,1}𝑛, та­
кая что 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и пусть 𝑞 < 𝑛. Для всех 𝑖 ∈ [𝑛] и 𝑏 ∈ {0,1} пусть σ𝑖
обозначает вероятность того, что 𝑋 содержит сертификат для 𝑖 размера
не более 𝑞. Тогда σ̄ = E𝑖[σ𝑖] не превосходит 𝑘·(𝑞+1)

𝑛 .

Доказательство. Пусть 𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑛) является случайной величиной, рас­
пределённой на {0, 1}𝑛. Для 𝑖 ∈ [𝑛] обозначим (𝑋1, . . . , 𝑋𝑖−1) через 𝑋<𝑖. Пусть
также для каждого 𝑖 ∈ [𝑛] задано семейство сертификатов ℱ 𝑖 для 𝑖. Используя
цепное правило для условной энтропии можно получить следующее равенство:

𝐻(𝑋) = 𝐻(𝑋1) +𝐻(𝑋2 | 𝑋1) + · · ·+𝐻(𝑋𝑛 | 𝑋<𝑛).

Это равенство останется верным, если мы применим перестановку к координа­
там 𝑋:

𝐻(𝑋) = 𝐻(𝑋π) = 𝐻(𝑋π
1 ) +𝐻(𝑋π

2 | 𝑋π
1 ) + · · ·+𝐻(𝑋π

𝑛 | 𝑋π
<𝑛).

где π ∈ 𝑆𝑛 — это перестановка на множестве [𝑛], а 𝑋π — это случайная величина
равная результату применения перестановки π к случайной величине 𝑋, т.е.
𝑋π = (𝑋π

1 , 𝑋
π
2 , . . . , 𝑋

π
𝑛 ) = (𝑋π(1), 𝑋π(2), . . . , 𝑋π(𝑛)).

Лемма 2.12. Для любых 𝑖 ∈ [𝑛] и α ∈ {0,1}𝑛, таких что α содержит серти­
фикат (𝑄,𝑎) для 𝑋𝑖 размера не больше 𝑞,

E
π

[︁
𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π

<π−1(𝑖) = α
π
<π−1(𝑖))

]︁
6

𝑞

𝑞 + 1
.

Доказательство. Если для фиксированной перестановки π все индексы мно­
жества 𝑄 предшествуют π−1(𝑖), т.е. ∀𝑗 ∈ 𝑄,π−1(𝑗) < π−1(𝑖), тогда

𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π
<π−1(𝑖) = α

π
<π−1(𝑖)) = 𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋|𝑄 = 𝑎) = 0

по определению сертификата. Вероятность (по равномерному выбору π) того,
что индексы из множества 𝑄 предшествуют π−1(𝑖) равна 1/(|𝑄|+1): для любого
конечного множества 𝑆 и элемента 𝑠 ∈ 𝑆 вероятность того, что в случайной
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перестановке элементов множества 𝑆 элемент 𝑠 будет последним, равна 1/|𝑆|.
Таким образом,

E
π

[︁
𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π

<π−1(𝑖) = α
π
<π−1(𝑖))

]︁
= Pr

π
[∀𝑗 ∈ 𝑄,π−1(𝑗) < π−1(𝑖)] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π

<π−1(𝑖) = α
π
<π−1(𝑖))

+ Pr
π
[∃𝑗 ∈ 𝑄,π−1(𝑗) > π−1(𝑖)] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π

<π−1(𝑖) = α
π
<π−1(𝑖))

=
|𝑄|
|𝑄|+ 1

·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π
<π−1(𝑖) = α

π
<π−1(𝑖))

6
|𝑄|
|𝑄|+ 1

6
𝑞

𝑞 + 1
.

Теперь оценим математическое ожидание 𝐻(𝑋) по равномерно случайно­
му выбору перестановки элементов [𝑛].

E
π
[𝐻(𝑋π)]

= E
π

[︃
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐻(𝑋π
𝑖 | 𝑋π

<𝑖)

]︃
(цепное правило)

= E
π

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
β∈{0,1}𝑖−1

Pr[𝑋π
<𝑖 = β] ·𝐻(𝑋π

𝑖 | 𝑋π
<𝑖 = β)

⎤⎦ (по определению)

= E
π

⎡⎢⎢⎣ 𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
β∈{0,1}𝑖−1

∑︁
α∈{0,1}𝑛
απ
<𝑖=β

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋π
𝑖 | 𝑋π

<𝑖 = β)

⎤⎥⎥⎦ (по определению)

= E
π

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑖=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋π
𝑖 | 𝑋π

<𝑖 = α
π
<𝑖)

⎤⎦ (α расширяет β)

= E
π

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋𝑗 | 𝑋π
<π−1(𝑗) = α

π
<π−1(𝑗))

⎤⎦ (𝑗 = π(𝑖))
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Теперь отдельно оценим математическое ожидание для значений 𝑋, содержа­
щих сертификат, и для значений 𝑋 без сертификата.

E
π
[𝐻(𝑋π)] = E

π

⎡⎢⎢⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛
α|=ℱ 𝑗

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋𝑗 | 𝑋π
<π−1(𝑗) = α

π
<π−1(𝑗))

+
𝑛∑︁

𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛
α̸|=ℱ 𝑗

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋𝑗 | 𝑋π
<π−1(𝑗) = α

π
<π−1(𝑗))

⎤⎥⎥⎦
По линейности математического ожидания мы получаем

E
π
[𝐻(𝑋π)] =

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛
α|=ℱ 𝑗

Pr[𝑋 = α] · E
π
[𝐻(𝑋𝑗 | 𝑋π

<π−1(𝑗) = α
π
<π−1(𝑗))]

+
𝑛∑︁

𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛
α̸|=ℱ 𝑗

Pr[𝑋 = α] · E
π
[𝐻(𝑋𝑗 | 𝑋π

<π−1(𝑗) = α
π
<π−1(𝑗))]

Применяя лемму 2.12 мы приходим к следующему неравенству

E
π
[𝐻(𝑋π)] 6

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛
α|=ℱ 𝑗

Pr[𝑋 = α] · 𝑞

𝑞 + 1
+

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛
α̸|=ℱ 𝑗

Pr[𝑋 = α] · 1

=
𝑛∑︁

𝑗=1

(︂
σ𝑗 ·

𝑞

𝑞 + 1
+ (1− σ𝑗) · 1

)︂

=
𝑛∑︁

𝑗=1

(︁
1− σ𝑗

𝑞 + 1

)︁
= 𝑛− 𝑛 · σ̄

𝑞 + 1
.

Осталось заметить, что Eπ[𝐻(𝑋π)] = Eπ[𝐻(𝑋)] = 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и следова­
тельно, σ̄ 6 𝑘·(𝑞+1)

𝑛 .

2.4 Предсказание семействами попарно несовместимых свидетелей

Докажем теорему 2.9 для предсказания семействами попарно несовмести­
мых свидетелей.
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Теорема 2.9. Пусть 𝑋 — случайная величина, распределённая на {0,1}𝑛, та­
кая что 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и пусть 𝑞 < 𝑛. Для ε ∈ (0,1] и для всех 𝑖 ∈ [𝑛] и
𝑏 ∈ {0,1} пусть ℱ 𝑏

𝑖 является 𝑞-семейством попарно несовместных свидете­
лей, которые ε-предсказывают 𝑋𝑖 = 𝑏, и пусть σ𝑖 обозначает вероятность
того, что выполняется 𝑋 |= ℱ0

𝑖 или 𝑋 |= ℱ1
𝑖 . Тогда σ̄ = E𝑖[σ𝑖] не превос­

ходит 𝑘·(𝑞+1)
(1−ℎ(1/2+ε/2))·𝑛, где ℎ обозначает бинарную функцию энтропии ℎ(𝑝) =

−𝑝 log 𝑝− (1− 𝑝) log(1− 𝑝).

Доказательство. Нам потребуется следующая лемма.

Лемма 2.13. Пусть 𝑌 — это случайная величина, распределённая на множе­
стве {0,1}𝑛, а 𝐸 — это некоторое событие, которое является объединением
несовместных событий 𝐸1, . . . ,𝐸𝑚 с положительными вероятностями, т.е.

𝐸 =
𝑚⨆︀
𝑖=1

𝐸𝑖 и ∀𝑖 ∈ [𝑚] выполнено Pr[𝐸𝑖] > 0. Тогда верно следующее неравенство

𝑚∑︁
𝑖=1

Pr[𝐸𝑖] ·𝐻(𝑌 | 𝐸𝑖) 6 Pr[𝐸] ·𝐻(𝑌 | 𝐸).

Доказательство. Раскроем левую часть по определению условной энтропии и
применим неравенство Йенсена:
𝑚∑︁
𝑖=1

Pr[𝐸𝑖] ·𝐻(𝑌 | 𝐸𝑖) =
𝑚∑︁
𝑖=1

Pr[𝐸𝑖] ·
∑︁

𝑏∈{0,1}

Pr[𝑌 = 𝑏 | 𝐸𝑖] · log
1

Pr[𝑌 = 𝑏 | 𝐸𝑖]

=
𝑚∑︁
𝑖=1

∑︁
𝑏∈{0,1}

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸𝑖] · log
Pr[𝐸𝑖]

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸𝑖]

=
∑︁

𝑏∈{0,1}

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸] ·
𝑚∑︁
𝑖=1

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸𝑖]

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸]
· log Pr[𝐸𝑖]

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸𝑖]

6
∑︁

𝑏∈{0,1}

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸] · log
𝑚∑︁
𝑖=1

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸𝑖] · Pr[𝐸𝑖]

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸] · Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸𝑖]

=
∑︁

𝑏∈{0,1}

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸] · log Pr[𝐸]

Pr[𝑌 = 𝑏, 𝐸]

= Pr[𝐸] ·
∑︁

𝑏∈{0,1}

Pr[𝑌 = 𝑏 | 𝐸] · log 1

Pr[𝑌 = 𝑏 | 𝐸]

= Pr[𝐸] ·𝐻(𝑌 | 𝐸).
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Будем использовать запись 𝑋 ⊇ σ для обозначения того, что подстрока
(частичное присваивание переменных) σ встречается в 𝑋. Обозначим событие
𝑋 ⊇ (𝑄, 𝑎) через 𝐸𝑄,𝑎, а множество свидетелей для координаты 𝑖 через ℱ 𝑖 =

ℱ0
𝑖 ∪ℱ1

𝑖 .

Лемма 2.14. Пусть (𝑄, 𝑎) является свидетелем для 𝑋𝑖, и пусть π— пере­
становка, при которой все элементы 𝑄 стоят перед 𝑖. Тогда имеет место
следующее неравенство:∑︁

α⊇(𝑄,𝑎)

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π
<π−1(𝑖) = α

π
<π−1(𝑖)) 6 Pr[𝐸𝑄,𝑎] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝐸𝑄,𝑎).

Доказательство. Пусть σ = (𝑄, 𝑎). Заметим, что мы можем переписать левую
часть неравенства в терминах частичных присваиваний переменных вместо пол­
ных присваиваний переменных следующим образом∑︁

ρ⊇σ
Pr[𝑋π

<π−1(𝑖) = ρ] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π
<π−1(𝑖) = ρ).

Так как все события 𝑋π
<π−1(𝑖) = ρ являются несовместными, то мы можем при­

менить лемму 2.13, и следовательно,∑︁
ρ⊇σ

Pr[𝑋π
<π−1(𝑖) = ρ] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋π

<π−1(𝑖) = ρ) 6 Pr[𝐸𝑄,𝑎] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝐸𝑄,𝑎).

Лемма 2.15. Пусть ℱ 𝑖 является семейством попарно несовместных свиде­
телей для 𝑋𝑖. Тогда выполняется следующее неравенство:∑︁

(𝑄,𝑎)∈ℱ 𝑖

Pr[𝐸𝑄,𝑎] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝐸𝑄,𝑎) 6 Pr[𝑋 |= ℱ 𝑖] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋 |= ℱ 𝑖).

Доказательство. Применим лемму 2.13 для несовместных событий {𝐸𝑄,𝑎}.

Как и в доказательстве теоремы 2.5 мы будем оценивать математическое
ожидание 𝐻(𝑋) по равномерно случайному выбору перестановки множества
[𝑛]. Мы начнём с равенства, которое было доказано на странице 41.

E
π
[𝐻(𝑋π)] = E

π

⎡⎣ 𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
α∈{0,1}𝑛

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋𝑗 | 𝑋π
<π−1(𝑗) = α

π
<π−1(𝑗))

⎤⎦ . (2.1)

Теперь воспользуемся попарной несовместностью свидетелей, чтобы сгруппи­
ровать все присваивания α с одним и тем же свидетелем, и оценим сверху
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энтропию 𝑋𝑖 при условии, что в α нет свидетеля, как 1. Таким образом, мы
можем оценить сверху правую часть (2.1) как

𝑛∑︁
𝑗=1

E
π

⎡⎣ ∑︁
(𝑄,𝑎)∈ℱ 𝑖

∑︁
α⊇(𝑄,𝑎)

Pr[𝑋 = α] ·𝐻(𝑋𝑗 | 𝑋π
<π−1(𝑗) = α

π
<π−1(𝑗))

⎤⎦+
𝑛∑︁

𝑗=1

(1− σ𝑗).

Как уже было сказано выше, вероятность того, что 𝑗 предшествует элементам
𝑄 в перестановке π равна 1/(|𝑄|+1). Поэтому, применяя лемму 2.14 мы можем
оценить эту сумму сверху как

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
(𝑄,𝑎)∈ℱ 𝑖

(︃
1

|𝑄|+ 1
· Pr[𝐸𝑄,𝑎] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝐸𝑄,𝑎) +

|𝑄|
|𝑄|+ 1

· Pr[𝐸𝑄,𝑎]

)︃

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(1− σ𝑗).

Воспользуемся неравенством |𝑄| 6 𝑞 и тем фактом, что 𝐻(𝑋𝑖 | 𝐸𝑄,𝑎) 6 1. Мы
получим

𝑛∑︁
𝑗=1

∑︁
(𝑄,𝑎)∈ℱ 𝑖

(︃
1

𝑞 + 1
· Pr[𝐸𝑄,𝑎] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝐸𝑄,𝑎) +

𝑞

𝑞 + 1
· Pr[𝐸𝑄,𝑎]

)︃
+

𝑛∑︁
𝑗=1

(1− σ𝑗).

Теперь применим лемму 2.15 и получим, что правая часть (2.1) не превосходит

𝑛∑︁
𝑗=1

(︃
1

𝑞 + 1
· Pr[𝑋 |= ℱ 𝑖] ·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋 |= ℱ 𝑖) +

𝑞

𝑞 + 1
·
∑︁

(𝑄,𝑎)∈ℱ 𝑖

Pr[𝐸𝑄,𝑎]

)︃

+
𝑛∑︁

𝑗=1

(1− σ𝑗).

По определению 𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋 |= ℱ 𝑖) = ℎ(Pr[𝑋𝑖 = 0 | 𝑋 |= ℱ 𝑖]) 6 ℎ(1/2 + ε/2).

Следовательно

E
π
[𝐻(𝑋π)] 6

𝑛∑︁
𝑗=1

σ𝑗

(︃
1

𝑞 + 1
·𝐻(𝑋𝑖 | 𝑋 |= ℱ 𝑖) +

𝑞

𝑞 + 1

)︃
+

𝑛∑︁
𝑗=1

(1− σ𝑗)

6 𝑛−
𝑛∑︁

𝑗=1

σ𝑗

(︂
1

𝑞 + 1
· ℎ(1/2 + ε/2)− 1

𝑞 + 1

)︂
= 𝑛− 𝑛 · σ̄(1− ℎ(1/2 + ε/2))

𝑞 + 1
.

Остаётся вспомнить, что Eπ[𝐻(𝑋π)] = Eπ[𝐻(𝑋)] = 𝐻(𝑋) > 𝑛 − 𝑘, и таким
образом получить, что σ̄ 6 𝑘·(𝑞+1)

(1−ℎ(1/2+ε/2))·𝑛 .
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Глава 3. Полудуплексная коммуникационная сложность

3.1 Введение

В классической модели коммуникационной сложности, введённой Андрю
Яо в работе [37], рассматривается игра для двух игроков, Алисы и Боба, кото­
рые хотят вычислить 𝑓(𝑥,𝑦) для некоторой функции 𝑓 , причём Алисе известно
только значение 𝑥, а Бобу — только значение 𝑦. Для решения этой задачи Алиса
и Боб могут общаться, посылая друг другу битовые сообщения по одному биту
за раунд. Важное свойство этой коммуникационной модели заключается в том,
что на каждом раунде общения один из игроков посылает некоторое битовое
сообщение, а другой игрок обязательно его принимает.

Мы определим три новые модели коммуникационной сложности, которые
обобщают классическую модель и описывают общение по так называемому по­
лудуплексному каналу. Широко известный пример полудуплексного канала в
обычной жизни — это общение при помощи раций: для передачи сообщения по
рации нужно зажать кнопку передачи (принцип «push-to-talk»), в то же время
на принимающей стороне в этот момент кнопка должна быть отпущена. Если
два человека пытаются передавать сообщения одновременно (т.е. у обоих ра­
ции находятся в режиме передачи), то они не слышат друг друга. Мы будем
рассматривать коммуникационные модели, в которых игрокам разрешено пе­
редавать сообщения одновременно, но в этом случае эти сообщения теряются.
Общение точно так же будет разбито на раунды — для этого в полудуплексном
случае нужно предположить, что у игроков есть некоторый механизм синхро­
низации (например, синхронизированные часы), позволяющий им определять
границы раундов. На каждом раунде каждый игрок выбирает одно из трёх дей­
ствий: отправить 0, отправить 1 или принимать. Таким образом, могут быть
три типа раундов.

– Если один из игроков посылает некоторый бит, а другой игрок принима­
ет, то это обычный или классический раунд, в котором гарантируется,
что принимающий игрок получит именно то сообщение, которое было
передано посылающим игроком.
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– Если оба игрока посылают некоторые биты, то такой раунд называют­
ся потерянным, т.к. такие сообщения теряются, и при этом игроки об
этом не знают (в точно такой же ситуации оказываются два человека,
которые передают сообщение по рации одновременно).

– Если оба игрока принимают сообщение, то раунд называется тихим.
Мы будем различать три вариации этой модели в зависимости от поведения
в тихих раундах.

– Если в тихих раундах оба игрока понимают, что никакого сообщения
не было передано, т.е. они отличают «тишину» от 0 и 1, то такую мо­
дель мы будем называть полудуплексной коммуникационной моделью
с тишиной.

– Если в тихих раундах оба игрока получают 0, т.е. они не могут отличить
тихий раунд от раунда, в котором их собеседник послал 0, то такую мо­
дель мы будем называть полудуплексной коммуникационной моделью
с нулём1.

– Если в тихих раундах оба игрока получают какие-то произвольные биты
(например, случайные или заданные каким-то противником), то такую
модель мы будем называть полудуплексной коммуникационной моде­
лью с противником.

Мы начнём с изучения коммуникационной сложности для функций, которые
изучаются в классической коммуникационной сложности, и сравним, как из­
менится сложность этих функций при переходе к полудуплексным моделям
коммуникации. Несложно заметить, что любую коммуникацию в классиче­
ской модели можно повторить и в полудуплексной модели используя только
классические раунды (см. теорему 3.5). В то же время, полудуплексную ком­
муникацию можно моделировать в классической модели, если удвоить или
утроить число раундов (см. теоремы 3.6 и 3.7). Таким образом, полудуплекс­
ная коммуникационная сложность функции ограничена сверху классической
сложностью, а снизу — классической сложностью делённой на два или на три (в
зависимости от модели). Наша цель уточнить эти оценки для каждой функции.
При этом при оценке сложности нас будут интересовать в том числе мульти­
пликативные константы.

1Похожие модели изучались в [19], но без потери сообщений, и в [12] для случая нескольких
игроков, общающихся через широковещательный канал с шумом.



48

Результаты этой главы опубликованы в серии работ [8; 18]. Подробные
доказательства этих результатов можно найти в расширенных версиях этих
работ [9; 17].

3.2 Мотивация для изучения полудуплексных моделей

Мотивация для изучения подобных моделей коммуникации возникла при
изучении коммуникационной сложности отношения мультиплексера и его блоч­
ной композиций с играми Карчмера — Вигдерсона (см. определения 1.37 и 1.52).
Предположим, что мы доказали нижнюю оценку на блочную композицию про­
извольной функции 𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1} и мультиплексера:

CC(KW𝑓 ◇MUX𝑛) > CC(KW𝑓) +ω(log 𝑛).

Теперь мы хотели бы преобразовать эту нижнюю оценку в нижнюю оценку для
композиции 𝑓 и некоторой функции 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}:

CC(KW𝑓 ◇KW𝑔) > CC(KW𝑓) +ω(log 𝑛).

Как может быть устроено доказательство такого перехода? Давайте попробу­
ем провести доказательство от обратного. Предположим, что каждой 𝑓 и для
любой 𝑔 оценка нарушается, т.е.

CC(KW𝑓 ◇KW𝑔) 6 CC(KW𝑓) +𝑂(log 𝑛).

Интуитивно кажется, что это должно противоречить оценке на композицию
функции и мультиплексера. Действительно, давайте докажем, что если для
всех функций 𝑔 сложность композиции KW𝑓 ◇ KW𝑔 невелика, то это верно и
для KW𝑓 ◇MUX𝑛. Рассмотрим следующий протокол для задачи KW𝑓 ◇MUX𝑛,
в которой игрокам гарантируют, что они получат одинаковые функции (вполне
достаточно доказать для такого варианта отношения мультиплексера).

– До начала игры Алиса и Боб для каждой функции 𝑔 выбирают неко­
торый (например, лексикографически первый) оптимальный протокол
Π𝑔 для KW𝑓 ◇KW𝑔.

– В начале игры игроки получают функцию 𝑔 и две матрицы 𝑋 и 𝑌 .
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– Алиса и Боб следуют протоколу Π𝑔 на входах 𝑋 и 𝑌 , соответственно.
– Полученный ответ в протоколе Π𝑔 возвращается в качестве ответа для

исходной задачи KW𝑓 ◇MUX𝑛.
Проанализируем предложенный протокол. Заметим, что при условии, что иг­
роки получают одну и ту же функцию 𝑔, они будут следовать одному и тому
же протоколу Π𝑔. Этот протокол обязан выдать корректный ответ для задачи
KW𝑓 ◇KW𝑔, т.е. пару индексов (𝑖,𝑗), таких что 𝑋𝑖𝑗 ̸= 𝑌𝑖𝑗. Такая пара индексов
является корректным ответом и для исходной задачи KW𝑓 ◇MUX𝑛. Таким об­
разом сложность полученного протокола не превышает максимума сложности
протоколов Π𝑔 по всем функциям 𝑔. По предположению, все такие протоко­
лы имеют небольшую сложность, поэтому и сложность задачи KW𝑓 ◇ MUX𝑛

тоже небольшая.
В предложенном выше рассуждении есть серьёзная ошибка. Мы предполо­

жили, что игроки могут выбрать протокол общения опираясь на вход, который
они получили (на описание функции 𝑔). Предположим, что оптимальный про­
токол Π𝑔1 для некоторой функции 𝑔1 начинается с хода Алисы, а оптимальный
протокол Π𝑔2 для некоторой другой функции 𝑔2 — с хода Боба. Тогда в опи­
санном выше протоколе для KW𝑓 ◇ MUX𝑛 на входах с функцией 𝑔1 первое
сообщение посылает Алиса, а на входах с функцией 𝑔2 первое сообщение посы­
лает Боб. Но это невозможно в классической коммуникационной модели, т.к.
в коммуникационном протоколе должно быть явно указано, кто посылает со­
общение первым. Стоит отметить, что если в задаче KW𝑓 ◇MUX𝑛 разрешить
выдавать игрокам различные функции 𝑔, то всё становится ещё сложнее, т.к. в
таком случае игроки могут следовать разным несогласованным протоколам.

Для того, чтобы мы могли провести такое рассуждение, нам нужно как-то
изменить коммуникационную модель. Например, можно рассматривать только
«альтернирующие» протоколы, где каждый нечётный бит посылает Алиса, а
каждый чётный — Боб. Такой подход предлагается в работе [25]. Действитель­
но, если очерёдность передачи сообщений фиксирована, то описанных выше
проблем не будет. Такая модель коммуникации является более слабой по от­
ношению к классической, так как в ней игрокам позволено меньше. Можно
наоборот рассматривать более сильную модель, в которой мы разрешаем иг­
рокам выбирать протокол взаимодействия в зависимости от их входов. Это и
подводит нас к изучению полудуплексных коммуникационных моделей, в кото­
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рых игрокам разрешено на каждом шаге делать выбор: посылать сообщение
или принимать.

3.3 Полудуплексные модели

Пусть 𝑋, 𝑌 и 𝑍 — произвольные непустые конечные множества.

Определение 3.1. Будем говорить, что два игрока, Алиса и Боб, решают полу­
дуплексную коммуникационную задачу для отношения 𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍, если
множества 𝑋, 𝑌 , 𝑍 и отношение 𝑅 известны обоим участникам, кроме того
Алисе дан некоторый 𝑥 ∈ 𝑋, Бобу дан некоторый 𝑦 ∈ 𝑌 , и их цель — найти та­
кой 𝑧 ∈ 𝑍, что (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑅, общаясь через полудуплексный коммуникационный
канал. Общение разбито на раунды. На каждом раунде каждый игрок решает
(основываясь только на известном ему входе и истории предыдущей коммуни­
кации) совершить одно из трёх возможных действий: отправить 0, отправить 1
или принимать. Если игрок посылает некоторый бит 𝑏 ∈ {0,1}, а другой игрок в
этот момент принимает, то принимающий игрок получает бит 𝑏, и мы называем
такой раунд обычным или классическим. Если оба игрока посылают какие-то
биты одновременно, то эти сообщения теряются, и мы называет такой раунд
потерянным (важно, что игроки не могут отличить такой раунд от классиче­
ского). Если оба игрока находятся в принимающем состоянии, то такой раунд
называется тихим. Мы рассматриваем три вариации полудуплексной комму­
никационной модели с разным устройством тихих раундов.

– В тихом раунде оба игрока получают специальный символ тишина, и та­
ким образом оба игрока могут отличить такой раунд от классического.
Такая модель называется полудуплексной коммуникационной моделью
с тишиной.

– В тихом раунде оба игрока получают 0, т.е. игроки не могут отличить
тихий раунд от классического раунда, в котором их собеседник посы­
лает 0. Такая модель называется полудуплексной коммуникационной
моделью с нулём.

– В тихом раунде оба игроки получают произвольные битовые сообщения,
причём игроки могут получить разные биты (например, они могут полу­
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чать случайные биты или биты, выбранные некоторым противником).
Такая модель называется полудуплексной коммуникационной моделью
с противником.

Мы будем говорить, что коммуникационная задача для 𝑅 решается в полудуп­
лексной модели, если в конце коммуникации оба игрока знают некоторый 𝑧,
такой что (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑅.

Теперь давайте определим понятие полудуплексного коммуникационного
протокола. В классическом случае коммуникационный протокол задаётся дво­
ичным деревом, которое описывает общение игроков на всех возможных входах:
каждая внутренняя вершина протокола задаёт текущее состоянии коммуника­
ции и определяет, какой из игроков в данный момент посылает бит, а какой —
принимает. В отличие от классической модели, в полудуплексной коммуникации
игрок не всегда знает, какое действие совершил его собеседник в этом раунде —
информация об этом “теряется” в потерянных раундах, а тихие и классические
раунды могут быть неотличимы. Таким образом, игрок не всегда может опре­
делить, какой узел дерева соответствует текущему состоянию коммуникации.
Поэтому в полудуплексной модели протокол определяется как пара деревьев.
Для упрощения определений стоит отметить, что в полудуплексной модели с
нулём нет необходимости посылать ноль — в любой момент, когда игрок хотел
бы послать ноль, игрок может принимать (и проигнорировать полученный бит),
при этом его собеседник не сможет заметить разницы.

Определение 3.2. Полудуплексный коммуникационный протокол с тиши­
ной, решающий коммуникационную задачу для отношения 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑌 ×
𝑍, — это пара корневых деревьев (𝑇𝐴, 𝑇𝐵), которые описывают коммуникацию
Алисы и Боба на всех парах входов (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 . Каждая вершина де­
рева 𝑇𝐴 соответствует состоянию Алисы, каждая вершина 𝑇𝐵 — состоянию
Боба. Каждый лист 𝑙 помечен некоторым элементов 𝑧𝑙 ∈ 𝑍. Пусть 𝒜 =

{послать(0), послать(1), принимать}— это множество возможных действий
игрока, а ℰ = {послал(0), послал(1), получил(0), получил(1), тишина}— мно­
жество возможных событий для игрока. Для каждой вершины 𝑣 дерева 𝑇𝐴

(дерева 𝑇𝐵) определены две функции 𝑔𝑣 : 𝑋 → 𝒜 (соответственно, 𝑔𝑣 : 𝑌 → 𝒜)
и ℎ𝑣 : ℰ → 𝐶(𝑣), где 𝐶(𝑣) обозначает множество потомков вершины 𝑣. Корне­
вые вершины деревьев 𝑇𝐴 и 𝑇𝐵 соответствуют начальным состояниям Алисы
и Боба. Если Алиса (Боб) находится в состоянии, соответствующем вершине
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𝑣 ∈ 𝑇𝐴 (𝑣 ∈ 𝑇𝐵), тогда она совершает действие 𝑔𝑣(𝑥) (он совершает действие
𝑔𝑣(𝑦)). События обоих игроков определены естественным образом их действия­
ми в этом раунде. Следующие вершины в протоколе определяются при помощи
функции ℎ. Когда игроки достигают листа (протокол должен гарантировать,
что они всегда это делают одновременно) они завершают игру. Протокол явля­
ется корректным, если для любой пары входов (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 коммуникация
заканчивается в паре листьев (один в 𝑇𝐴, другой в 𝑇𝐵), помеченных 𝑧 ∈ 𝑍,
таким что (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑅.

Полудуплексный коммуникационный протокол с нулём определяется ана­
логично, но множества возможных действий и событий отличаются: 𝒜 =

{послать(1), принимать}, ℰ = {послал(1), получил(0), получил(1)}, т.е. сре­
ди событий отсутствует тишина, а также игроки никогда не посылают 0 (вместо
этого они молчат).

Полудуплексный коммуникационный протокол с противником, решаю­
щий коммуникационную задачу для отношения 𝑅 ⊂ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍 — это пара
корневых деревьев (𝑇𝐴, 𝑇𝐵), которые описывают коммуникацию Алисы и Бо­
ба на всех парах входов (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 и для всех стратегий противника
𝑤 ∈ {0,1}*. Множества возможных действий и множество возможных со­
бытий определяются как 𝒜 = {послать(0), послать(1), принимать} и ℰ =

{послал(0), послал(1), получил(0), получил(1)}. Если в некотором раунде 𝑖

оба игрока решили принимать сообщения, то Алиса получает бит 𝑤2𝑖−1, а Боб —
𝑤2𝑖. Протокол является корректным, если для любой пары входов (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋×𝑌
и для любой стратегии противника 𝑤 ∈ {0,1}* коммуникация заканчивается в
паре листьев, помеченных 𝑧 ∈ 𝑍, таким что (𝑥,𝑦,𝑧) ∈ 𝑅.

Для каждой из этих трёх моделей можно определить понятие стенограм­
мы на входе (𝑥,𝑦) (со стратегией противника 𝑤) — это пара последовательностей
(π𝑎,π𝑏) из элементов ℰ , в которых записаны события, наблюдаемые Алисой и
Бобом, соответственно, в процессе выполнения протокола на входе (𝑥,𝑦) (со
стратегией противника 𝑤).

Мощность множества событий ℰ ограничивает сверху количество потом­
ков у каждой вершины деревьев 𝑇𝐴 и 𝑇𝐵: не более пяти потомков в случае
полудуплексной коммуникации с тишиной, не более трёх потомков для полу­
дуплексной коммуникации с нулём, и не более четырёх потомков в случае
полудуплексной коммуникации с противником.
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Определение 3.3. Будем говорить, что полудуплексный коммуникационный
протокол решает коммуникационную задачу для функции 𝑓 : 𝑋×𝑌 → 𝑍, если
он решает коммуникационную задачу для отношения 𝑅(𝑓) = {(𝑥,𝑦,𝑓(𝑥,𝑦)) | 𝑥 ∈
𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌 }.

Классическая коммуникационная сложность CC(𝑓) функции 𝑓 опре­
делена в терминах минимальной глубины протокола, который решает ком­
муникационную задачу для 𝑓 . Аналогично мы определяем полудуплексную
коммуникационную сложность.

Определение 3.4. Минимальная глубина полудуплексного коммуникацион­
ного протокола, решающего коммуникационную задачу для функции 𝑓 с
тишиной, с нулём и с противником определяет полудуплексную коммуника­
ционную сложность функции 𝑓 с тишиной CCℎ𝑑

𝑠 (𝑓), с нулём CCℎ𝑑
0 (𝑓), и

с противником CCℎ𝑑
𝑎 (𝑓), соответственно. Аналогичным образом определяет­

ся полудуплексная коммуникационная сложность отношения 𝑅 с тишиной
CCℎ𝑑

𝑠 (𝑅), с нулём CCℎ𝑑
0 (𝑅), и с противником CCℎ𝑑

𝑎 (𝑅).

3.4 Общие оценки

В силу того, что полудуплексная коммуникация обобщает классическую
коммуникацию, имеет место следующая верхняя оценка.

Теорема 3.5. Для любой коммуникационной задачи 𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑌 ×𝑍 выполня­
ется следующее неравенство

CCℎ𝑑
𝑠 (𝑅) 6 CCℎ𝑑

0 (𝑅) 6 CCℎ𝑑
𝑎 (𝑅) 6 CC(𝑅).

Доказательство. Первое неравенство объясняется тем, что любой полудуп­
лексный протокол с нулём можно использовать в полудуплексной модели с
тишиной, если игроки будут интерпретировать тишину как 0. Второе неравен­
ство объясняется схожими соображениями: любой полудуплексный протокол
с противником можно использовать в полудуплексной модели с нулём, если
заменить все действия послать(0) на принимать. Последнее неравенство обу­
словлено тем, что любой классический протокол может естественным образом
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преобразован в полудуплексный протокол с противником, в котором будут толь­
ко классические раунды.

Следующая теорема показывает, что любой полудуплексный протокол с
нулём или с противником можно преобразовать в классический протокол удво­
енной глубины.

Теорема 3.6. Для любой коммуникационной задачи 𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑌 ×𝑍 выполня­
ется неравенство CC(𝑅)/2 6 CCℎ𝑑

0 (𝑅) 6 CCℎ𝑑
𝑎 (𝑅).

Доказательство. Любой полудуплексный коммуникационный протокол с ну­
лём или с противником глубины 𝑡 может быть преобразован в классический
коммуникационный протокол глубины 2𝑡. Каждый раунд полудуплексного про­
токола будет соответствовать двум последовательным раундам классического
протокола: в первом из двух раундов Алиса посылает бит, который она бы по­
слала в исходном полудуплексном протоколе, или посылает 0, если в исходном
протоколе Алиса в этом раунде находилась бы в принимающем состоянии, во
втором раунде Боб поступает аналогично. Легко проверить, что по сообщениям
таких двух классических раундов игроки могут восстановить события, которые
они наблюдали бы в полудуплексном протоколе. В случае, если исходный полу­
дуплексный протокол был для модели с противником, и оба игрока принимали
сообщения, то в качестве полученных битов (битов от противника) они могут
выбрать нули — полудуплексный протокол с противником должен давать пра­
вильный ответ для любой стратегии противника.

Как мы увидим дальше, в полудуплексных протоколах с тишиной можно
использовать тихие раунды для передачи информации, и таким образом, игроки
могут посылать три различных сообщения, т.е. использовать не двоичный, а
троичный алфавит. Поэтому вместо удвоения глубины протокола приходится
использовать утроение.

Теорема 3.7. Для любой коммуникационной задачи 𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑌 ×𝑍 выполня­
ется неравенство CC(𝑅)/3 6 CCℎ𝑑

𝑠 (𝑅).

Доказательство. Любой полудуплексный коммуникационный протокол с ти­
шиной глубины 𝑡 может быть преобразован в классический коммуникационный
протокол глубины 3𝑡. Каждый раунд исходного полудуплексного протокола бу­
дет соответствовать трём раундам классического протокола. В первом раунде
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Алиса посылает 1, если в исходном протоколе она посылает сообщение, и 0 в
противном случае. Во втором раунде Боб поступает аналогично. Если оба иг­
рока послали 1 или 0, то третий раунд можно пропустить, т.к. у игроков уже
есть достаточно информации, чтобы восстановить события в полудуплексном
протоколе. Если игроки послали разные биты, то пославший 1 передаёт тот бит,
который он послал бы в полудуплексном протоколе, а пославший 0 принимает
сообщение.

Замечание. Теоремы 3.5, 3.6 и 3.7 в частности верны для полудуплексной ком­
муникационной сложности функций.

3.5 Верхние оценки на полудуплексную коммуникационную
сложность функций

В этом разделе мы будем рассматривать верхние оценки на полудуп­
лексную коммуникационную сложность функций равенства, внутреннего
произведения и дизъюнктности для разных вариантов полудуплексных ком­
муникационных моделей.

3.5.1 Полудуплексная коммуникация с тишиной

Основное преимущество этой модели над всеми остальными рассматрива­
емыми альтернативами состоит в том, что в случае тихого раунда оба игрока
узнают об этом. У игроков есть третий символ в алфавите — принимающий
игрок может получить либо обычное сообщение содержащее 0 или 1, либо спе­
циальный символ тишина, сообщающий, что второй игрок тоже принимает в
этом раунде. Следующая теорема показывает, что можно использовать этот
специальный символ для передачи данных.

Теорема 3.8. Для любой функции 𝑓 : {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 → {0,1}

CCℎ𝑑
𝑠 (𝑓) 6 ⌈𝑛/ log 3⌉+ 1.
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Доказательство. Рассмотрим следующий универсальный протокол для всех
функций такого вида. Алиса кодирует свой вход 𝑥 в тернарном алфавите {0,1,2}
и пересылает его Бобу следующим образом: чтобы послать 0 или 1 Алиса по­
сылает соответствующий бит, а для передачи 2 Алиса принимает сообщение.
Боб всё время принимает и поэтому каждый раунд, где Алиса передаёт 2—
тихий. Для этого потребуется ⌈log3 2𝑛⌉ = ⌈𝑛/ log 3⌉ раундов. В завершение ком­
муникации Боб вычисляет 𝑓(𝑥,𝑦) и пересылает результат Алисе используя один
дополнительный раунд.

Можно развить идею кодирования входа в алфавите большего размера и
для конкретных функций получить лучшие верхние оценки.

Теорема 3.9. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
𝑠 (EQ𝑛) 6 ⌈𝑛/ log 5⌉+ ⌈log 𝑛/ log 3⌉+ 2.

Доказательство. Алиса и Боб интерпретируют свои строки как двоичный чис­
ла длины 𝑛 и переводят их в систему счисления с основанием 5, получая строки
в алфавите {0,1,2,3,4} длины ⌈𝑛/ log 5⌉. Далее игроки синхронно проходят по
получившимся строкам и для каждого символа проводят раунд коммуникации,
т.е. в раунде с номером 𝑖 они обрабатывают символы на позиции 𝑖 в своих
строках. Действия игроков представлены в таблице 3.1. По данной таблице

Таблица 3.1 — Действия игроков в протоколе для EQ𝑛 с тишиной.

Символ Алиса Боб
0 послать(0) принимать
1 послать(1) принимать
2 принимать послать(0)
3 принимать послать(1)
4 принимать принимать

несложно проверить следующие утверждения.
– Если раунд с номером 𝑖 обычный, то принимающий игрок может опре­

делить, отличаются ли символы с номером 𝑖 в строках игроков.
– Если раунд с номером 𝑖 тихий, то один из игроков всегда сможет опре­

делить, если символы с номером 𝑖 в строках игроков отличаются.
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Если после ⌈𝑛/ log 5⌉ раундов один из игроков знает, что строки отличаются,
то он или она посылают 0. Таким образом, если раунд с номером ⌈𝑛/ log 5⌉+ 1

не является тихим, то оба игрока знают, что ответ 0 и могут завершить ком­
муникацию. В противном случае Алисе и Бобу нужно убедиться в том, что
среди первых ⌈𝑛/ log 5⌉ раундов не было потерянных раундов. Для этого Алиса
пересылает Бобу число обычных раундов, в которых она принимала. Это чис­
ло можно передать в троичной кодировке аналогично идее из доказательства
теоремы 3.8. Боб в свою очередь проверяет, что это число совпадает с числом
раундов, в которых он посылал сообщения. Если это так, то потерянных раун­
дов не было, и строки игроков равны. В противном случае строки отличаются.
Игрокам нужен ещё один раунд для того, чтобы Боб сообщил Алисе ответ.

Стоит отметить, что полученная оценка отличается от нижней оценки из
следствия 3.18 на Θ(log 𝑛). Используя ту же идею можно доказать следующую
верхнюю оценка на сложность функции дизъюнктности.

Теорема 3.10. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
𝑠 (DISJ𝑛) 6 ⌈𝑛/2⌉+ 2.

Доказательство. Если строки имеют нечётную длину, то игроки приписывают
к ним 0 в конец. Далее Алиса и Боб разбивают свои строки на подстроки по
два бита (это соответствует кодированию в алфавите размера 4) и синхронно
проходят по строкам, обрабатывая одну такую подстроку за раунд. Их действия
в этих раундах описаны в таблице 3.2. После ⌈𝑛/2⌉ раундов Боб сообщает Алисе,

Таблица 3.2 — Действия игроков в протоколе для DISJ𝑛 с тишиной.

Символы Алиса Боб
00 послать(0) принимать
01 принимать послать(0)
10 принимать послать(1)
11 принимать принимать

был ли такой тихий раунд, в котором Боб обрабатывал подстроку 11 (т.е. входы
игроков не были дизъюнктными). Алиса в свою очередь сообщает Бобу, был ли
такой обычный раунд, удовлетворяющий одному из следующих условий:

– Алиса получила 0 и при этом обрабатывала подстроку 01 или 11,
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– Алиса получила 1 и при этом обрабатывала подстроку 10 или 11.
По таблице 3.2 можно удостовериться, что во всех таких случаях строки игроков
не являются дизъюнктными, и при этом других случаев нет.

Следующая верхняя оценка на функцию внутреннего произведения дока­
зана в 2021 году Татьяной Гладыш. Доказательство аналогично доказательству
теоремы 3.10.

Теорема 3.11 (Т. Гладыш, не опубликовано). Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
𝑠 (IP𝑛) 6 ⌈𝑛/2⌉+ 2.

3.5.2 Полудуплексная коммуникация с нулём

Как было отмечено выше, в модели с нулём игрокам достаточно исполь­
зовать только два действия: посылать 1 и принимать. В отличие от модели с
тишиной, где за счёт дополнительного символа тишины игроки заведомо могут
передавать больше информации, преимущество модели с нулём над классиче­
ской моделью не очевидно. Следующая теорема показывает, что на самом деле
полудуплексная модель с нулём является более сильной моделью, чем классиче­
ская модель, т.к. в ней можно решить коммуникационную задачу для функции
равенства менее чем за 𝑛 раундов коммуникации.

Теорема 3.12. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
0 (EQ𝑛) 6 ⌈𝑛/ log 3⌉+ ⌈log 𝑛⌉+ 1.

Доказательство. Протокол будет использовать идею кодирования в алфави­
те большего размера. Перед началом коммуникации Алиса и Боб преобразуют
свои входы в троичную систему счисления. Протокол будет состоять из двух
фаз. На первой фазе игроки последовательно проходят по символам своих строк
и действуют согласно таблице 3.3. На это требуется ⌈𝑛/ log 3⌉ раундов. На вто­
рой фазе Алиса посылает Бобу количество единиц, которое она послала на
первой фазе. На это требуется ⌈log 𝑛⌉ раундов. Если строки различны, то хотя
бы один из игроков знает об этом. В последнем раунде игрок посылает 1, если
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Таблица 3.3 — Действия игроков в протоколе для EQ𝑛 с тишиной.

Символ Алиса Боб
0 принимать принимать
1 послать(1) принимать
2 принимать послать(1)

он знает, что строки различаются. Давайте удостоверимся, что у игроков доста­
точно информации, чтобы понять, равны ли их строки. На первой фазе, когда
игроки посимвольно проходят по своим входам, может быть шесть различных
значений соответствующих символов (𝑥𝑖,𝑦𝑖), свидетельствующих о различии в
строках: (0,1), (1, 0), (0, 2), (2, 0), (1, 2), (2, 1). Алиса может определить разли­
чие в ситуациях (0,2), (2, 0) и (2,1), а Боб — в ситуациях (1, 0), (0, 1) и (2, 1).
Остаётся ситуация (1,2), которая соответствует потерянному раунду. Для это­
го Боб сравнивает количество единиц, переданных Алисой на первой фазе, с
количеством единиц, которые он получил. Если эти числа отличаются, то на
первой фазе были потерянные раунды. Ещё один раунд потребуется, чтобы Боб
сообщил Алисе результат сравнения.

Верхняя оценка на функцию дизъюнктности получена в статье [8] соавто­
рами соискателя под его руководством.

Теорема 3.13. Для любых 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
0 (DISJ𝑛) 6 3𝑛/4 +𝑂(log2 𝑛).

Верхняя оценка на функцию внутреннего произведения получена в 2021
году Анной Коган, Варварой Прозоровой и Львом Шпрайдуном, а также незави­
симо более короткое доказательство было предложено Тимофеем Москаленко.

Теорема 3.14 (А. Коган, В. Прозорова Л. Шпрайдун, Т. Москаленко, не опуб­
ликовано). Для любых 𝑛 ∈ N выполняется CCℎ𝑑

0 (IP𝑛) 6 7𝑛/8 +𝑂(1).

3.5.3 Полудуплексная коммуникация с противником

В модели с противником до сих пор неизвестно никаких нетривиальных
верхних оценок на рассматриваемые функции. Существование такой оценки
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свидетельствовало бы о том, что полудуплексная модель с противником явля­
ется более сильной, чем классическая модель коммуникации. При этом, как мы
увидим дальше, не получается доказать нижнюю оценку 𝑛 − 𝑜(𝑛) на какую­
нибудь из рассматриваемых функций.

3.6 Нижние оценки на полудуплексную коммуникационную
сложность функций

В этом разделе мы рассмотрим различные методы доказательств ниж­
них оценок на полудуплексную коммуникационную сложность и применим их
к изучаемым функциям.

3.6.1 Метод прямоугольников

Множество оценок в классической коммуникационной сложности основы­
ваются на изучении комбинаторных прямоугольников связанных с вершинами
протокола [24]. Действительно, в классическом коммуникационном протоколе
каждая вершина 𝑣 соответствует некоторому комбинаторному прямоугольнику
входов 𝑅𝑣 = 𝑋𝑣 × 𝑌𝑣, где 𝑋𝑣 ⊆ 𝑋, 𝑌𝑣 ⊆ 𝑌 содержащему все пары (𝑥,𝑦), такие
что коммуникация Алисы и Боба на входах (𝑥,𝑦) пройдёт через вершину 𝑣. В
частности из этого следует, что прямоугольники, соответствующие потомкам
𝑣, задают разбиение 𝑅𝑣.

Оказывается, что прямоугольники можно сопоставить и вершинам де­
ревьев полудуплексных коммуникационных протоколов. Рассмотрим полудуп­
лексный коммуникационный протокол Π для некоторой коммуникационной
задачи 𝑃 ⊆ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍. Для каждой вершины 𝑣 из деревьев Алисы или Боба
определим 𝑅𝑣 ⊆ 𝑋 × 𝑌 — множество всех пар (𝑥,𝑦) ∈ 𝑋 × 𝑌 , для которых
общение проходит через вершину 𝑣. Для того, чтобы это утверждение было
верно и для модели с противником, следует рассматривать протокол для фик­
сированной стратегии противника 𝑤.
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Утверждение 3.15. Для всех вершин 𝑣 протокола Π множество 𝑅𝑣 явля­
ется комбинаторным прямоугольником, т.е. существуют такие 𝑋𝑣 ⊆ 𝑋 и
𝑌𝑣 ⊆ 𝑌 , что 𝑅𝑣 = 𝑋𝑣 × 𝑌𝑣.

Доказательство этого факта аналогично доказательству утверждения 1.18.

Доказательство. Будем доказывать по индукции для дерева Алисы. Это вер­
но для корня, ему соответствует прямоугольник 𝑋 × 𝑌 . Предположим, что
это верно для какой-то вершины 𝑣: 𝑅𝑣 = 𝑋𝑣 × 𝑌𝑣. Пусть ℰ𝑣 — это множе­
ство событий в соответствующем варианте полудуплексной модели. Если в
этой вершине Алиса пересылает бит 𝑏, то общение переходит в потомка 𝑢,
который соответствует событию послать(𝑏), с прямоугольником 𝑋𝑢 × 𝑌𝑢, где
𝑋𝑢 = {𝑥 ∈ 𝑋𝑣 | 𝑔𝑣(𝑥) = послать(𝑏)}, а 𝑌𝑢 = 𝑌𝑣. Если в этой вершине Алиса
принимает, то событие зависит уже только от действия Боба (и стратегии про­
тивника в модели с противником). Поэтому в этом случае общение переходит
в потомка 𝑢, соответствующего событию 𝑒 ∈ ℰ , которое зависит только от 𝑦 (и
стратегии противника в модели с противником), с прямоугольником 𝑋𝑢×𝑌𝑢, где
𝑋𝑢 = {𝑥 ∈ 𝑋𝑣 | 𝑔𝑣(𝑥) = принимать} и 𝑌𝑢 = {𝑦 ∈ 𝑌𝑣 | происходит событие 𝑒}.
Для вершин из дерева Боба доказательство аналогично.

Таким образом мы можем использовать методы доказательства нижних
оценок, основанные на рассмотрении комбинаторных прямоугольников, для до­
казательства нижних оценок на глубину полудуплексный коммуникационных
протоколов. Важно отметить, что деревья в полудуплексных протоколах имеют
бо́льшую степень ветвления, что отразится на основании логарифма в полу­
ченных оценках.

Теорема 3.16. Пусть для коммуникационной задачи 𝒫 ⊂ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍 задана
полуаддитивная мера µ на подмножествах 𝑋 × 𝑌 такая, что мера всего
множества не меньше µ𝑟, а мера любого одноцветного прямоугольника не
превосходит µℓ. Имеют место следующие оценки.

– CCℎ𝑑
𝑠 (𝒫) > log5(µ𝑟/µℓ),

– CCℎ𝑑
0 (𝒫) > log3(µ𝑟/µℓ),

– CCℎ𝑑
𝑎 (𝒫) > log4(µ𝑟/µℓ),

Доказательство. Рассмотрим произвольный протокол для 𝒫 . Если мера пря­
моугольников в листьях ограничена µℓ, то по индукции мера корневой вершины
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полного корневого дерева глубины 𝑑 с ветвлением 𝑘 не превосходит µℓ · 𝑘𝑑. От­
сюда получается оценка глубину 𝑑 > log𝑘(µ𝑟/µℓ).

Замечание 3.17. Оценка для модели с противником, может быть так же полу­
чена, как следствие теоремы 3.6 и утверждения 1.22. В то же время оценки для
других двух моделей таким образом не получить.

Теорема 3.16 позволяет напрямую получить следующие нижние оценки
на сложность функции равенства EQ𝑛.

Теорема 3.18. Для любого 𝑛 ∈ N имеют место следующие оценки:
– CCℎ𝑑

𝑠 (EQ𝑛) > log5 2
𝑛 = 𝑛/ log 5,

– CCℎ𝑑
0 (EQ𝑛) > log3 2

𝑛 = 𝑛/ log 3,
– CCℎ𝑑

𝑎 (EQ𝑛) > log4 2
𝑛 = 𝑛/2.

Доказательство. Пусть мера µ(𝑅) = |{(𝑥,𝑥) ∈ 𝑅}|, т.е. мера µ равна количе­
ству диагональных элементов. Легко проверить, что такая мера полуаддитивна.
Мера корневого прямоугольника равна 2𝑛. Покажем, что мера любого одноцвет­
ного прямоугольника не превосходит 1. Если это 0-одноцветный прямоугольник,
то там не может быть диагональных элементов. Рассмотрим 1-одноцветный пря­
моугольник 𝑅. Пусть (𝑥,𝑥) ∈ 𝑅 и (𝑥′,𝑥′) ∈ 𝑅 для 𝑥 ̸= 𝑥′. Заметим, что 𝑅— это
комбинаторный прямоугольник, а следовательно (𝑥,𝑥′) ∈ 𝑅 и (𝑥′,𝑥) ∈ 𝑅, что
противоречит его 1-одноцветности. Следовательно, µ(𝑅) = 1. Применяем тео­
рему 3.16 для µ𝑟 = 2𝑛 и µℓ = 1 и получаем желаемые оценки.

Как мы уже увидели раньше, первые две оценки являются точными с
точностью до 𝑂(log 𝑛). В то же время, третья оценка напрямую следует из тео­
ремы 3.6 и сложности EQ𝑛 в классическом случае. Для того, чтобы улучшить
третью оценку и научиться доказывать нижние оценки для других функций,
был разработан метод элиминации раундов, который рассматривается в следу­
ющем разделе. Точно такая же ситуация с нижними оценками на функцию
дизъюнктности. Из теоремы 3.16 выводится следующее следствие.

Теорема 3.19. Для любого 𝑛 ∈ N имеют место следующие оценки:
– CCℎ𝑑

𝑠 (DISJ𝑛) > log5 2
𝑛 = 𝑛/ log 5,

– CCℎ𝑑
0 (DISJ𝑛) > log3 2

𝑛 = 𝑛/ log 3,
– CCℎ𝑑

𝑎 (DISJ𝑛) > log4 2
𝑛 = 𝑛/2.
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Для доказательство этой теоремы нам потребуется следующее известное
свойство коммуникационных протоколов для функции DISJ𝑛. Для битового век­
тора 𝑥 ∈ {0,1}𝑛 обозначим через 𝑥̄ его дополнение, т.е. 𝑥̄𝑖 = 1 − 𝑥𝑖 для всех
𝑖 ∈ [𝑛].

Лемма 3.20 (см. [24]). Для любых 𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛, таких что 𝑥 ̸= 𝑦, пары
входов (𝑥,𝑥̄) and (𝑦,𝑦) не принадлежат одному одноцветному прямоугольнику
функции DISJ𝑛.

Доказательство. Предположим обратное и рассмотрим прямоугольник, со­
держащий (𝑥,𝑥̄) и (𝑦,𝑦). Заметим, что DISJ𝑛(𝑥,𝑥̄) = DISJ𝑛(𝑦,𝑦) = 1. По
определению комбинаторного прямоугольника он также содержит входы (𝑥,𝑦)

и (𝑦,𝑥̄). Если 𝑦 < 𝑥 (побитово), то DISJ𝑛(𝑥,𝑦) = 0. Иначе DISJ𝑛(𝑥̄, 𝑦) = 0. Таким
образом рассматриваемый прямоугольник не может быть одноцветным.

Теперь мы готовы доказать теорему 3.19.

Доказательство теоремы 3.19. Применим теорему 3.16 для полуаддитивной
меры µ(𝑅) = |{(𝑥,𝑥̄) ∈ 𝑅}|, µ𝑟 = 2𝑛 и µℓ = 1.

3.6.2 Метод элиминации раундов

Зафиксируем полудуплексный коммуникационный протокол Π для неко­
торой задачи и посмотрим на его первый раунд. Пусть 𝑅 = 𝑋 × 𝑌 является
комбинаторным прямоугольником всех возможных входов Алисы и Боба.
Мы можем разбить 𝑅 на девять прямоугольников, по одному для каждой
возможной комбинации действий игроков (см. табл. 3.4). Рассмотрим два пря­

Таблица 3.4 — Разбиение прямоугольника входов в первом раунде.

Алиса\Боб послать(0) послать(1) принимать
послать(0) 𝑅00 𝑅01 𝑅0𝑟

послать(1) 𝑅10 𝑅11 𝑅1𝑟

принимать 𝑅𝑟0 𝑅𝑟1 𝑅𝑟𝑟

моугольника: 𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑 = 𝑅00 ∪ 𝑅01 ∪ 𝑅0𝑟 и 𝑅𝑏𝑎𝑑 = 𝑅0𝑟 ∪ 𝑅1𝑟. Если сузить
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рассматриваемую коммуникационную задачу на прямоугольник 𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑, т.е. иг­
роки будут получать только входы (𝑥,𝑦) ∈ 𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑, тогда нет необходимости в
первом раунде этого протокола, т.к. у игроков уже достаточно информации,
чтобы определить события для первого раунда. Действительно, на входах из
𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑 Алиса всегда посылает 0, поэтому у неё может произойти только одно со­
бытие, а Боб либо посылает некоторое сообщение, и тогда его событие зависит
только от посылаемого им бита, либо получает 0, если решает принимать сооб­
щение. С другой стороны, если мы сузим рассматриваемую коммуникационную
задачу на прямоугольник 𝑅𝑏𝑎𝑑, тогда первый раунд протокола всё ещё необхо­
дим, т.к. Боб может получить либо 0, либо 1, и для того, чтобы это определить,
между игроками должна произойти коммуникация.

Определение 3.21. Будем называть прямоугольник 𝑅′ ⊂ 𝑅 хорошим для
полудуплексного коммуникационного протокола Π на 𝑅, если сужение рас­
сматриваемой задачи на прямоугольник 𝑅′ делает первый раунд протокола Π

ненужным (т.е., на основании Π можно построить протокол Π′, имеющий на
один раунд меньше и корректный для всех (𝑥,𝑦) ∈ 𝑅′).

Идея этого метода доказательства нижних оценок заключается в следу­
ющем. Если для некоторой полуаддитивной меры µ любой прямоугольник 𝑅

можно покрыть некоторым набором хороших прямоугольников и доказать, что
среди этого набора прямоугольников всегда найдётся прямоугольник достаточ­
но большой меры, то из этого можно получить нижнюю оценку на глубину
протокола. Предположим, что мы доказали, что для любого прямоугольника 𝑅

в его покрытии хорошими прямоугольниками всегда есть прямоугольник меры
не менее α · µ(𝑅), тогда мы можем итеративно уменьшать глубину протокола
каждый раз сужая задачу на такой хороший прямоугольник, и можем сделать
как минимум log1/α(µ(𝑋 ×𝑌 )/µℓ) таких итераций, где µℓ — это верхняя оценка
на меру одноцветного прямоугольника. Таким образом, глубина исходного про­
токола не меньше чем log1/α(µ(𝑋 × 𝑌 )/µℓ). Следующий результат обобщает
теорему 3.16.

Лемма 3.22. Пусть для коммуникационной задачи 𝒫 ⊆ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍 зада­
на полуаддитивная мера µ на подмножествах 𝑋 × 𝑌 такая, что мера всего
множества не меньше µ𝑟, а мера любого одноцветного прямоугольника не
превосходит µℓ. Если для любого прямоугольника 𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑌 и любого прото­
кола Π для задачи 𝒫 на 𝑅 всегда существует хороший подпрямоугольник 𝑅′
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для Π на 𝑅, имеющий меру µ не менее α ·µ(𝑅), то глубина любого протокола
для 𝒫 не менее log1/α(µ𝑟/µℓ).

Доказательство. Начнём с 𝑅 = 𝑋 × 𝑌 . Будем повторять итеративно следу­
ющую процедуру, пока 𝑅 не является одноцветным: рассмотрим оптимальный
протокол для 𝒫 на 𝑅 и выберем хороший прямоугольник 𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑 ⊂ 𝑅 такой, что
µ(𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑) > α · µ(𝑅), и положим 𝑅 равным 𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑. На каждой итерации глубины
оптимальных протоколов для 𝒫 на 𝑅 и на 𝑅𝑔𝑜𝑜𝑑 отличаются как минимум на
единицу. Поэтому глубина коммуникационного протокола на 𝑋 × 𝑌 не может
быть меньше количества итераций, т.е. глубина не меньше log1/α(µ𝑟/µℓ).

Теорема 3.23. CCℎ𝑑
𝑠 (IP𝑛) > 𝑛/2.

Стоит отметить, что в силу теоремы 3.11 эта нижняя оценка является
почти точной. Для доказательства нам потребуется следующий факт о функции
внутреннего произведения IP𝑛.

Лемма 3.24 (см. [24]). Любой одноцветный прямоугольник функции IP𝑛 име­
ет размер не более 2𝑛.

Доказательство. Начнём с рассмотрения 0-одноцветных прямоугольников.
Пусть 𝑅𝑙 = 𝑋𝑙 × 𝑌𝑙 — 0-одноцветный прямоугольник, тогда для любых 𝑥 ∈ 𝑋𝑙

и 𝑦 ∈ 𝑌𝑙 выполняется IP𝑛(𝑥,𝑦) = 0. Таким образом, множество должно со­
держаться 𝑋𝑙 в ортогональном дополнении линейной оболочки множества 𝑌𝑙.
Поэтому dim{𝑋𝑙} + dim{𝑌𝑙} 6 (𝑛 − dim{𝑌𝑙}) + dim{𝑌𝑙} = 𝑛, и следовательно,
|𝑅| = |𝑋𝑙| · |𝑌𝑙| 6 2𝑛.

Покажем то же самое для 1-одноцветных прямоугольников. Пусть 𝑅𝑙 =

𝑋𝑙 × 𝑌𝑙 — 0-одноцветный прямоугольник, тогда для любых 𝑥 ∈ 𝑋𝑙 и 𝑦 ∈ 𝑌𝑙 вы­
полняется IP𝑛(𝑥,𝑦) = 1. Выберем произвольный элемент 𝑦′ ∈ 𝑌𝑙 и рассмотрим
множество 𝑌 ′𝑙 = {𝑦 ⊕ 𝑦′ | 𝑦 ∈ 𝑌𝑙}. Легко проверить, что для любых 𝑥 ∈ 𝑋𝑙 и
𝑦 ∈ 𝑌 ′𝑙 выполняется IP𝑛(𝑥,𝑦) = 0. Поэтому мы можем повторить рассуждение
выше, чтобы показать, что |𝑋𝑙|·|𝑌 ′𝑙 | 6 2𝑛. Осталось заметить, что |𝑌𝑙| = |𝑌 ′𝑙 |.

Доказательство теоремы 3.23. Рассмотрим полуаддитивную меру на прямо­
угольниках µ(𝑅) = |𝑅|. Пусть 𝑅 обозначает прямоугольник в корне дерева
протокола у Алисы (нам достаточно оценить глубину дерева протокола одного
игрока). Рассмотрим следующее разбиение 𝑅 на множество из шести хороших
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прямоугольников: прямоугольник 𝑅𝑠𝑖𝑙𝑒𝑛𝑡 = 𝑅𝑟𝑟, где оба игрока принимают, че­
тыре прямоугольника

𝑅0* = 𝑅00 ∪𝑅01 ∪𝑅0𝑟, 𝑅1* = 𝑅10 ∪𝑅11 ∪𝑅1𝑟,

𝑅*0 = 𝑅00 ∪𝑅10 ∪𝑅𝑟0, 𝑅*1 = 𝑅01 ∪𝑅11 ∪𝑅𝑟1,

где один из игроков посылает какой-то бит, и прямоугольник 𝑅𝑠𝑝𝑒𝑛𝑡 = 𝑅00 ∪
𝑅01∪𝑅10∪𝑅11, соответствующий потерянным раундам. Мы покажем, что один
из этих прямоугольников имеет меру как минимум µ(𝑅)/4.

Воспользуемся тем, как устроена выбранная мера µ(𝑅) = |𝑅|. Пусть 𝑎0, 𝑎1
и 𝑎𝑟 обозначают доли тех входов Алисы, на которых она посылает 0, посылает
1, и принимает, соответственно. Аналогично, пусть 𝑏0, 𝑏1 и 𝑏𝑟 обозначают доли
входов Боба, на которых он посылает 0, посылает 1, и принимает, соответствен­
но. Легко проверить, что 𝑎0+𝑎1+𝑎𝑟 = 𝑏0+ 𝑏1+ 𝑏𝑟 = 1, и кроме того для любых
α,β ∈ {0,1,𝑟} выполняется µ(𝑅αβ) = 𝑎α · 𝑏β · µ(𝑅).

Покажем, что

max
{︀
µ(𝑅0*),µ(𝑅1*),µ(𝑅*0),µ(𝑅*1),µ(𝑅𝑠𝑖𝑙𝑒𝑛𝑡),µ(𝑅𝑠𝑝𝑒𝑛𝑡)

}︀
> µ(𝑅)/4.

В наших обозначениях это эквивалентно следующему утверждению: для любых
вещественных значений 𝑎0,𝑎1,𝑎𝑟,𝑏0,𝑏1,𝑏𝑟 ∈ [0,1], таких что 𝑎0 + 𝑎1 + 𝑎𝑟 = 𝑏0 +

𝑏1 + 𝑏𝑟 = 1, выполняется

max
{︀
𝑎1,𝑎0,𝑏1,𝑏0,𝑎𝑟𝑏𝑟,(1− 𝑎𝑟)(1− 𝑏𝑟)

}︀
> 1/4.

Действительно, если 𝑎0, 𝑎1, 𝑏0, 𝑏1 < 1/4, то (1−𝑎0−𝑎1)(1− 𝑏0− 𝑏1) = 𝑎𝑟𝑏𝑟 > 1/4.
Остаётся применить лемму 3.22 для µ𝑟 = 4𝑛, µℓ = 2𝑛 (по лемме 3.24) и α = 1/4,
и получить желаемую оценку.

Используя метод элиминации раундов можно доказать следующую ниж­
нюю оценку на сложность функции внутреннего произведения в модели с нулём.

Теорема 3.25. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
0 (IP𝑛) > 𝑛/ log

2

3−
√
5
> 𝑛/1.39.

Доказательство. Рассмотрим полуаддитивную меру на прямоугольниках
µ(𝑅) = |𝑅| и пусть 𝑅 обозначает прямоугольник в корне дерева Алисы. Рас­
смотрим следующий набор из четырёх хороших прямоугольников: 𝑅𝑠𝑖𝑙𝑒𝑛𝑡 = 𝑅𝑟𝑟,
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𝑅1* = 𝑅11 ∪ 𝑅1𝑟 и 𝑅*1 = 𝑅11 ∪ 𝑅𝑟1. Мы утверждаем, что один из этих прямо­
угольников имеет меру не менее 3−

√
5

2 · µ(𝑅), т.е.

max
{︀
µ(𝑅1*),µ(𝑅*1),µ(𝑅𝑠𝑖𝑙𝑒𝑛𝑡)

}︀
>

3−
√
5

2
· µ(𝑅).

Это эквивалентно тому, что для любых 𝑎,𝑏 ∈ [0,1] выполняется

max
{︀
𝑎,𝑏,(1− 𝑎)(1− 𝑏)

}︀
>

3−
√
5

2
,

где 𝑎 и 𝑏 соответствуют долям всех входов, на которых Алиса и Боб посылают 1.
Можно заметить, что минимальное значение этого максимума достигается при
𝑎 = 𝑏 = (1 − 𝑎)(1 − 𝑏). Действительно, увеличение или уменьшение 𝑎 или 𝑏

увеличивает один из аргументов максимума. Решим соответствующее квадрат­
ное уравнение 𝑎 = (1 − 𝑎)2 и получим 𝑎 = 3−

√
5

2 . Применение леммы 3.22 для
µ𝑟 = 4𝑛, µℓ = 2𝑛 и α = 3−

√
5

2 завершает доказательство.

Метод элиминации раундов позволяет получить оценки и в модели с про­
тивником. Основная особенность данной модели в том, что игрок не может
быть полностью уверен, что те сообщений, которые он получил, были переданы
вторым игроком, а не противником. Интуиция подсказывает, что в такой ситу­
ации тихие и потерянные раунды бесполезны, и данная модель не отличается
от классической. Однако, мы умеем доказывать лишь следующие недостаточ­
но сильные нижние оценки на полудуплексную коммуникационную сложность
функций.

Лемма 3.26. Пусть для коммуникационной задачи 𝒫 ⊆ 𝑋×𝑌 ×𝑍 задана по­
луаддитивная мера µ на подмножествах 𝑋 ×𝑌 . Для любого прямоугольника
𝑅 ⊆ 𝑋 × 𝑌 существует такое покрытие хорошими прямоугольниками, что
мера одного из прямоугольников не меньше 2/5 · µ(𝑅).

Доказательство. Рассмотрим следующее разбиение 𝑅 на множество из пяти
хороших прямоугольников: прямоугольник потерянных раундов 𝑅𝑠𝑝𝑒𝑛𝑡 = 𝑅00 ∪
𝑅01 ∪𝑅10 ∪𝑅11, и четыре прямоугольника

𝑅1̄1̄ = 𝑅00 ∪𝑅0𝑟 ∪𝑅𝑟0 ∪𝑅𝑟𝑟, 𝑅0̄1̄ = 𝑅10 ∪𝑅1𝑟 ∪𝑅𝑟0 ∪𝑅𝑟𝑟,

𝑅1̄0̄ = 𝑅01 ∪𝑅0𝑟 ∪𝑅𝑟1 ∪𝑅𝑟𝑟, 𝑅0̄0̄ = 𝑅11 ∪𝑅1𝑟 ∪𝑅𝑟1 ∪𝑅𝑟𝑟,

где Алиса не посылает α и Боб не посылает β для всех пар возможных зна­
чений α,β ∈ {0,1}. Каждый из этих прямоугольников является хорошим, т.к.
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каждый из игроков точно знает, что какое-то конкретное значение не было пере­
дано другим игроком, и поэтому может считать, что противоположный игрок
всегда посылает другое значение. Заметим, что этот набор прямоугольников
покрывает каждый элемент 𝑅 хотя бы дважды, и поэтому один из прямоуголь­
ников имеет меру 2/5 · µ(𝑅).

Из этой леммы напрямую следуют результаты для всех трёх изучаемых
функций. Мы сформулируем два результата — для функции равенства и дизъ­
юнктности, а для функции внутреннего произведения докажем более сильную
оценку.

Теорема 3.27. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
𝑎 (EQ𝑛) > 𝑛/ log 2.5

Доказательство. Применим лемму 3.22 для µ(𝑅) = |{(𝑥,𝑥) ∈ 𝑅}|, µ𝑟 = 2𝑛,
µℓ = 1 и α = 2/5 (по лемме 3.26).

Теорема 3.28. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
𝑎 (DISJ𝑛) > 𝑛/ log 2.5

Доказательство. Применим лемму 3.22 для µ(𝑅) = |{(𝑥,𝑥̄) ∈ 𝑅}|, µ𝑟 = 2𝑛,
µℓ = 1 и α = 2/5 (по лемме 3.26).

Для функции внутреннего произведения можно доказать более сильную
оценку, воспользовавшись методом, использованным в теоремах 3.23 и 3.25.

Теорема 3.29. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
𝑎 (IP𝑛) > 𝑛/ log

7

3
.

Доказательство. Рассмотрим полуаддитивную меру на прямоугольниках
µ(𝑅) = |𝑅|, и пусть 𝑅 обозначает прямоугольник в корне дерева протоко­
ла. Рассмотрим следующий набор из девяти хороших прямоугольников: пять
прямоугольников 𝑅𝑠𝑝𝑒𝑛𝑡, 𝑅1̄1̄, 𝑅0̄1̄, 𝑅1̄0̄, 𝑅0̄0̄ из доказательства леммы 3.26 и ещё
четыре прямоугольника

𝑅0* = 𝑅00 ∪𝑅01 ∪𝑅0𝑟, 𝑅*0 = 𝑅00 ∪𝑅10 ∪𝑅𝑟0,

𝑅1* = 𝑅10 ∪𝑅11 ∪𝑅1𝑟, 𝑅*1 = 𝑅01 ∪𝑅11 ∪𝑅𝑟1,
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на которых один из игроков передаёт некоторый фиксированный бит. Покажем,
что для этого набора хороших прямоугольников и меры µ выполняется

max
{︀
µ(𝑅𝑠𝑝𝑒𝑛𝑡),µ(𝑅0*),µ(𝑅*0),µ(𝑅1*),µ(𝑅*1),

µ(𝑅1̄1̄),µ(𝑅0̄1̄),µ(𝑅1̄0̄),µ(𝑅0̄0̄)
}︀
> 3

7 · µ(𝑅).

Воспользуемся тем, как устроена выбранная мера µ(𝑅) = |𝑅|. Пусть 𝑎0 и 𝑎1

обозначают доли тех входов Алисы, на которых она посылает 0 и 1, соответ­
ственно. Аналогично, пусть 𝑏0 и 𝑏1 обозначают доли входов Боба, на которых
он посылает 0 и 1, соответственно. В этих обозначениях нам нужно доказать,
что при любых значениях 𝑎0, 𝑎1, 𝑏0 и 𝑏1 выполняется

max
{︀
(𝑎0 + 𝑎1)(𝑏0 + 𝑏1), 𝑎0, 𝑏0, 𝑎1, 𝑏1,

(1− 𝑎1)(1− 𝑏1), (1− 𝑎0)(1− 𝑏1), (1− 𝑎1)(1− 𝑏0), (1− 𝑎0)(1− 𝑏0)
}︀
> 3

7 .

Данное выражение симметрично относительно 𝑎0 и 𝑎1, а также относительно
𝑏0 и 𝑏1, поэтому, не умаляя общности, можно считать, что 𝑎0 6 𝑎1, 𝑏0 6 𝑏1, и
0 < 𝑎0 6 𝑏0 6 1/2. Тогда утверждение упрощается до следующего:

max
{︀
(𝑎0 + 𝑎1)(𝑏0 + 𝑏1), 𝑎1, 𝑏1, (1− 𝑎0)(1− 𝑏0)

}︀
> 3

7 .

Если положить 𝑥 = 𝑎1 = 𝑎0 и 𝑦 = 𝑏1 = 𝑏0, то это выражение может толь­
ко уменьшиться. Кроме того, по предположению 𝑥 = 𝑎0 6 𝑏0 = 𝑦. Остаётся
оценить

min
𝑥,𝑦

max
{︀
4𝑥𝑦, 𝑦, (1− 𝑥)(1− 𝑦)

}︀
. (3.1)

Если 𝑥 < 1/4, то 4𝑥𝑦 < 𝑦. В этом случае и это значение (3.1) не меньше чем

min
𝑦

max{𝑦, 3(1− 𝑦)/4} = 3/7.

Если же 𝑥 > 1/4, то 4𝑥𝑦 > 𝑦 и 𝑦 > 𝑥 > 1/4. В этом случае значение (3.1) не
меньше

min
𝑥,𝑦

max{4𝑥𝑦, (1− 𝑥)(1− 𝑦)}.

На промежутке 𝑥 ∈ [1/4, 1/3] минимум достигается при равенстве аргументов,
т.е. при 𝑦 = (1−𝑥)/(3𝑥+1), и его значение не меньше 3/7. За пределами этого
промежутка (т.е. при 𝑥 > 1/3) выполняется 4𝑥𝑦 > 4/9 > 3/7.

Остаётся применить лемму 3.22 для µ𝑟 = 4𝑛, µℓ = 2𝑛 и α = 3/7.
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3.7 Обзор известных оценок на полудуплексную
коммуникационную сложность функций

В следующей таблице приведены все известные на данный момент оцен­
ки на полудуплексную коммуникационную сложность функций. Звёздочкой
отмечены результаты, полученные соискателем лично или при его активном
участии.

Таблица 3.5 — Известные оценки на полудуплексную коммуникационную
сложность функций.

EQ𝑛 IP𝑛 DISJ𝑛

CCℎ𝑑
𝑠

> 𝑛/ log 5 ⋆ > 𝑛/2 ⋆ > 𝑛/ log 5 ⋆

6 𝑛/ log 5 + 𝑜(𝑛) ⋆ 6 𝑛/2 + 2 6 𝑛/2 + 2 ⋆

CCℎ𝑑
0

> 𝑛/ log 3 ⋆ > 𝑛/ log 2
3−
√
5

⋆ > 𝑛/ log 3 ⋆

6 𝑛/ log 3 + 𝑜(𝑛) ⋆ 6 7𝑛/8 +𝑂(1) 6 3𝑛/4 + 𝑜(𝑛)

CCℎ𝑑
𝑎 > 𝑛/ log 2.5 ⋆ > 𝑛/ log(7/3) ⋆ > 𝑛/ log 2.5 ⋆

3.8 Оценки на полудуплексную коммуникационную сложность игр
Карчмера — Вигдерсона

В данном разделе мы поговорим про оценки на полудуплексную коммуни­
кационную сложность игр Карчмера — Вигдерсона для булевых функций. Мы
будем рассматривать функцию чётности и её обобщение — функцию подсчёта
по некоторому модулю.

Определение 3.30. Функций подсчёта по модулю 𝑝, MOD𝑝𝑛 : {0,1}𝑛 → {0,1},
определяется следующим соотношением

MOD𝑝𝑛(𝑥) = 0 ⇐⇒ 𝑥1 + . . .+ 𝑥𝑛 = 0 mod 𝑝.

Из оценок на сложность игр Карчмера — Вигдерсона в полудуплексной
коммуникационной сложности не следует явным образом оценок на формуль­
ную сложность, так как соответствие Карчмера — Вигдерсона имеет место
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только для классической модели. С другой стороны, лучшее понимание по­
лудуплексной коммуникации может помочь в улучшении нижних оценок в
классической коммуникационной сложности, как это было сделано в работе [27],
которой посвящена следующая глава.

3.8.1 Верхние оценки

В этом разделе мы перечислим известные верхние оценки на функцию
подсчёта в полудуплексной коммуникационной сложности. Все перечисленные
ниже результаты были получены соавторами соискателя под его руководством
(подробнее см. [8]). Результаты перечисляются в информационных целях, чтобы
их можно было сравнить с нижними оценками, представленными в следующем
разделе.

Теорема 3.31. Для любого 𝑛 ∈ N имеют место следующие оценки:

CCℎ𝑑
𝑠 (KWMOD2𝑛) 6 2 log3 𝑛,

CCℎ𝑑
0 (KWMOD2𝑛) 6 3 log3 𝑛,

CCℎ𝑑
𝑠 (KWMOD3𝑛) 6 3 log3 𝑛+𝑂(1),

CCℎ𝑑
𝑠 (KWMOD5𝑛) 6 2.47 log 𝑛,

CCℎ𝑑
𝑠 (KWMOD11𝑛) 6 3.48 log 𝑛.

Кроме того, доказана общая теорема, дающая оценку для игры Карчме­
ра — Вигдерсона для функции подсчёта MOD𝑝𝑛 для произвольного 𝑝 > 7.

Теорема 3.32. Для любых натуральных 𝑛 и 𝑝 > 7

CCℎ𝑑
𝑠 (KWMOD𝑝𝑛) 6 1.16

⌈︁
1 + log3

𝑝

2

⌉︁
· log 𝑛.

3.8.2 Нижние оценки

Метод доказательства нижних оценок на коммуникационную сложность в
классической модели, основанный на оценке количества информации, которое
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Алиса и Боб получают о входах друг друга в процессе коммуникации, описан
в разделе 1.4.2. В данном разделе мы адаптируем этот метод для полудуплекс­
ной коммуникации.

Пусть для коммуникационной задачи 𝒫 ⊂ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍 задан протокол Π

и полуаддитивная мера µ на подмножествах 𝑋 × 𝑌 такая, что существует кон­
станта 𝑀 > 0, что для любого одноцветного прямоугольника 𝑅 ⊂ 𝑋 ×𝑌 верно
µ(𝑅) 6𝑀 . Пусть 𝒟— это вероятностное распределение на 𝑋 × 𝑌 . Рассмотрим
совместно распределённые случайные величины 𝒳 ,𝒴 ,π𝐴 и π𝐵 индуцированные
распределением 𝒟, где 𝒳 и 𝒴 распределены на входах Алисы и Боба, а π𝐴 и
π𝐵 распределены на стенограммах Алисы и Боба.

Определение 3.33. Внутреннее информационное разглашение протокола Π

по распределению 𝒟 определяется следующим соотношением:

IC𝒟(Π) = 𝐼(𝒳 : π𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝐴 | 𝒳 ).

Для 𝑘 ∈ N определим случайные величины π𝑘𝐴 и π𝑘𝐵, определяющие префиксы
длины 𝑘 значений случайных величин π𝐴 и π𝐵. Тогда внутреннее инфор­
мационное разглашение первых 𝑘 раундов протокола Π по распределению 𝒟
определяется следующим соотношением:

IC𝑘
𝒟(Π) = 𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ).

Неформально говоря, внутреннее информационное разглашение — это
среднее (по распределению 𝒟) количество битов информации, которые сум­
марно узнают игроки в процессе коммуникации. В классической модели
коммуникационной сложности можно показать, что внутреннее информацион­
ное разглашение является нижней оценкой на коммуникационную сложность
(теорема 1.42). Действительно, если игроки в среднем должны узнать IC𝒟(Π)

битов информации, то количество битов, которое игроки должны передать в
процессе коммуникации не может быть меньше IC𝒟(Π). Дело в том, что в
классической модели в каждом раунде только принимающий игрок получает
какую-то информацию, а посылающий — не получает. В полудуплексной моде­
ли всё немного сложнее — кроме классических раундов игроки могут получать
информацию в тихих раундах. При этом, в тихом раунде информацию могут по­
лучить оба игрока. Для того, чтобы применять этот метод для полудуплексных
коммуникационных протоколов, нужно доказать верхнюю оценку на количе­
ство информации, которую игроки суммарно могут узнать в одном раунде.
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Теорема 3.34. Для любого полудуплексного коммуникационного протокола Π

с тишиной, любого распределения 𝒟 на входах 𝑋 × 𝑌 и для любого 𝑘 ∈ N
выполняется

IC𝑘
𝒟(Π) = 𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 α𝑘,

где α = 2. Если частные распределения 𝒳 и 𝒴, порождаемые распределением
𝒟, независимы, то имеет место более сильная оценка α < 1.67.

Доказательство. Будем доказывать индукцией по 𝑘. Для 𝑘 = 0 возможна
только пустая стенограмма, поэтому неравенство превращается в равенство.
Теперь предположим, что неравенство выполняется для некоторого 𝑘. Пусть
ℰ𝑘+1
𝐴 и ℰ𝑘+1

𝐵 — случайные величины, распределённые на множестве событий ℰ
и задающие события Алисы и Боба в раунде 𝑘 + 1. Применим цепное правило
для взаимной информации:

𝐼(𝒳 : π𝑘+1
𝐵 | 𝒴) = 𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵, ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴) = 𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒳 : ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵).

Достаточно показать, что

𝐼(𝒳 : ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵) + 𝐼(𝒴 : ℰ𝑘+1

𝐴 | 𝒳 ,π𝑘𝐴) 6 α.

Отметим, что

𝐼(𝒳 : ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵) = 𝐻(ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵)−𝐻(ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒳 ) = 𝐻(ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵).

Слагаемое 𝐻(ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒳 ) = 0, т.к. значения случайных величин 𝒳 и 𝒴 одно­

значно определяют всю стенограмму. Таким образом, нам достаточно оценить
𝐻(ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵) = E𝑦,π[𝐻(ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 = 𝑦,π𝑘𝐵 = π)].

Пусть 𝒜𝑘+1
𝐴 и 𝒜𝑘+1

𝐵 — случайные величины, распределённые на множества
действий 𝒜 в соответствии с частными распределениями, задающие действия
Алисы и Боба на раунде 𝑘+1. Если для некоторой пары (𝑦,π) Боб посылает, т.е.
𝒜𝑘+1

𝐵 = послать(0) или𝒜𝑘+1
𝐵 = послать(1), тогда 𝐻(ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴 = 𝑦,π𝑘𝐵 = π) = 0.
Для краткости обозначим через 𝑟 событие принимать.

𝐻(ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵) = 𝐻(ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒜𝑘+1
𝐵 )

=
∑︁
𝑎∈𝒜

Pr[𝒜𝑘+1
𝐵 = 𝑎] ·𝐻(ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒜𝑘+1
𝐵 = 𝑎)

= Pr[𝒜𝑘+1
𝐵 = 𝑟] ·𝐻(ℰ𝑘+1

𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒜𝑘+1
𝐵 = 𝑟).
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При условии, что Боб принимает, его событие определяется действием Алисы.

𝐻(ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟) = 𝐻(𝒜𝑘+1
𝐴 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟)

6 𝐻(𝒜𝑘+1
𝐴 | 𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟).
(3.2)

Это даёт следующую оценку.

𝐻(ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵) 6 Pr[𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟] ·𝐻(𝒜𝑘+1
𝐴 | 𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟).

Аналогичное рассуждение можно провести для 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) и таким образом
получить

𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 Pr[𝒜𝑘+1
𝐵 = 𝑟] ·𝐻(𝒜𝑘+1

𝐴 | 𝒜𝑘+1
𝐵 = 𝑟)

+ Pr[𝒜𝑘+1
𝐴 = 𝑟] ·𝐻(𝒜𝑘+1

𝐵 | 𝒜𝑘+1
𝐴 = 𝑟).

(3.3)

Обозначим через 𝑎𝑟 и 𝑏𝑟 вероятности того, что Алиса и Боб, соответственно,
принимают сообщения в раунде 𝑘 + 1. Кроме того, через 𝑝0𝑟, 𝑝1𝑟, 𝑝𝑟0, 𝑝𝑟1 и 𝑝𝑟𝑟

обозначим вероятности всех возможных ситуаций в раунде 𝑘+1, в которых хотя
бы один из игроков принимает (т.е., 𝑝0𝑟 соответствует вероятности раунда, где
Алиса посылает 0, а Боб принимает, и т.д.). Тогда правую часть предыдущего
неравенства можно записать так:

𝑏𝑟 ·

(︃
𝑝0𝑟
𝑏𝑟
· log 𝑏𝑟

𝑝0𝑟
+

𝑝1𝑟
𝑏𝑟
· log 𝑏𝑟

𝑝1𝑟
+

𝑝𝑟𝑟
𝑏𝑟
· log 𝑏𝑟

𝑝𝑟𝑟

)︃

+ 𝑎𝑟 ·

(︃
𝑝𝑟0
𝑎𝑟
· log 𝑎𝑟

𝑝𝑟0
+

𝑝𝑟1
𝑎𝑟
· log 𝑎𝑟

𝑝𝑟1
+

𝑝𝑟𝑟
𝑎𝑟
· log 𝑎𝑟

𝑝𝑟𝑟

)︃
.

(3.4)

Численно проанализировав это выражение можно показать, что максимум это­
го выражения не превосходит 2, т.е.

𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 2𝑘.

Если частные распределения на 𝑋 и 𝑌 , порождаемые распределением 𝒟, неза­
висимы, то мы можем избавиться от условия 𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟 в (3.2):

𝐻(ℰ𝑘+1
𝐵 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟) = 𝐻(𝒜𝑘+1
𝐴 | 𝒴 ,π𝑘𝐵,𝒜𝑘+1

𝐵 = 𝑟)

= 𝐻(𝒜𝑘+1
𝐴 | 𝒴 ,π𝑘𝐵)

6 𝐻(𝒜𝑘+1
𝐴 ).

Тогда выражение (3.3) упрощается до

𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴)+𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 Pr[𝒜𝑘+1
𝐵 = 𝑟] ·𝐻(𝒜𝑘+1

𝐴 )+Pr[𝒜𝑘+1
𝐴 = 𝑟] ·𝐻(𝒜𝑘+1

𝐵 ).
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Соответственно, упрощается и выражение (3.4). Численный анализ показывает,
что максимум этого выражения не превосходит 1.67. Следовательно,

𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 1.67𝑘.

Аналогичная теорема верна и для модели с нулём.

Теорема 3.35. Для любого полудуплексного коммуникационного протокола
Π с нулём, любого распределения 𝒟 на входах 𝑋 × 𝑌 и для любого 𝑘 ∈ N
выполняется

IC𝑘
𝒟(Π) = 𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 α𝑘,

где α < 1.389. Если частные распределения 𝒳 и 𝒴, порождаемые распределе­
нием 𝒟, независимы, то имеет место более сильная оценка α < 1.234.

Доказательство. Воспользуемся анализом из доказательства теоремы 3.34, но
учтём, что игроки никогда не посылают 0. Тогда нам нужно максимизировать
более простую функцию

𝑏𝑟 ·

(︃
𝑝1𝑟
𝑏𝑟
· log 𝑏𝑟

𝑝1𝑟
+

𝑝𝑟𝑟
𝑏𝑟
· log 𝑏𝑟

𝑝𝑟𝑟

)︃
+ 𝑎𝑟 ·

(︃
𝑝𝑟1
𝑎𝑟
· log 𝑎𝑟

𝑝𝑟1
+

𝑝𝑟𝑟
𝑎𝑟
· log 𝑎𝑟

𝑝𝑟𝑟

)︃
.

Численный анализ показывает, что максимум этого выражения немного меньше
чем 1.38849. Если частные распределения на 𝑋 и 𝑌 , порождаемые распреде­
лением 𝒟, независимы, это выражение упрощается, а его численный анализ
показывает, что максимум не превосходит 1.234. И следовательно,

𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 1.234𝑘.

Для полудуплексной модели с противником можно показать ещё более
сильную оценку, показывающую, что на каждом раунде нельзя передать боль­
ше одного бита. Тем самым с информационной точки зрения эта модель не
сильнее, чем классическая модель. Этот результат был получен соавтором со­
искателя без его участия.

Теорема 3.36 (Хувер [18]). Для любого полудуплексного коммуникационного
протокола Π с противником, любого распределения 𝒟 на входах 𝑋 × 𝑌 и для
любого 𝑘 ∈ N выполняется

IC𝑘
𝒟(Π) = 𝐼(𝒳 : π𝑘𝐵 | 𝒴) + 𝐼(𝒴 : π𝑘𝐴 | 𝒳 ) 6 𝑘.



76

В доказательстве этого утверждения используется возможность самому
выбрать стратегию противника, т.к. протокол должен быть корректным при лю­
бой стратегии противника. Если противник всегда посылает случайные биты, то
никакой дополнительной информации тихие раунды не дают. Следовательно,
их нельзя использовать для передачи информации. Формальное доказатель­
ство см. в [18].

Теперь применим эту технику для функции подсчёта.

Теорема 3.37. Для любых натуральных 𝑛 и 𝑝 > 2 верны следующие оценки:

CCℎ𝑑
𝑠 (KWMOD𝑝𝑛) > log 𝑛−𝑂(1),

CCℎ𝑑
0 (KWMOD𝑝𝑛) > 1.439 log 𝑛,

CCℎ𝑑
𝑎 (KWMOD𝑝𝑛) > 2 log 𝑛−𝑂(1).

Мы покажем, что существует вероятностное распределение на входах
Алисы и Боба, такое что перед началом коммуникации каждый игрок имеет
неопределённсть о входе другого игрока примерно log 𝑛 битов, а после за­
вершения коммуникации (для этого конкретного распределения) оба игрока
полностью знают вход другого игрока. Это означает, что в процессе общения
каждый из игроков получил примерно log 𝑛 битов информации. Для классиче­
ской коммуникационной модели этого было бы достаточно для доказательства
нижней оценки 2 log 𝑛, т.к. на каждом раунде только принимающий игрок полу­
чает какую-то информацию и он не может получить более одного бита за раунд,
а следовательно для передачи 2 log 𝑛 битов требуется не менее 2 log 𝑛 раундов. И
действительно, таким методом можно доказать оценку Храпченко на сложность
функции чётности [5; 13] (см. теорему 1.45). В полудуплексных моделях анализ
более сложный из-за информации, передаваемой в тихих раундах. Поэтому мы
будем опираться на оценки информационного разглашения, доказанные выше.

Доказательство. Пусть пара случайных величин (𝒳 ,𝒴) задаёт совместное
распределение на входах Алисы и Боб, в котором случайная величина 𝒳 рас­
пределена равномерно на множестве входов

{𝑥 ∈ {0,1}𝑛 | MOD𝑝𝑛(𝑥) = 0, 𝑛/4 < ‖𝑥‖1 < 3𝑛/4} ,

соответствующему входам Алисы, содержащим от 𝑛/4 до 3𝑛/4 единиц, а случай­
ная величина 𝒴 отличается от 𝒳 в ровно в одном равномерно случайном бите,
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где у 𝒳 стоит значение 0. Тогда 𝐻(𝒴 | 𝒳 ) > log(𝑛/4) и 𝐻(𝒳 | 𝒴) > log(𝑛/4).
Таким образом, перед началом коммуникации

𝐻(𝒴 | 𝒳 ) +𝐻(𝒳 | 𝒴) > 2 log 𝑛−𝑂(1).

В то же время, по паре входов из распределения (𝒳 ,𝒴) игроки могут однозначно
восстановить индекс уникального бита различия, и следовательно, после завер­
шения коммуникации оба игрока знают входы друг друга. Таким образом,

𝐻(𝒴 | 𝒳 ,π𝐴) +𝐻(𝒳 | 𝒴 ,π𝐵) = 0,

где случайные величины π𝐴 и π𝐵 соответствуют стенограммам протокола Али­
сы и Боба, соответственно. Итого, за время общения игроки должны передать
не менее 2 log 𝑛 − 𝑂(1) битов информации. Применяя оценки на количество
информации, передаваемые в одном раунде, доказанные в теоремах 3.34, 3.35
и 3.36, мы получаем желаемые нижние оценки.

В частности, небольшая модификация доказательства этой теоремы (нуж­
но рассмотреть распределение, где 𝒳 распределена равномерно на входах с
чётным числом единиц, а 𝒴 отличается от 𝒳 равно в одной случайной пози­
ции) позволяет получить следующие оценки на сложность игры Карчмера —
Вигдерсона для функции чётности ⊕𝑛 = MOD2𝑛.

Следствие 3.38. Для любого 𝑛 ∈ N верны следующие оценки:

CCℎ𝑑
𝑠 (KW⊕𝑛

) > log 𝑛,

CCℎ𝑑
0 (KW⊕𝑛

) > 1.439 log 𝑛,

CCℎ𝑑
𝑎 (KW⊕𝑛

) > 2 log 𝑛.

Замечание. Константа, полученная в теореме 3.35 при помощи численных
методов, с высокой точностью совпадает с константой из теоремы 3.25. Действи­
тельно, log 2

3−
√
5
≈ 1.38849. Аналогично, константа 2 возникает в теореме 3.34 и

в теореме 3.23. Это наводит на мысль, что можно применить теоретико-инфор­
мационные методы, для доказательства оценки на IP𝑛. Если это получится
сделать в модели с тишиной и с нулём, то есть надежда, что это аналогичное до­
казательство будет иметь место и в модели с противником, а следовательно, мы
получим нижнюю оценку 𝑛 на полудуплексную коммуникационную сложность
функции IP𝑛 с противником.
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Глава 4. Гипотеза XOR-KRW и композиция универсального
отношения с функцией

В этом главе мы обсудим гипотезу XOR-KRW, которая является ослабле­
нием гипотезы Карчмера — Раза — Вигдерсона [21], а также докажем нижнюю
оценку на композицию универсального отношения и отношения Карчмера — Ви­
гдерсона для функции. Если быть более точным, мы докажем, что существует
функция 𝑔, такая что коммуникационная сложность композиции универсально­
го отношения и отношения Карчмера — Вигдерсона для 𝑔 значительно больше,
чем сложность универсального отношения. Наш подход неконструктивен, по­
этому мы доказываем только существование такой функции 𝑔, но не объясняем
как её построить.

Основные технические элементы данной главы — это новый подход к
получению нижних оценок на композицию с отношением с мультиплексера,
основанный на недетерминированной коммуникационной сложности, и новый
метод преобразования нижних оценок на отношение мультиплексера в нижние
оценки на сложность некоторой функции. Для преобразования оценок на отно­
шение мультиплексер нам потребуется доказывать оценки на полудуплексную
и частично полудуплексную сложность коммуникационных задач.

4.1 Гипотеза XOR-KRW

В качестве альтернативы для блочной композиции мы определим следу­
ющую операцию.

Определение 4.1. Для любых 𝑛,𝑚,𝑘 ∈ N, где 𝑘 | 𝑛, и функций 𝑓 : {0,1}𝑛 →
{0,1} и 𝑔 : {0,1}𝑘 → {0,1}𝑘 XOR-композиция 𝑓 �𝑚 𝑔 : ({0,1}𝑛)𝑚 → {0,1}
определяется следующим соотношением

(𝑓 �𝑚 𝑔)(𝑥1,1, . . . ,𝑥𝑛/𝑘,𝑚)

= 𝑓
(︀
𝑔(𝑥1,1)⊕ · · · ⊕ 𝑔(𝑥1,𝑚), . . . , 𝑔(𝑥𝑛/𝑘,1)⊕ · · · ⊕ 𝑔(𝑥𝑛/𝑘,𝑚)

)︀
,

где 𝑥𝑖,𝑗 ∈ {0,1}𝑘 для всех 𝑖 ∈ [𝑛/𝑘] и 𝑗 ∈ [𝑚].
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Если рассмотреть случай 𝑛 = 𝑚 = 𝑘, то XOR-композиция становит­
ся похожа на блочную композицию, в которой внутренняя функция является
многозначной: в этом режиме (𝑛 = 𝑚) обе композиции преобразуют матрицу
размера 𝑛×𝑛 в вектор, применяя внутреннюю функцию к строкам матрицы, а
потом применяют внешнюю функцию к этому вектору. При этом в отличие от
блочной композиции, где каждый бит промежуточного вектора зависит только
от соответствующей строки, в XOR-композиции каждый бит промежуточного
вектора зависит от всей матрицы. Тем не менее, мы сфокусируемся на случае,
когда 𝑚 является константой, т.к. верим, что этого может быть достаточно для
получения суперкубической нижней оценки на формульную сложность явно
заданной функции.

Мы предлагаем рассмотреть следующую гипотезу в стиле гипотезы Карч­
мера — Вигдерсона.

Гипотеза 4.2 (Гипотеза XOR-KRW). Существует 𝑚 ∈ N и ε > 0, такие что
для любых 𝑛,𝑘 ∈ N, где 𝑘 | 𝑛, и для любой непостоянной функции 𝑓 : {0,1}𝑛 →
{0,1} существует функция 𝑔 : {0,1}𝑘 → {0,1}𝑘, такая что

D(𝑓 �𝑚 𝑔) > D(𝑓) + ε𝑘.

Используя идеи из работы Карчмера, Раза и Вигдерсона [21], можно по­
казать, что из этой гипотезы следует P ̸= NC1.

Теорема 4.3. Если гипотеза 4.2 верна, то P ̸= NC1.

Доказательство. Предположим, что гипотеза 4.2 верна. Пусть 𝑓 : {0,1}log 𝑛 →
{0,1} будет некоторой непостоянной функцией, и пусть 𝑚 ∈ N принимает
значение, как в гипотезе 4.2. Для любого 𝑡 ∈ N рассмотрим функцию ℎ𝑡 опре­
делённую следующим соотношением:

ℎ𝑡(𝑥,𝑔1,𝑔2, . . . 𝑔𝑡) = (𝑓 �𝑚 𝑔1 �𝑚 𝑔2 �𝑚 · · ·�𝑚 𝑔𝑡)(𝑥),

где 𝑥 ∈ {0,1}𝑚𝑡 log 𝑛 и 𝑔𝑖 : {0,1}log 𝑛 → {0,1}log 𝑛 для всех 𝑖 ∈ [𝑡]. Из гипотезы 4.2
следует, что существует 𝑔1, . . . , 𝑔𝑡 : {0,1}log 𝑛 → {0,1}log 𝑛, такие что

D(𝑓 �𝑚 𝑔1 �𝑚 𝑔2 �𝑚 · · ·�𝑚 𝑔𝑡) = D(ℎ𝑡) > ε𝑡 log 𝑛−𝑂(𝑡).

Для 𝑡 = log 𝑛 мы получаем

D(ℎlog 𝑛) > ε log
2 𝑛−𝑂(log 𝑛).
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Теперь оценим размер входа функции ℎlog 𝑛. Каждая 𝑔𝑖 записывается при по­
мощи 𝑛 log 𝑛 битов, а размер 𝑥 равен 𝑚log 𝑛 log 𝑛 = 𝑛log𝑚 log 𝑛 = 𝑛𝑂(1). Таким
образом, размер входа функции ℎlog 𝑛 ограничен 𝑁 = 𝑛𝑂(1) битов, и при этом

D(ℎlog 𝑛) > ε log
2 𝑛−𝑂(log 𝑛) = Ω(log2𝑁).

Следовательно, ℎlog 𝑛 ̸∈ NC1. С другой стороны, мы можем вычислить ℎlog 𝑛

полиномиальным алгоритмом, т.е. эта функция из класса P.

Мотивация для гипотезы XOR-KRW основана на конструкциях, которые
возникают в работах по криптографии и теории псевдослучайности, где опе­
рация побитового исключающего ИЛИ (XOR) используется для достижения
лучших результатов. Доказательство оценки на композицию двух универсаль­
ных отношений [11] строится на идее, что любой протокол в процессе решения
внешнего универсального отношения раскрывает очень мало информации о
непосредственном входе игроков (т.е. о матрице входов для внутреннего уни­
версального отношения). Мы надеемся, что дополнительное «запутывание» с
помощью побитового XOR нескольких независимых копий функции 𝑔 поможет
провести похожее доказательство для композиции функций.

Мы будем рассматривать частный случай гипотезы для 𝑘 = 𝑛. В этом
случае длина входа 𝑓 �𝑚 𝑔 совпадает с длиной входа для 𝑓 . Это не тот набор
параметров, при котором из гипотезы будет следовать разделение классов P

и NC1, т.к. в доказательстве теоремы 4.3 необходимо применять гипотезу в
случае 𝑘 ≪ 𝑛. С другой стороны, этого может быть достаточно для получения
более слабого, но всё же очень важного результата — получения нижней оценки
на формульную сложность явной функции лучше чем известная Ω(𝑛3). Как
уже было сказано, кубическая оценка Хостада [15] уже долгое время остаётся
непревзойдённой (с точностью до членов низших порядков). Для того, чтобы
улучшить эту оценку, достаточно сфокусироваться на частном случае 𝑘 = 𝑛.
Для 𝑘 = 𝑛 определение XOR-композиции выглядит так.

Определение 4.4 (Частный случай определения 4.1 для 𝑘 = 𝑛). Для любых
𝑛,𝑚 ∈ N и функций 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} и 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛 XOR-композиция
𝑓 �𝑚 𝑔 : ({0,1}𝑛)𝑚 → {0,1} определяется соотношением

(𝑓 �𝑚 𝑔)(𝑥1, . . . ,𝑥𝑚) = 𝑓 (𝑔(𝑥1)⊕ · · · ⊕ 𝑔(𝑥𝑚)) ,

где 𝑥𝑖 ∈ {0,1}𝑛 для всех 𝑖 ∈ [𝑚].
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Это определение позволяет нам сформулировать ослабленную версию ги­
потезы XOR-KRW.

Гипотеза 4.5 (Слабая гипотеза XOR-KRW). Существуют 𝑚 ∈ N и ε > 0,
такие что для всех 𝑛 ∈ N и любой непостоянной функции 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1}
существует функция 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛 такая, что выполняется

D(𝑓 �𝑚 𝑔) > D(𝑓) + ε𝑛.

Мы также можем сформулировать версию этой гипотезы в терминах раз­
мера формулы, а не её глубины. Из доказательства этой версии гипотезы можно
получить нижнюю оценку на формульную сложность лучше Ω(𝑛3).

Гипотеза 4.6 (Слабая гипотеза XOR-KRW для размера формулы). Существу­
ют 𝑚 ∈ N и ε > 0, такие что для всех 𝑛 ∈ N и любой непостоянной функции
𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} есть непостоянная функция 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛:

L(𝑓 �𝑚 𝑔) > 2ε𝑛 · L(𝑓).

Слабая гипотеза XOR-KRW влечёт существование функции ℎ = 𝑓 �𝑚 𝑔

для некоторых 𝑓 : {0,1}log 𝑛 → {0,1}, 𝑔 : {0,1}log 𝑛 → {0,1}log 𝑛 и 𝑚 ∈ N,
такой что CC(KWℎ) > (1 + ε) log 𝑛. Для доказательства кубической оценки
на функцию Андреева в часть входов функции подставляется сложная функ­
ция, существование которой доказывается методом подсчёта. Мы определим
модифицированную функцию Андреева, которая принимает XOR-композицию
функций. Заметим, что существует всего 𝑛log 𝑛+1 пар функций 𝑓 : {0,1}log 𝑛 →
{0,1} и 𝑔 : {0,1}log 𝑛 → {0,1}log 𝑛. Следовательно, функцию ℎ можно задать при
помощи Θ(𝑛 log 𝑛) битов.

Определение 4.7. Для любого 𝑛 ∈ N, являющегося степенью двойки, любого
𝑚 ∈ N и любых функций 𝑓 : {0,1}log 𝑛 → {0,1} и 𝑔 : {0,1}log 𝑛 → {0,1}log 𝑛

функция Андреева для XOR-композиции Andr�𝑚 определяется следующим со­
отношением:

Andr�𝑚(𝑓,𝑔,𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 log 𝑛) = (𝑓 �𝑚 𝑔)
(︀
⊕𝑛(𝑥1), · · · ,⊕𝑛(𝑥𝑚 log 𝑛)

)︀
,

где 𝑥𝑖 ∈ {0,1}𝑛 для 𝑖 ∈ [𝑚 log 𝑛] и ⊕𝑛(𝑥) обозначает сумму всех битов 𝑥 по
модулю 2.
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Длина входа функции Andr�𝑚 ограничена Θ(𝑛 log 𝑛). Также важно отме­
тить, что для вычисления Andr�𝑚 существует естественный полиномиальный
по времени алгоритм.

Теорема 4.8. Если гипотеза 4.6 верна, то существует 𝑚 ∈ N и ε > 0, такие
что L(Andr�𝑚) = Ω(𝑛3+ε).

Доказательство этого утверждения повторяет оригинальное доказатель­
ство Хостада [15] с единственным отличием: вместо подстановки сложной в
функции обычную функцию Андреева, в функция Андреева для XOR-компози­
ции подставляется сложная функция 𝑓 и некоторая функция 𝑔, существование
которой следует из гипотезы.

Главным результатом этой главы будет теорема о том, что некоторая
форма гипотезы XOR-KRW выполняется для XOR-композиции универсально­
го отношения и игры Карчмера — Вигдерсона для некоторой сложной функции.
Было бы интересно понять, может ли техника из данной главы быть расширена
на случай 𝑘 < 𝑛. Всё выглядит так, что в таком режиме потребуется более слож­
ное и техническое доказательство. В этой главе мы сфокусируемся на случае
𝑘 = 𝑛, так как этого было бы достаточно для суперкубической нижней оценки
на формульную сложность. В то же время случай 𝑘 < 𝑛 был бы интересен
для других приложений.

4.2 Обзор методов и результатов

В данной главе будут использоваться два основных технических при­
ёма: это новый подход к доказательству нижних оценок на композицию с
отношением мультиплексера, основанный на сведении задач недетерминиро­
ванной коммуникационной сложности, а также новый метод преобразования
нижних оценок на отношение мультиплексера в нижние оценки на функции.
Мы определим две коммуникационные задачи, основанные на XOR-компози­
ции, и докажем нижние оценки на них:

– XOR-композиция универсального отношения и игры Карчмера — Ви­
гдерсона для некоторой функции 𝑔, обозначается U𝑛 �KW𝑔, и
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– XOR-композиция универсального отношения и отношения мультиплек­
сера, обозначается U𝑛 �MUX𝑛.

Обе коммуникационные задачи основаны на XOR-композиции при 𝑚 = 2.
Далее в этом разделе мы будем обсуждать частный случай определе­

ния 4.1 для 𝑚 = 2, что достаточно для наших целей. После мы поговорим
про задачу U𝑛 � KW𝑔, которая является ослабленной версией гипотезы 4.5
и сформулируем основной результат этой главы — нижнюю оценку на ком­
муникационную сложность этой задачи. Затем мы обсудим упрощение этой
задачи, задачу U𝑛�MUX𝑛, и сформулируем вспомогательный результат, кото­
рый является нижней оценкой на коммуникационную сложность этой задачи. В
заключение мы объясним, как будет устроено доказательство вспомогательного
результата, и как из него получается доказательство основного результата.

Определение 4.9 (Частный случай определения 4.4 для 𝑚 = 2). XOR-компо­
зиция 𝑓 � 𝑔 функций 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} и 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛 определяется
следующим соотношением:

(𝑓 � 𝑔)(𝑥,𝑦) = 𝑓(𝑔(𝑥)⊕ 𝑔(𝑦)),

где 𝑥,𝑦 ∈ {0,1}𝑛.

При определении коммуникационных задач мы будем использовать под­
задачи, аналогичные играм Карчмера — Вигдерсона, но для многозначных
функций. Нам будет удобно обобщить определение 1.37 на этот случай. В даль­
нейшем из контекста всегда будет понятно, если рассматриваемая функция
многозначна, и соответственно, будет понятно, идёт речь о классических играх
Карчмера — Вигдерсона или о их обобщении.

Определение 4.10. (Обобщённая) игра Карчмера — Вигдерсона для функции
𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑘 — это следующая коммуникационная задача: Алиса полу­
чает вход 𝑥 ∈ {0,1}𝑛, Боб получает вход 𝑦 ∈ {0,1}𝑛, и задача игроков — найти
индекс 𝑖 ∈ [𝑛], такой что 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖. Если 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑦), то игрокам разрешается
ответить ⊥.

Напомним, что наша глобальная цель — доказать нижнюю оценку на 𝑓�𝑔.
К сожалению, мы пока не знаем как. В качестве промежуточной задачи на пути
к этой цели мы рассмотрим композицию, где вместо 𝑓 стоит универсальное
отношение. Посмотрим как устроена игра для KW𝑓�𝑔. Алиса получает 𝑥𝑎,𝑦𝑎 ∈
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{0,1}𝑛, такие что (𝑓�𝑔)(𝑥𝑎,𝑦𝑎) = 0, Боб получает 𝑥𝑏,𝑦𝑏 ∈ {0,1}𝑛, такие что (𝑓�

𝑔)(𝑥𝑏,𝑦𝑏) = 1, и игроки стремятся найти 𝑖 ∈ [2𝑛], такой что (𝑥𝑎 ∘ 𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏 ∘ 𝑦𝑏)𝑖.
Когда мы заменим 𝑓 на U𝑛, игроки будут знать только то, что 𝑔(𝑥𝑎)⊕ 𝑔(𝑦𝑎) ̸=
𝑔(𝑥𝑏) ⊕ 𝑔(𝑦𝑏). Коммуникационная игра U𝑛 � KW𝑔 является XOR-композицией
U𝑛 и KW𝑔 в следующем смысле.

Определение 4.11. В коммуникационной игре U𝑛 � KW𝑔 для 𝑔 : {0,1}𝑛 →
{0,1}𝑛 Алиса получает 𝑥𝑎,𝑦𝑎 ∈ {0,1}𝑛, Боб получает 𝑥𝑏,𝑦𝑏 ∈ {0,1}𝑛, и их задача
найти 𝑖 ∈ [2𝑛], такой что (𝑥𝑎 ∘𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏 ∘𝑦𝑏)𝑖. Если 𝑔(𝑥𝑎)⊕𝑔(𝑦𝑎) = 𝑔(𝑥𝑏)⊕𝑔(𝑦𝑏),
то игрокам разрешается ответить ⊥.

Тривиальная верхняя оценка на коммуникационную сложность CC(U𝑛 �

KW𝑔) составляет CC(KW𝑔) + 𝑛 + 𝑂(log 𝑛) 6 2𝑛 + 𝑂(log 𝑛) и реализуется сле­
дующим протоколом. Сначала Алиса посылает Бобу 𝑥𝑎, а Боб сравнивает 𝑥𝑎 с
𝑥𝑏. Если он обнаруживает различие, то он пересылает индекс различия Алисе
при помощи 𝑂(log 𝑛) битов коммуникации. В противном случае игроки следуют
оптимальному протоколу для KW𝑔 на входах 𝑦𝑎 и 𝑦𝑏 и в результате получают
некоторый индекс 𝑗. Если (𝑦𝑎)𝑗 ̸= (𝑦𝑏)𝑗, тогда игроки отвечают 𝑛+ 𝑗, иначе они
отвечают ⊥. Мы докажем, что существует функция 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛, такая
что CC(U𝑛 � KW𝑔) > 1.5𝑛 − 𝑂(log 𝑛).

Теорема 4.12. Для любого 𝑛 ∈ N существует 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛, такая что

CC(U𝑛 �KW𝑔) > 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛).

Эта теорема частично отвечает на открытый вопрос из работы [13] по­
казывая нижнюю оценку на XOR-композицию универсального отношения и
функции. Ответ является частичным, т.к. открытый вопрос в оригинальной
формулировке касается нижней оценки на композицию U ◇ KW𝑔 для любой
функции 𝑔, в то время как теорема выше гарантирует оценку лишь для неко­
торой сложной функции 𝑔. К тому же, в нашем случае размер входа для U

и для 𝑔 совпадают, а в оригинальной постановке предполагается, что разме­
ры входов могут быть различными. Кроме того, в теореме 4.12 используется
XOR-композиция вместо блочной, но можно показать, что соответствующий
результат для блочной композиции является следствием этой теоремы (см. тео­
рему 4.33 в разделе 4.6).
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Для того, чтобы доказать нижнюю оценки на U𝑛 � KW𝑔, мы рассмот­
рим схожую коммуникационную задачу, где функция 𝑔 передаётся игрокам как
часть входа, а не является частью формулировки задачи.

Определение 4.13. В коммуникационной задаче U𝑛�MUX𝑛 Алиса получает
𝑥𝑎,𝑦𝑎 ∈ {0,1}𝑛 и функцию 𝑔𝑎 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛, Боб получает 𝑥𝑏,𝑦𝑏 ∈ {0,1}𝑛

и функцию 𝑔𝑏 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛. Задача игроков — найти число 𝑖 ∈ [2𝑛], такое
что (𝑥𝑎 ∘ 𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏 ∘ 𝑦𝑏)𝑖. Если 𝑔𝑎(𝑥𝑎) ⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎) = 𝑔𝑏(𝑥𝑏) ⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏) или 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏, то
игрокам разрешается ответить ⊥.

В некотором смысле коммуникационная задача U𝑛 � MUX𝑛 содержит в
себе экземпляр задачи U𝑛 � KW𝑔 для любой функций 𝑔 как частный случай,
при котором Алиса и Боб получают на вход функцию 𝑔. С одной стороны,
кажется, что на такую потенциально более сложную задачу нам будет проще
доказать нижнюю оценку. С другой стороны, наша конечная цель — это нижняя
оценка на U𝑛�KW𝑔, и есть естественное неформальное объяснение, почему из
нижней оценки на U𝑛 �MUX𝑛 будет следовать нижняя оценка на U𝑛 � KW𝑔

для некоторой функции 𝑔: если коммуникационная задача U𝑛�MUX𝑛 сложна в
общем (для всех 𝑔), то есть какой-то сложный частный случай (конкретная 𝑔).

Тривиальная верхняя оценка на CC(U𝑛�MUX𝑛) составляет 2𝑛+𝑂(log 𝑛)

и достигается на следующем протоколе. Алиса посылает Бобу 𝑥𝑎 и 𝑦𝑎, Боб
сравнивает эти строки с 𝑥𝑏 и 𝑦𝑏. В результате он либо находит различие, ли­
бо обнаруживает, что игроки могут ответить ⊥. Боб пересылает Алисе ответ с
использованием 𝑂(log 𝑛) битов коммуникации. Мы докажем следующую ниж­
нюю оценку на U𝑛 � MUX𝑛.

Теорема 4.14. Для любого 𝑛 ∈ N

CC(U𝑛 �MUX𝑛) > 1.5𝑛− 𝑜(𝑛).

После того, как мы докажем нижнюю оценку на U𝑛�MUX𝑛, мы преобразу­
ем её в нижнюю оценку на U𝑛�KW𝑔 для некоторой функции 𝑔. Как отмечалось
выше, задача U𝑛�KW𝑔 является частным случае задачи U𝑛�MUX𝑛 для кон­
кретного 𝑔. Интуиция подсказывает, что если U𝑛 � MUX𝑛 является сложной
задачей, то и для какой-то функции 𝑔 задача U𝑛�KW𝑔 тоже является сложной.
Поэтому, для получения нижней оценки на U𝑛 �KW𝑔 для некоторой функции
𝑔 из нижней оценки на U𝑛 �MUX𝑛 нам нужно показать, что U𝑛 �MUX𝑛 яв­
ляется не менее сложной чем задача U𝑛�KW𝑔 для «самой сложной» функции
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𝑔, которую мы можем дать игрокам, и поэтому мы можем подставить эту «са­
мую сложную» функцию в U𝑛 � MUX𝑛 и получить U𝑛 � KW𝑔. Давайте на
некоторое время забудем про внешнее универсальное отношение U𝑛, и рассмот­
рим отношение MUX𝑛. Кажется почти очевидным, что сложность MUX𝑛 равна
сложности самой сложной функции 𝑔: получив функцию 𝑔 на вход в коммуника­
ционной задаче MUX𝑛 игроки могут воспользоваться оптимальным протоколом
для KW𝑔, и поэтому сложность MUX𝑛 не превосходит сложности KW𝑔 для са­
мой сложной функции 𝑔. Точно такой же аргумент можно применить и для
композиции с мультиплексером, и в том числе для задачи U𝑛 �MUX𝑛. Тем не
менее, как уже отмечалось в разделе 3.2, это рассуждение содержит ошибку:
мы предположили, что игроки могут выбрать протокол общения опираясь на
функцию 𝑔, которую они получили как часть входа. Это невозможно сделать в
классической коммуникационной модели. Предположим, что оптимальный про­
токол Π𝑔1 для некоторой функции 𝑔1 начинается с хода Алисы, а оптимальный
протокол Π𝑔2 для некоторой другой функции 𝑔2 — с хода Боба. Тогда в опи­
санном выше протоколе для MUX𝑛 на входах с функцией 𝑔1 первой говорит
Алиса, а на входах с функцией 𝑔2 первым говорит Боб. Но это невозможно в
классической коммуникационной модели, т.к. в коммуникационном протоколе
должно быть явно указано, кто говорит первым. Мы преодолеем это пробле­
му при помощи полудуплексной коммуникации [8; 18] (см. главу 3), в которой
такое рассуждение является корректным, т.к. Алиса и Боб могут на каждом
раунде выбирать, какое действие они совершат (послать какой-то бит или при­
нимать). Таким образом, мы покажем, что полудуплексная коммуникационная
сложность U𝑛�MUX𝑛 не превосходит полудуплексной коммуникационной слож­
ности U𝑛 � KW𝑔 для некоторой функции 𝑔, а после покажем, что это будет
верно и в классической модели, т.е. перенесём нижнюю оценку теоремы 4.14
на задачу U𝑛 � KW𝑔.

4.3 Полудуплексная коммуникационная сложность

В классической коммуникационной модели протокол определяется дво­
ичным корневым деревом с пометками, которые описывает коммуникацию
игроков (см. определение 1.13). В полудуплексной коммуникационной модели с



87

противником (в данной главе нас будет интересовать только эта модель) игрок
не всегда знает, какое действие совершил другой игрок в текущем раунде (ин­
формация об этом теряется в утраченных раундах), и поэтому вместо одного
общего дерева у каждого игрока есть своё собственное дерево протокола, т.е.
протокол задаётся парой корневых деревьев арности 4 (см. определение 3.2).
Тем не менее, в этой главе нам будет удобно говорить про полудуплексных
протокол как про общее дерево, которое описывает действия игроков с точки
зрения внешнего наблюдателя (в этом дереве на каждом ребре стоит пометка с
событиями обоих игроков, при которых по этому ребру происходит переход).

Мы будем думать о полудуплексной коммуникации в следующем ключе.
В классической коммуникации действие игрока (посылать или принимать) в
текущем раунде зависит от протокола и истории предыдущих сообщений. В
полудуплексной коммуникации действие игрока может также зависеть от его
входа. Кроме классической и полудуплексной моделей коммуникации мы будем
использовать промежуточную модель, в которой действие игрока может зави­
сеть только от части входа. Мы называем эту модель частично полудуплексной
коммуникационной моделью. В частичной полудуплексной коммуникационной
задаче игроки получают входы, разделённые на две части: Алиса получа­
ет (𝑓,𝑥), Боб получает (𝑔,𝑦). Игроки могут использовать полудуплексный
коммуникационный протокол со следующим ограничением: если 𝑓 = 𝑔, то ком­
муникация должна состоять исключительно из классических раундов.

Основная мотивация для использования полудуплексной коммуникации
в этой главе обусловлена идеей, которую мы продемонстрируем на примере
следующей простой леммы.

Лемма 4.15. Для любого 𝑛 ∈ N существует функция 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1},
такая что

CC(KW𝑓) > CCℎ𝑑
𝑎 (MUX𝑛)−𝑂(log 𝑛).

Утверждение этой леммы почти тривиально. Действительно, по теоре­
ме Риордана — Шеннона [32] существует функция 𝑓 , такая что CC(KW𝑓) >

𝑛−𝑂(log 𝑛). В то же время ясно, что CCℎ𝑑
𝑎 (MUX𝑛) 6 𝑛+𝑂(log 𝑛): Алиса пере­

сылает 𝑥 Бобу, а Боб пересылает Алисе ответ. Тем не менее, мы докажем эту
лемму в качестве подготовительного примера, демонстрирующего как использу­
ется полудуплексная коммуникация. В доказательстве леммы в протоколе для
MUX𝑛 Алиса и Боб будут использовать оптимальные классические протоколы
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для функций, которые они получили на вход, и поэтому из нижней оценки
на MUX𝑛 будет следовать существование трудной функции. В дальнейшем,
когда мы будем рассматривать отношение мультиплексера как часть XOR-ком­
позиции с универсальным отношением, мы сможем использовать аналогичное
рассуждение, чтобы показать существование трудной функции.

Доказательство. Предположим, что CC(KW𝑓) 6 𝑑 для всех 𝑓 : {0,1}𝑛 →
{0,1}. Рассмотрим следующий полудуплексный протокол для MUX𝑛. Для
каждой функции 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1} обозначим через Π𝑓 оптимальный клас­
сический протокол для KW𝑓 (если таких протоколов несколько, то возьмём
лексикографически первый). Алиса, получив на вход 𝑓 и 𝑥, следует протоколу
Π𝑓 на входе 𝑥. В то же вреся, Боб, получив на вход 𝑔 и 𝑦, следует протоколу Π𝑔

на входе 𝑦. Если 𝑓 отличается от 𝑔, то игроки могут следовать разным протоко­
лам, что не является проблемой, т.к. коммуникация является полудуплексной.
Когда Алиса достигает листа протокола Π𝑓 , она продолжает принимать во всех
раундах до раунда с номером 𝑑 включительно. Боб действует аналогично. По­
сле 𝑑 раундов Алиса знает некоторый индекс 𝑖, который является кандидатом
на индекс различия 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑖. Если 𝑓 = 𝑔, то 𝑖 является корректным индексом
различия. Боб в то же время знает некоторый индекс 𝑗, который также явля­
ется кандидатом на индекс различия 𝑥𝑗 ̸= 𝑦𝑗. При этом, если 𝑓 = 𝑔, то 𝑖 = 𝑗.
Игрокам остаётся проверить, что действительно 𝑥𝑖 ̸= 𝑦𝑗 и 𝑖 = 𝑗, что можно
сделать за 𝑂(log 𝑛) раундов. Если оба условия выполнились, то они отвечают
𝑖, иначе выдают ответ ⊥. Общее число раундов в этом протоколе для MUX𝑛

не более 𝑑+𝑂(log 𝑛). Таким образом, если в качестве 𝑑 взять сложность самой
трудной функции 𝑓 , то

CC(KW𝑓) = 𝑑 > CCℎ𝑑
𝑎 (MUX𝑛)−𝑂(log 𝑛).

Эта лемма показывает, как из оценки на полудуплексную коммуникаци­
онную сложность отношения мультиплексера можно доказать существование
трудной функции. Давайте покажем, что аналогичный результат верен и для
частично полудуплексной модели. Через CC𝑝ℎ𝑑

𝑎 будем обозначать частично по­
лудуплексную коммуникационную сложность с противником.

Лемма 4.16. Для любого 𝑛 ∈ N существует функция 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1},
такая что

CC(KW𝑓) > CC𝑝ℎ𝑑
𝑎 (MUX𝑛)−𝑂(log 𝑛).
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Доказательство. Доказательство дословно повторяет доказательство лем­
мы 4.15, т.к. описанный в доказательстве протокол для MUX𝑛 является
частично полудуплексным: если 𝑓 = 𝑔, то игроки следуют одному и тому
же оптимальному классическому протоколу Π𝑓 для KW𝑓 .

Теперь мы покажем, как доказать нижнюю оценку на частично полу­
дуплексный коммуникационную сложность отношения мультиплексера. Доказа­
тельство этой леммы проиллюстрирует один из важных технических приёмов,
который будет использоваться в этой главе в дальнейшем: доказательство
нижней оценки с помощью сведения недетерминированной коммуникационной
задачи для функции NEQ к рассматриваемой коммуникационной задаче.

Лемма 4.17. Для любого 𝑛 ∈ N

CC𝑝ℎ𝑑
𝑎 (MUX𝑛) > 𝑛−𝑂(log 𝑛).

Доказательство. Через NEQ2𝑛 обозначим функцию неравенства на множестве
{0,1}2𝑛. Мы покажем, что из равенства CC𝑝ℎ𝑑

𝑎 (MUX𝑛) = 𝑑 следует N(NEQ2𝑛) 6

𝑑 + 𝑂(log 𝑛). Пусть Π— частично полудуплексный коммуникационный прото­
кол для MUX𝑛. Ключевая идея доказательства состоит в том, что в частично
полудуплексном протоколе для MUX𝑛 любой неклассический раунд свидетель­
ствует о том, что выданные игрокам функции различны. Предположим, что
CC𝑝ℎ𝑑

𝑎 (MUX𝑛) = 𝑑. Рассмотрим следующий недетерминированный классиче­
ский протокол для NEQ2𝑛. Алиса и Боб при помощи недетерминированной
подсказки (совместно) угадывают число 𝑡 6 𝑑, битовую строку 𝑇 ∈ {0,1}𝑡 и
два бита 𝑏1,𝑏2 ∈ {0,1}. Игроки интерпретируют 𝑇 как стенограмму первых 𝑡 ра­
ундов протокола Π, таких что все раунды являются классическими (и поэтому
коммуникация может быть описана с помощью 𝑡 битов). Далее игроки прове­
ряют, что эта стенограмма приводит в лист, помеченный ⊥, или в некоторую
вершину, которая на данных входах будет соответствовать неклассическому ра­
унду. Давайте опишем это более формально. Предположим, что Алиса и Боб
получили 𝑓 ∈ {0,1}2𝑛 и 𝑔 ∈ {0,1}2𝑛, соответственно, как входы в коммуникаци­
онной задаче NEQ2𝑛. Игроки угадывают четвёрку (𝑡,𝑇,𝑏1,𝑏2), описанную выше.
Далее они проверяют верность следующих утверждений.

1. Существует 𝑥 ∈ 𝑓−1(0) и 𝑦 ∈ 𝑔−1(1), такие что 𝑇 является корректной
стенограммой первых 𝑡 раундов протокола Π на входе ((𝑓,𝑥),(𝑔,𝑦)) в
предположении, что все эти раунды являются классическими.
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2. Если 𝑏1 = 0, то стенограмма 𝑇 заканчивается в листе с пометкой ⊥.
3. Если 𝑏1 = 1 и 𝑏2 = 0, то в раунде 𝑡+ 1 оба игрока будут принимать.
4. Если 𝑏1 = 1 и 𝑏2 = 1, в раунде 𝑡+ 1 оба игрока будут посылать.

Алиса проверяет, что существует 𝑥, такой что 𝑓(𝑥) = 0 и 𝑇 корректно с её
точки зрения описывает первые 𝑡 раундов коммуникации на входе (𝑓,𝑥). Кро­
ме того, Алиса проверяет второе условие и частично проверяет последние два
(т.е., если третье условие выполнено, то Алиса проверяет, что она будет прини­
мать в раунде 𝑡 + 1, и аналогично, если четвёртое условие выполнено, то она
проверяет, что она будет посылать в раунде 𝑡+1). Боб поступает симметрично
для 𝑦, такого что 𝑔(𝑦) = 1. Если существует 𝑥 и 𝑦, которые удовлетворяют
всем условиям, тогда протокол Π для MUX𝑛 на входе ((𝑓,𝑥),(𝑔,𝑦)) либо возвра­
щает ⊥, либо содержит неклассический раунд. В обоих случаях это является
достаточным, чтобы заключить, что 𝑓 ̸= 𝑔. Более того, такие 𝑥 и 𝑦 существуют
тогда и только тогда, когда 𝑓 ̸= 𝑔. Длина недетерминированной подсказки, ко­
торую использовали игроки, равна 𝑑+ log 𝑑+2 = 𝑑+𝑂(log 𝑛). Таким образом,
описанный выше протокол может быть использован для решения недетермини­
рованной коммуникационной задачи для функции неравенства на множестве
битовых строк длины 2𝑛. Из теоремы 1.33 следует N(NEQ2𝑛) > 𝑛, а значит
𝑑 > 𝑛−𝑂(log 𝑛).

4.4 Нижняя оценка на коммуникационную сложность
задачи U𝑛 �MUX𝑛

4.4.1 Общий план доказательства

Напомним, что в коммуникационной задаче U𝑛 �MUX𝑛 Алиса получает
𝑥𝑎,𝑦𝑎 ∈ {0,1}𝑛 и функцию 𝑔𝑎 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛, Боб получает 𝑥𝑏,𝑦𝑏 ∈ {0,1}𝑛

и функцию 𝑔𝑏 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛. Задача игроков — найти число 𝑖 ∈ [2𝑛], такое
что (𝑥𝑎 ∘ 𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏 ∘ 𝑦𝑏)𝑖. Если 𝑔𝑎(𝑥𝑎) ⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎) = 𝑔𝑏(𝑥𝑏) ⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏) или 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏,
то игрокам разрешается ответить ⊥.

Обозначим через 𝒫 множество всех перестановок на {0,1}𝑛 (множество
всех биекций {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛) и положим 𝑁 = 2𝑛. Определим множество вхо­
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дов одного игрока как

𝒳 = 𝒫 × {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛.

Мы будем доказывать нижнюю оценку на коммуникационную сложность зада­
чи U𝑛 �MUX𝑛 на комбинаторном прямоугольнике ℛ = 𝒳 × 𝒳 :

CC(U𝑛 �MUX𝑛) > CCℛ(U𝑛 �MUX𝑛) > 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛),

и следовательно, эта же нижняя оценка будет верна на всём прямоугольнике
(где вместо множества перестановок используется множество всех функций).

Теорема 4.14. Для любого 𝑛 ∈ N

CC(U𝑛 �MUX𝑛) > 1.5𝑛− 𝑜(𝑛).

Для того, чтобы немного упросить выкладки, мы будем рассматривать
немного другую задачу, в которой функция 𝑔 применяется только к одному
из аргументов внутри U𝑛 � MUX𝑛 (т.е. в определении задачи будет 𝑥 ⊕ 𝑔(𝑦)

вместо 𝑔(𝑥) ⊕ 𝑔(𝑦)).

Определение 4.18. В коммуникационной задаче U𝑛�MUX′𝑛 Алиса получает
𝑥𝑎,𝑦𝑎 ∈ {0,1}𝑛 и 𝑔𝑎 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛, Боб получает 𝑥𝑏,𝑦𝑏 ∈ {0,1}𝑛 и 𝑔𝑏 : {0,1}𝑛 →
{0,1}𝑛. Задача игроков — найти число 𝑖 ∈ [2𝑛], такое что (𝑥𝑎 ∘ 𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏 ∘ 𝑦𝑏)𝑖.
Если 𝑥𝑎⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎) = 𝑥𝑏⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏) или 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏, то игрокам разрешается ответить ⊥.

Если мы сможем доказать нижнюю оценку на U𝑛 � MUX′𝑛, то эта же
оценка с точностью до аддитивной константы будет верна и для U𝑛 �MUX𝑛.
Одно и то же доказательство будет верно для классической коммуникации,
полудуплексной коммуникации и частично полудуплексной коммуникации.

Лемма 4.19. Для любого 𝑛 ∈ N

CC*(U𝑛+1 �MUX𝑛+1) > CC*(U𝑛 �MUX′𝑛),

где CC* обозначает CC, CCℎ𝑑
𝑎 или CC𝑝ℎ𝑑

𝑎 .

Доказательство. Предположим, что CC*(U𝑛+1 � MUX𝑛+1) 6 𝑑. Рассмотрим
следующий протокол для U𝑛�MUX′𝑛. Алиса получает 𝑥𝑎, 𝑦𝑎 и 𝑔𝑎, и определяет
𝑥′𝑎 = 0 ∘ 𝑥𝑎, 𝑦′𝑎 = 1 ∘ 𝑦𝑎, и

𝑔′𝑎(𝑏 ∘ 𝑧) =

⎧⎨⎩0 ∘ 𝑧, 𝑏 = 0,

0 ∘ 𝑔𝑎(𝑧), 𝑏 = 1.
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Боб получает 𝑥𝑏, 𝑦𝑏 и 𝑔𝑏, и аналогичным образом определяет 𝑥′𝑏, 𝑦
′
𝑏 и 𝑔′𝑏. Теперь

игроки могут воспользоваться оптимальным протоколом для U𝑛+1 ∘ MUX𝑛+1

сложности не более 𝑑. Следовательно, CC*(U𝑛 �MUX′𝑛) 6 𝑑.

В дальнейшем мы будем использовать термин квадрат для обозначения
комбинаторного прямоугольника с равными сторонами, т.е. для прямоугольни­
ков вида 𝐴 × 𝐴 для некоторого множества 𝐴. Кроме того, для произвольного
прямоугольника 𝐴× 𝐵 мы будем называть множество 𝐴 ∩ 𝐵 диагональю.

Доказательство теоремы 4.14 состоит из двух стадий. На первой стадии
мы спускаемся по дереву протокола на глубину почти 𝑛 (точнее 𝑛 − 3) таким
образом, чтобы прямоугольник, соответствующий вершине, содержал большое
множество входов, которые можно дать и Алисе и Бобу (т.е., чтобы прямо­
угольник содержал большой квадрат). На второй стадии мы доказываем, что
на таком достаточно большом квадрате игрокам все ещё нужно не менее 𝑛

2 ра­
ундов, чтобы решить задачу.

4.4.2 Первая стадия

Мы воспользуемся следующей общей леммой.

Лемма 4.20. Пусть коммуникационная задача 𝑃 такова, что на квадрате
𝑆 × 𝑆 любой одноцветный прямоугольник 𝐴 × 𝐵 имеет |𝐴 ∩ 𝐵| 6 |𝑆|

2𝑟 для
некоторого 𝑟 > 1. Тогда для всех 𝑑 6 𝑟 любой протокол, решающий 𝑃 на
квадрате 𝑆 × 𝑆, содержит вершину на глубине 𝑑 с прямоугольником 𝐴 × 𝐵,
таким что |𝐴 ∩𝐵| > |𝑆|

2𝑑
.

Доказательство. Будем доказывать по индукции. Базовый случай при 𝑑 = 0

очевиден. Докажем для 𝑑 > 0. По предположению на глубине 𝑑−1 есть вершина
𝑣 с прямоугольником 𝐴′ × 𝐵′, таким что |𝐴′ ∩ 𝐵′| > |𝑆|

2𝑑−1 . Так как 𝑑 − 1 < 𝑟,
то прямоугольник 𝐴′×𝐵′ не является одноцветным, и следовательно, вершина
𝑣 не является листом. Не умаляю общности, предположим, что эта вершина
соответствует сообщению Алисы. Пусть 𝐴0 × 𝐵′ и 𝐴1 × 𝐵′, где 𝐴′ = 𝐴0 ∪ 𝐴1 и
𝐴0 ∩ 𝐴1 = ∅, обозначают прямоугольники в потомках вершины 𝑣. Тогда для
некоторого 𝑖 ∈ {0,1} верно, что |𝐴𝑖 ∩ 𝐵′| > 1

2 |𝐴
′ ∩ 𝐵′| > |𝑆|

2𝑑
, т.е. прямоугольник

одного из потомков вершины 𝑣 содержит достаточно большой квадрат.
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Теперь применим эту общую лемму для задачи U𝑛 � MUX′𝑛 и получим
следующее утверждение.

Лемма 4.21. Для всех неотрицательных целых 𝑑 6 𝑛 любой протокол,
решающий задачу U𝑛 �MUX′𝑛 на ℛ, содержит вершину на глубине 𝑑 с пря­
моугольником 𝐴×𝐵, таким что |𝐴 ∩𝐵| > |𝒳 |/2𝑑 = 𝑁 2 · |𝒫|/2𝑑.

Доказательство. Любой одноцветный прямоугольник 𝐴×𝐵 задачи U𝑛�MUX′𝑛
помечен либо некоторым индексом различия 𝑖, либо символом ⊥. В первом слу­
чае |𝐴∩𝐵| = 0, т.к. входы Алисы и Боба должны различаться в позиции 𝑖. Во
втором случае для любых 𝑎 = (𝑔𝑎,𝑥𝑎,𝑦𝑎) ∈ 𝐴 и 𝑏 = (𝑔𝑏,𝑥𝑏,𝑦𝑏) ∈ 𝐵 выполняется
𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏 или 𝑥𝑎 ⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎) = 𝑥𝑏 ⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏). Мы можем разбить все элементы диаго­
нали 𝐷 = 𝐴 ∩ 𝐵 на 2𝑛 непересекающихся классов 𝐷 =

⋃︀
𝑧∈{0,1}𝑛 𝐷𝑧, таких что

(𝑔,𝑥,𝑦) ∈ 𝐷𝑧 тогда и только тогда, когда 𝑥⊕ 𝑔(𝑦) = 𝑧. Для любых двух различ­
ных 𝑧1,𝑧2 ∈ {0,1}𝑛 и входов (𝑔1,𝑥1,𝑦1) ∈ 𝐷𝑧1, (𝑔2,𝑥2,𝑦2) ∈ 𝐷𝑧2, перестановки 𝑔1 и
𝑔2 различаются (иначе ⊥ не был бы корректным ответом на этой паре входов).
Таким образом, каждая перестановка 𝑔 ∈ 𝒫 может встречаться только в одном
из классов. Для фиксированных 𝑔 ∈ 𝒫 и 𝑧 ∈ {0,1}𝑛 существует только 2𝑛 пар
(𝑥,𝑦) : 𝑥⊕ 𝑔(𝑦) = 𝑧. Это позволяет оценить сверху мощность диагонали

|𝐷| 6 2𝑛 · |𝒫| = |𝒳 |/2𝑛.

Применение леммы 4.20 для 𝑑 6 𝑛 завершает доказательство.

Таким образом, в любом протоколе для U𝑛�MUX′𝑛 на ℛ на глубине 𝑛−3

будет вершина с прямоугольником с диагональю размера 𝑁 2·|𝒫|/2𝑛−3 = 8𝑁 ·𝑁 !.

4.4.3 Вторая стадия

Для второй стадии нам будет удобно ввести определение следующего
комбинаторного объекта, который поможет лучше описывать структуру под­
множества входов игроков.

Определение 4.22. Для подмножества входов 𝑆 ⊆ 𝒳 мы будем называть
доменным графом двудольный граф 𝐺𝑆 = (𝑈𝑆, 𝑉𝑆, 𝐸𝑆) без изолированных вер­
шин, такой что 𝑈𝑆 ⊆ 𝒫 , 𝑉𝑆 ⊆ {0,1}𝑛 × {0,1}𝑛 и (𝑔, (𝑥,𝑦)) ∈ 𝐸𝑆 тогда и только
тогда, когда (𝑔, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆.
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Формулировка следующей леммы выглядит очень технической, поэтому
мы сначала опишем общую идею. Рассмотрим довольно большое множество
входов 𝑆 ⊆ 𝒳 с двумя дополнительными свойствами:

– любая функция в 𝑆 определена на довольно большом множестве входов,
– для каждой пары 𝑔 ∈ 𝒫 и 𝑦 ∈ {0,1}𝑛 есть мало 𝑥 ∈ {0,1}𝑛, таких что

(𝑔,𝑥,𝑦) ∈ 𝑆.
Наличия первого свойства легко добиться, если выкинуть функции, определён­
ные на маленьком числе входов. Второе же свойство естественным образом
возникнет в доказательстве теоремы 4.14. Следующая лемма утверждает, что
из любого такого множества входов 𝑆 можно извлечь большое подмножество
функций 𝐻, которое позволит свести недетерминированное решение коммуни­
кационной задачи NEQ𝐻 к (детерминированному) решению коммуникационной
задачи U𝑛 �MUX′𝑛 на квадрате 𝑆 × 𝑆. Таким образом, мы сможем преобразо­
вать нижнюю оценку log log |𝐻| на недетерминированную коммуникационную
сложность задачи NEQ𝐻 в нижнюю оценку на детерминированную коммуника­
ционную сложность задачи U𝑛 � MUX′𝑛 на 𝑆 × 𝑆.

Лемма 4.23 (Техническая лемма). Пусть подмножество входов 𝑆 ⊆ 𝒳 , та­
кое что |𝑆| > 𝑁 · 𝑁 !, и пусть 𝐺𝑆 = (𝑈𝑆, 𝑉𝑆, 𝐸𝑆) является доменным графом
𝑆. Если min𝑔∈𝑈𝑆

{deg𝐺𝑆
(𝑔)} > 4𝑁 и

∀𝑔 ∈ 𝒫 , ∀𝑦 ∈ {0,1}𝑛,
⃒⃒
{𝑥 | (𝑔,(𝑥,𝑦)) ∈ 𝐸𝑆}

⃒⃒
6
√
𝑁, (4.1)

то существует множество 𝐻 ⊆ 𝑈𝑆 мощности 2Ω(
√
𝑁), такое что для лю­

бых различных функций 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐻 существует пара (𝑥,𝑦), для которой верно
(𝑔1, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆, (𝑔2, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 и 𝑔1(𝑦) ̸= 𝑔2(𝑦).

Эту лемму мы докажем позже в разделе 4.4.4, а пока давайте посмотрим,
как она будет использоваться в доказательстве теоремы 4.14.

Доказательство теоремы 4.14. Рассмотрим произвольный протокол для зада­
чи U𝑛 �MUX′𝑛 на ℛ. Применим лемму 4.21 для 𝑑 = 𝑛 − 3 и найдём вершину
протокола с прямоугольником 𝐴 × 𝐵, таким что |𝐴 ∩ 𝐵| > 8𝑁𝑁 !. Положим
𝑆 = 𝐴 ∩ 𝐵 и пусть 𝐺𝑆 = (𝑈𝑆, 𝑉𝑆, 𝐸𝑆) является доменным графом 𝑆. Средняя
степень вершин в левой доле 𝑈𝑆 не меньше 8𝑁𝑁 !/𝑁 ! = 8𝑁 . Для увеличения
минимальной степени мы избавимся от всех вершин маленькой степени. Пусть
𝑆 ′ = 𝑆 ∖ {(𝑔,𝑥,𝑦) | deg𝐺𝑆

(𝑔) < 4𝑁}. Мощность |𝑆 ′| > |𝑆| − 4𝑁 · |𝒫| = 4𝑁𝑁 !.
Пусть 𝐺𝑆′ = (𝑈𝑆′, 𝑉𝑆′, 𝐸𝑆′) является доменным графом 𝑆 ′.
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Если существует пара 𝑔 ∈ 𝒫 и 𝑦 ∈ {0,1}𝑛, такая что
⃒⃒
{𝑥 | (𝑔,(𝑥,𝑦)) ∈

𝐸𝑆′}
⃒⃒
>
√
𝑁 , то протокол для U𝑛 � MUX′𝑛 на 𝑆 ′ × 𝑆 ′ может быть использо­

ван для решения задачи равенства на множестве 𝑊𝑔,𝑦 = {𝑥 | (𝑔,(𝑥,𝑦)) ∈ 𝐸𝑆′}.
Опишем сведение. Получив входы 𝑥𝑎 ∈ 𝑊𝑔,𝑦 и 𝑥𝑏 ∈ 𝑊𝑔,𝑦 для задачи равенства,
Алиса и Боб следуют протоколу для задачи U𝑛 �MUX′𝑛 на 𝑆 ′ × 𝑆 ′ на входах
(𝑔,𝑥𝑎,𝑦) и (𝑔,𝑥𝑏,𝑦). Если протокол завершается в листе с пометкой ⊥, то игро­
ки отвечают 1, иначе они отвечают 0. Для входов (𝑔,𝑥𝑎,𝑦) и (𝑔,𝑥𝑏,𝑦) протокол
отвечает ⊥ тогда и только тогда, когда 𝑥𝑎 = 𝑥𝑏, поэтому описанное сведение
задаёт корректный протокол для EQ𝑊𝑔,𝑦

той же глубины. По теореме 1.26 лю­
бой протокол для EQ𝑊𝑔,𝑦

имеет глубину не менее log |𝑊𝑔,𝑦| > log(
√
𝑁) = 𝑛/2.

Из предложенного сведения следует, что такая же оценка верна и для глубины
протокола для задачи U𝑛 �MUX′𝑛 на 𝑆 ′ × 𝑆 ′.

Если такой пары не существует, то мы воспользуется леммой 4.23 и по­
лучим множество 𝐻 мощности 2Ω(

√
𝑁). Покажем, что в этом случае протокол

для задачи U𝑛�MUX′𝑛 на 𝑆 ′×𝑆 ′ может быть использован для недетерминиро­
ванного решения задачи NEQ𝐻 с помощью приватного недетерминированного
протокола. В задаче NEQ𝐻 Алиса и Боб на входах 𝑔1 ∈ 𝐻 и 𝑔2 ∈ 𝐻 должны
недетерминированно проверить, что 𝑔1 ̸= 𝑔2. Рассмотрим следующий прото­
кол. Алиса недетерминированно угадывает (𝑥𝑎,𝑦𝑎), такие что (𝑔1,𝑥𝑎,𝑦𝑎) ∈ 𝑆 ′ и
𝑘 ∈ [𝑛], Боб на своей стороне недетерминированно угадывает (𝑥𝑏,𝑦𝑏), такие что
(𝑔2,𝑥𝑏,𝑦𝑏) ∈ 𝑆 ′. Сначала игроки проверяют, что 𝑥𝑎 ⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎) ̸= 𝑥𝑏 ⊕ 𝑔𝑏(𝑥𝑏): Алиса
посылает двоичную запись числа 𝑘 и 𝑘-ый бит 𝑥𝑎⊕𝑔𝑎(𝑦𝑎), а Боб сравнивает его
с 𝑘-ым битом 𝑥𝑏 ⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏). Если 𝑘-ые биты равны, то игроки отвергают входы
(т.е. функция, определяющая приватный недетерминированный коммуникаци­
онный протокол, на этих входах равна 0). Иначе, игроки следуют протоколу
для U𝑛 �MUX′𝑛 на 𝑆 ′ × 𝑆 ′. Если протокол завершается в листе с пометкой ⊥,
то подсказки игроков являются корректным доказательством того, что 𝑔1 ̸= 𝑔2,
и игроки принимают входы. В противном случае, если протокол заканчивается
в листе с пометкой 𝑖 ∈ [2𝑛], такой что (𝑥𝑎,𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏,𝑦𝑏)𝑖, то игроки отвергают
входы. По лемме 4.23 такие приватные подсказки, на которых игроки принима­
ют входы, существуют для всех пар 𝑔1,𝑔2 ∈ 𝐻. В то же время, формулировка
задачи U𝑛�MUX′𝑛 гарантирует, что если 𝑥𝑎⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎) ̸= 𝑥𝑏⊕ 𝑔𝑏(𝑥𝑏), то протокол
завершается в листе с пометкой ⊥, только в случае 𝑔1 ̸= 𝑔2. Таким образом,
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глубина протокола для U𝑛 �MUX′𝑛 на 𝑆 ′ × 𝑆 ′ не меньше

N′(NEQ𝐻)−𝑂(log 𝑛) = log log |𝐻| −𝑂(log 𝑛) > 𝑛/2−𝑂(log 𝑛).

Остаётся применить лемму 4.19, чтобы перенести полученную на U𝑛 �MUX′𝑛
нижнюю оценку на задачу U𝑛 �MUX𝑛.

4.4.4 Доказательство технической леммы

Пришло время доказать лемму 4.23.

Доказательство леммы 4.23. Мы построим корневое дерево 𝑇 (𝑆) с пометками
со следующими свойствами.

– Каждый лист ℓ помечен множеством функций 𝐹ℓ ⊆ 𝑈𝑆.
– Каждая внутренняя вершина 𝑣 помечена парой (𝑥𝑣,𝑦𝑣) ∈ 𝑉𝑆.
– Для любого листа ℓ, помеченного 𝐹ℓ, и любого его предка с пометкой

(𝑥,𝑦) существует вектор 𝑎 ∈ {0,1}𝑛, такой что ∀𝑔 ∈ 𝐹ℓ выполняется
𝑔(𝑦) = 𝑎 и (𝑔,𝑥,𝑦) ∈ 𝑆.

– Для любых двух листьев с пометками 𝐹1 и 𝐹2 и их нижайшего общего
предка с пометкой (𝑥,𝑦) верно, что 𝐹1 ∩ 𝐹2 = ∅ и для любых 𝑔1 ∈ 𝐹1,
𝑔2 ∈ 𝐹2 выполняется 𝑔1(𝑦) ̸= 𝑔2(𝑦).

– Количество листьев не меньше 3
√
𝑁

𝑁 .
Имея такое дерево мы можем построить множество 𝐻 взяв по одной функции из
каждого листа. Действительно, такая структура пометок дерева гарантирует,
что для любых 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐻, 𝑔1 ̸= 𝑔2, существует пара (𝑥,𝑦), которой помечен
нижайший общий предок соответствующих листьев, такая что (𝑔1, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆,
(𝑔2, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆 и 𝑔1(𝑦) ̸= 𝑔2(𝑦).

Определим дерево 𝑇 (𝑆) рекурсивно. Рассмотрим подмножество 𝑍 ⊆ 𝑆

и определим для него (непустое) корневое дерево 𝑇 (𝑍) следующим об­
разом. Пусть 𝐺𝑍 = (𝑈𝑍 , 𝑉𝑍 , 𝐸𝑍) обозначает доменный граф 𝑍. Если
min𝑔∈𝑈𝑍

{deg𝐺𝑍
(𝑔)} > 2𝑁 , то корневое дерево 𝑇 (𝑍) состоит из корневой вер­

шины с пометкой (𝑥𝑍 ,𝑦𝑍), где (𝑥𝑍 ,𝑦𝑍)— это вершина максимальной степени в
𝑉𝑍 , и множества поддеревьев-потомков: для каждого 𝑎 ∈ {0,1}𝑛, такого что
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∃𝑔 ∈ 𝑈𝑍 : (𝑔,𝑥𝑍 ,𝑦𝑍) ∈ 𝑍 и 𝑔(𝑦𝑍) = 𝑎, поддерево 𝑇 (𝑍𝑎) является непосредствен­
ным потомком корня, где

𝑍𝑎 = {(𝑔,𝑥,𝑦) | (𝑔,𝑥,𝑦) ∈ 𝑍, 𝑦 ̸= 𝑦𝑍 , 𝑔(𝑦𝑍) = 𝑎}

В противном случае, 𝑇 (𝑍) состоит из единственного листа с пометкой 𝑈𝑍 .
Мы оценим снизу количество листьев в дереве 𝑇 (𝑆) как количество вер­

шин на глубине
√
𝑁 + 1. Пусть 𝑧 — это внутренняя вершина дерева 𝑇 (𝑆) на

глубине 𝑑 6
√
𝑁 с пометкой (𝑥𝑍 ,𝑦𝑍), соответствующая корневой вершине под­

дерева 𝑇 (𝑍) для некоторого множества 𝑍 ⊆ 𝑆. Пусть 𝐺𝑍 = (𝑈𝑍 , 𝑉𝑍 , 𝐸𝑍)

обозначается доменный граф 𝑍. По условию (4.1) минимальная степень вер­
шин в 𝑈𝑍 не меньше 4𝑁 − 𝑑

√
𝑁 > 3𝑁 . В то же время, |𝑉𝑍 | 6 𝑁(𝑁 −

𝑑). Пусть 𝑇 (𝑍𝑎1), . . . ,𝑇 (𝑍𝑎𝑘) — поддеревья-потомки вершины 𝑧. Заметим, что
π1(𝑍𝑎𝑖) ∩ π1(𝑍𝑎𝑗) = ∅ для всех 𝑖 ̸= 𝑗, т.е. количество функций, встречающихся
в 𝑍𝑎1, . . . ,𝑍𝑎𝑘 в точности равно количеству функций в 𝑍, которые определены
на (𝑥𝑍 , 𝑦𝑍). Учитывая, что (𝑥𝑍 ,𝑦𝑍) является вершиной максимальной степени в
𝑉𝑍 , количество функций, встречающихся в поддеревьях 𝑧, можно оценить снизу
следующим образом:⃒⃒

π1(𝑍𝑎1) ⊔ · · · ⊔ π1(𝑍𝑎𝑘)
⃒⃒
>
|𝐸𝑍 |
|𝑉𝑍 |

>
3𝑁 |𝑈𝑍 |

𝑁(𝑁 − 𝑑)
=

3|𝑈𝑍 |
𝑁 − 𝑑

.

Используя это рассуждение по индукции мы можем оценить снизу количество
функций, которые встречаются в множествах, соответствующих вершинам на
глубине 𝑑+ 1, как

3𝑑 · |𝑈𝑆|
𝑁(𝑁 − 1) · · · (𝑁 − 𝑑)

=
3𝑑 · |𝑈𝑆| · (𝑁 − 𝑑− 1)!

𝑁 !
,

где мощность 𝑈𝑆 не меньше |𝑆|/𝑁2 > 𝑁 !/𝑁 . Теперь мы готовы оценить снизу
количество вершин на глубине 𝑑 + 1. Отметим, что количество перестано­
вок, у которых 𝑘 значений зафиксировано, равно (𝑁 − 𝑘)!, и следовательно,
множество, соответствующее вершине на глубине 𝑑 + 1, содержит не более
(𝑁 − 𝑑− 1)! функций. Количество вершин на глубине 𝑑+ 1 не меньше общего
числа функций, встречающихся на глубине 𝑑+1, делённого на верхнюю оценку
на количество функций в одной вершине, т.е. не меньше

3𝑑 · |𝑈𝑆| · (𝑁 − 𝑑− 1)!

𝑁 !
/(𝑁 − 𝑑− 1)! >

3𝑑

𝑁
.

Для 𝑑 =
√
𝑁 + 1 мы получаем желаемую оценку 3

√
𝑁

𝑁 = 2Ω(
√
𝑁) на количество

вершин, а следовательно, и на количество листьев.
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4.5 Нижняя оценка на коммуникационную сложность
задачи U𝑛 �KW𝑔

Конечная цель этой главы — доказать сложность задачи U𝑛 � KW𝑔 для
некоторой функции 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛. Нижняя оценка на U𝑛 �MUX𝑛, дока­
занная в предыдущем разделе, была первым шагом в этом направлении. Как мы
уже обсудили ранее, кажется очень естественной и привлекательной идеей пока­
зать, что из сложности задачи мультиплексера следует существование сложной
функции. К сожалению, этот вопрос долгое время остаётся открытым. Для
того, чтобы преодолеть этот барьер, мы будем постепенно обобщать нижнюю
оценку на U𝑛 �MUX𝑛 при помощи полудуплексных моделей коммуникации.

4.5.1 Нижняя оценка на полудуплексную коммуникационную
сложность задачи U𝑛 �MUX𝑛

Начнём с обобщения нижней оценки на U𝑛 �MUX𝑛 на полудуплексную
коммуникационную сложность.

Теорема 4.24. Для любого 𝑛 ∈ N

CCℎ𝑑
𝑎 (U𝑛 �MUX𝑛) >

(︂
1

log 5
2

+
1

4

)︂
𝑛−𝑂(1) > 1.006𝑛−𝑂(1).

Доказательство этой теоремы будет устроено аналогично доказательству
нижней оценки в классической коммуникации (теорема 4.14). На первой стадии
по протоколу для U𝑛�MUX′𝑛 мы найдём вершину с прямоугольником, который
содержит достаточно большой квадрат 𝑆 × 𝑆, такой что решить U𝑛 �MUX′𝑛
на этом квадрате значительно проще, чем на всём прямоугольнике ℛ. Потом
мы покажем, что на любом достаточно большом квадрате задача всё ещё яв­
ляется сложной. В заключение, мы применим лемму 4.19 и получим оценку
на задачу U𝑛 � MUX𝑛.

Следующая лемма даёт нижнюю оценку на размер квадрата для первой
стадии доказательства.
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Лемма 4.25. Пусть Π— полудуплексный коммуникационный протокол с про­
тивником глубины 𝑑, который решает коммуникационную задачу 𝒫 на
квадрате 𝑈 × 𝑈 . Для любого 𝑡 6 𝑑 существует подмножество входов 𝑆 ⊂ 𝑈

мощности не менее (25)
𝑡 · |𝑈 | и полудуплексный протокол с противником Π′

глубины 𝑑−𝑡, ответы которого совпадают с ответами Π для всех пар входов
из 𝑆 × 𝑆.

Доказательство. Мы воспользуемся леммой 3.26 для µ(𝐴 × 𝐵) = |𝐴 ∩ 𝐵|.
Применим эту лемму 𝑡 раз, каждый раз сужая задачу на хороший подпрямо­
угольник максимальной меры. В результате мы получим прямоугольник меры
не менее (25)

𝑡 · |𝑈 | и протокол Π′ глубины 𝑑 − 𝑡, решающий 𝒫 на этом прямо­
угольнике. Осталось заметить, что выбранная мера µ в точности соответствует
размеру диагонали, т.е. полученный прямоугольник содержит квадрат 𝑆 × 𝑆,
где |𝑆| > (25)

𝑡 · |𝑈 |.

Теперь у нас есть всё необходимое для доказательства теоремы 4.24.

Доказательство теоремы 4.24. Предположим, что CCℎ𝑑
𝑎 (U𝑛 �MUX′𝑛) = 𝑑, и

пусть 𝑡 = 𝑛−3
log 2.5 . По лемме 4.25 существует подмножество 𝑆 ⊂ 𝒳 мощности

|𝑆| >
(︂
2

5

)︂𝑡

· |𝒳 | = 8

𝑁
·𝑁 2𝑁 ! = 8𝑁𝑁 !

и полудуплексный протокол с противником глубины 𝑑 − 𝑛−3
log 2.5 , решающий

U𝑛�MUX′𝑛 на квадрате 𝑆×𝑆. Любой полудуплексный протокол с противником
можно преобразовать в классический протокол за счёт удвоения глубины (см.
доказательство теоремы 3.6). Следовательно существует классический комму­
никационный протокол глубины 2(𝑑− 𝑛−3

log 2.5), решающий U𝑛 �MUX′𝑛 на 𝑆 × 𝑆.
Для второй стадии мы повторим рассуждение из доказательства теоре­

мы 4.14, где доказывается, что протокол для задачи U𝑛 �MUX′𝑛 на 𝑆 × 𝑆 при
|𝑆| > 8𝑁 ·𝑁 ! должен иметь глубину не менее 𝑛/2. В результате получаем, что

2

(︂
𝑑− 𝑛− 3

log 2.5

)︂
>

𝑛

2
.

Это даёт следующую оценку на глубину полудуплексного протокола с против­
ником для задачи U𝑛 �MUX′𝑛:

𝑑 >

(︂
1

log 2.5
+

1

4

)︂
𝑛−𝑂(1) > 1.006𝑛−𝑂(1).
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В заключение, мы применяем лемму 4.19 для переноса этой нижней оценки на
полудуплексную коммуникационную сложность задачи U𝑛 �MUX𝑛.

4.5.2 Связь нижних оценок на классическую коммуникационную
сложность задачи U𝑛 �KW𝑔 и полудуплексную коммуникационную

сложность задачи U𝑛 �MUX𝑛

Наш следующий шаг — связать коммуникационную сложность задач U𝑛�

KW𝑔 и U𝑛 � MUX𝑛. Мы покажем, что существует трудная функция 𝑔, при
которой классическая сложность U𝑛 � KW𝑔 не меньше полудуплексной слож­
ности U𝑛 � MUX𝑛.

Лемма 4.26. Для любого 𝑛 ∈ N существует 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛, такая что

CC(U𝑛 �KW𝑔) > CCℎ𝑑
𝑎 (U𝑛 �MUX𝑛)−𝑂(log 𝑛).

Доказательство почти идентично доказательству леммы 4.15. Отметим,
что в отличие утверждения леммы 4.15, утверждение данной леммы уже не
кажется тривиальным.

Доказательство. Предположим, что CC(U𝑛�KW𝑔) 6 𝑑 для всех 𝑔 : {0,1}𝑛 →
{0,1}𝑛. Рассмотрим следующий полудуплексный протокол с противником для
U𝑛 � MUX𝑛. Для каждой функции 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛 через Π𝑔 обозначим
оптимальный классический протокол для U𝑛�KW𝑔. Следующий полудуплекс­
ный протокол с противником решает задачу U𝑛 �MUX𝑛. Алиса получает 𝑥𝑎,
𝑦𝑎 и 𝑔𝑎, и следует протоколу Π𝑔𝑎 на входе (𝑥𝑎,𝑦𝑎). В то же время, Боб получает
𝑥𝑏, 𝑦𝑏 и 𝑔𝑏, и следует протоколу Π𝑔𝑏 на входе (𝑥𝑏,𝑦𝑏). Если 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏, то игро­
ки могут следовать различным (классическим) протоколам, но это не является
проблемой, т.к. они используют полудуплексную коммуникацию. После того,
как Алиса достигает некоторого листа протокола Π𝑔𝑎, она принимает во всех
раундах до раунда 𝑑 включительно. Боб поступает аналогично. После 𝑑 раун­
дов коммуникации у Алисы есть некоторый кандидат 𝑖 для (𝑥𝑎∘𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏∘𝑦𝑏)𝑖,
который является корректным, если 𝑔𝑎 = 𝑔𝑏. У Боба при этом есть кандидат 𝑗

для (𝑥𝑎 ∘ 𝑦𝑎)𝑗 ̸= (𝑥𝑏 ∘ 𝑦𝑏)𝑗, который равен 𝑖, если 𝑔𝑎 = 𝑔𝑏. Теперь игрокам нужно
проверить, что на самом деле (𝑥𝑎 ∘ 𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏 ∘ 𝑦𝑏)𝑗 и 𝑖 = 𝑗. Это можно сделать
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за 𝑂(log 𝑛) раундов коммуникации. Игроки отвечают 𝑖, если оба условия вы­
полнились, и ⊥ в противном случае. Общее количество раундов коммуникации
в таком полудуплексном протоколе с противником для U𝑛 � KW𝑔 не больше
𝑑+𝑂(log 𝑛), т.е. 𝑑 > CCℎ𝑑

𝑎 (U𝑛 �MUX𝑛)−𝑂(log 𝑛).

Как прямое следствие этой леммы мы получаем следующую оценку на
коммуникационную сложность U𝑛 � KW𝑔.

Теорема 4.27. Для любого 𝑛 ∈ N существует функция 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛,
такая что

CC(U𝑛 �KW𝑔) > 1.006𝑛−𝑂(log 𝑛).

Доказательство. Применяем лемму 4.26 к оценке из теоремы 4.24.

4.5.3 Связь нижних оценок на классическую коммуникационную
сложность задачи U𝑛 �KW𝑔 и частично полудуплексную

коммуникационную сложность задачи U𝑛 �MUX𝑛

Для того, чтобы получить более сильную нижнюю оценку, нам придётся
более подробно посмотреть на структуру протокола в доказательстве теоре­
мы 4.24 и воспользоваться тем фактом, что этот протокол является частично
полудуплексным.

Определение 4.28. Будем говорить, что полудуплексный протокол с против­
ником для U𝑛 �MUX𝑛 является частично полудуплексным, если он обладает
следующим свойством: если Алиса и Боб получают равные функции, то они не
могут использовать неклассическую коммуникацию.

Другими словами, в частично полудуплексной протоколе Алиса и Боб ни­
когда не посылают одновременно и не получают одновременно, если 𝑔𝑎 = 𝑔𝑏.
Нам потребуется следующий аналог леммы 4.26 для этого случая.

Лемма 4.29. Для лобого 𝑛 ∈ N существует функция 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛,
такая что

CC(U𝑛 �KW𝑔) > CC𝑝ℎ𝑑
𝑎 (U𝑛 �MUX𝑛)−𝑂(log 𝑛).
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Доказательство. Заметим, что протокол для U𝑛 � MUX𝑛 в доказательстве
леммы 4.26 является частично полудуплексным, т.к. в случае 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏 игроки
будут следовать одному и тому же классическому протоколу, а следовательно,
в коммуникации будут только классические раунды. Поэтому доказательство
идентично доказательству леммы 4.26.

Следующая теорема является усилением теоремы 4.24 для случая частич­
но полудуплексных коммуникационных протоколов.

Теорема 4.30. Для любого 𝑛 ∈ N

CC𝑝ℎ𝑑
𝑎 (U𝑛 �MUX𝑛) > 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛).

Вместе с леммой 4.29 из этой теоремы непосредственно следует наш
главный результат о том, что гипотеза XOR-KRW выполняется для XOR­
композиции универсального отношения и игры Карчмера — Вигдерсона для
некоторой функции.

Теорема 4.12. Для любого 𝑛 ∈ N существует 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛, такая что

CC(U𝑛 �KW𝑔) > 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛).

Доказательство теоремы 4.30 так же будет состоять из двух стадий.
На первой стадии вместо одной вершины с большим прямоугольником мы
найдём коллекцию вершин, у которых будут одинаковые частичные стено­
граммы. В классической коммуникационной модели частичная стенограмма
вершины протокола задаётся битовой строкой, которая содержит все сообще­
ния, передаваемые игроками на пути от корня к этой вершине. Для частично
полудуплексного протокола мы можем определить частичную стенограмму та­
ким же образом, если вся коммуникации на пути от корня к вершине была
классической. Важное отличие от классического случая состоит в том, что в
классическом коммуникационном протоколе частичная стенограмма однознач­
но определяет вершину протокола. В частично полудуплексной модели одна
и та же частичная стенограмма длины 𝑑 может соответствовать 2𝑑 верши­
нам протокола. Например, частичная стенограмма «00» может соответствовать
четырём различными вершинам: вершина, на пути к которой оба сообщения
послала Алиса, вершина, на пути к которой оба сообщения послал Боб, и две
вершины, на пути к которым каждый из игроков послал по одному сообщению.
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Лемма 4.31. Для любого частично полудуплексного протокола Π решающего
U𝑛 � MUX′𝑛 существует подмножество входов 𝑆 ⊂ 𝒳 , где |𝑆| > 8𝑁𝑁 !, и
строка 𝑇 ∈ {0,1}𝑛−3, такие что, если Алиса и Боб получают один и тот
же вход (𝑔,𝑥,𝑦) ∈ 𝑆, то 𝑇 является частичной стенограммой первых 𝑛 − 3

раундов протокола Π на ((𝑔,𝑥,𝑦),(𝑔,𝑥,𝑦)).

Доказательство. Введём множество пар входов 𝐷 = {((𝑔,𝑥,𝑦), (𝑔,𝑥,𝑦)) |
(𝑔,𝑥,𝑦) ∈ 𝒳}, в которых входы Алисы и Боб совпадают. Заметим, что если
Алиса и Боб получают входы из 𝐷, то они могут использовать только класси­
ческие раунды. Рассмотрим первые 𝑛−3 раунда коммуникации. Существует не
более 2𝑛−3 различных частичных стенограмм длины 𝑛− 3, поэтому существует
частичная стенограмма 𝑇 , которая соответствует |𝐷|/2𝑛−3 = 8𝑁𝑁 ! входам из
множества 𝐷. В множества 𝑆 возьмём все входы, которые соответствуют 𝑇 .

Разница с предыдущими доказательствами состоит в том, что множество
𝑆, построенное в доказательстве этой леммы, не соответствует одной вершине
протокола. Все элементы множества 𝑆, если их дать обоим игрокам, имеют одну
и ту же частичную стенограмму первых 𝑛− 3 раундов, но в этой стенограмме
не указано, кто посылает каждое из 𝑛−3 сообщений, поэтому фактически одна
и та же частичная стенограмма может соответствовать множеству различных
вершин протокола. При этом любые два элемента 𝑆 с одной и той же функцией 𝑔

обязательно принадлежат одной и той же вершине, т.к. по 𝑔 можно восстановить
порядок посылки сообщений в оптимальном протоколе для 𝑔.

Теперь мы докажем теорему 4.30 используя идеи из доказательства тео­
ремы 4.14: мы покажем, что можно использовать частично полудуплексный
протокол для U𝑛 � MUX′𝑛 либо для решения детерминированной задачи ра­
венства, либо для решения недетерминированной задаче неравенства, и таким
образом докажем нижнюю оценку на его глубину.

Доказательство теоремы 4.30. Пусть Π— частично полудуплексный прото­
кол с противников глубины 𝑑 для U𝑛 � MUX′𝑛. По лемме 4.31 существует
множество входов 𝑆 мощности 8𝑁𝑁 !, таких что, если один и тот же вход из
𝑆 дать и Алисе и Бобу, то получится некоторая фиксированная стенограмма
𝑇 первых 𝑛 − 3 раундов. Рассмотрим доменный граф 𝐺𝑆 = (𝑈𝑆, 𝑉𝑆, 𝐸𝑆) для
𝑆. Избавимся от вершин маленькой степени в 𝑈𝑆: положим 𝑆 ′ = 𝑆 ∖ {(𝑔,𝑥,𝑦) |
deg𝐺𝑆

(𝑔) < 4𝑁}. Тогда |𝑆 ′| > 4𝑁𝑁 !. Через 𝐺𝑆′ = (𝑈𝑆′, 𝑉𝑆′, 𝐸𝑆′) обозначим
доменный граф 𝑆 ′. Минимальная степень вершин в доле 𝑈𝑆′ не меньше 4𝑁 .
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Предположим, что существует пара 𝑔 ∈ 𝒫 и 𝑦 ∈ {0,1}𝑛, такая что⃒⃒
{𝑥 | (𝑔,(𝑥,𝑦)) ∈ 𝐸𝑆′}

⃒⃒
>
√
𝑁.

Положим 𝑆𝑔,𝑦 = {(𝑔,𝑥,𝑦) | (𝑔,(𝑥,𝑦)) ∈ 𝐸𝑆′}. Из протокола Π мы можем извлечь
классический коммуникационный протокол глубины не более 𝑑−𝑛−3, который
решает задачу U𝑛 �MUX′𝑛 на 𝑆𝑔,𝑦 × 𝑆𝑔,𝑦. Это следует из того факт, что прото­
кол Π является частично полудуплексным, т.е. вся коммуникация на входах из
квадрата 𝑆𝑔,𝑦 × 𝑆𝑔,𝑦 является классической. Для решения задачи U𝑛 �MUX′𝑛
на квадрате 𝑆𝑔,𝑦 × 𝑆𝑔,𝑦 игроки должны решить задачу равенства на множестве
𝑊𝑔,𝑦 = {𝑥 | (𝑔,(𝑥,𝑦)) ∈ 𝐸𝑆′}, что по теореме 1.26 требует протокол глубины не
меньше log |𝑊𝑔,𝑢| > log(

√
𝑁) = 𝑛/2. Сведение решения задачи равенства EQ𝑊𝑔,𝑦

к решению задаче U𝑛 �MUX′𝑛 такое же, как и в доказательстве теоремы 4.14.
Таким образом, в этом случае 𝑑 > 1.5𝑛− 3.

Если такой пары 𝑔 и 𝑦 не существует, то применим лемму 4.23 и по­
лучим множество 𝐻 мощности не менее 2Ω(2

𝑛/2). Покажем, как протокол для
U𝑛�MUX′𝑛 на 𝑆 ′× 𝑆 ′ может быть использован для решения задачи о неравен­
стве NEQ𝐻 при помочи приватного недетерминированного коммуникационного
протокола. Сложность получившегося протокола для NEQ𝐻 будет отличаться
от глубины исходного протокола для U𝑛�MUX′𝑛 не более чем на 𝑂(log 𝑛). Сведе­
ние недетерминированного решения задачи NEQ𝐻 к частично полудуплексному
решению задачи U𝑛 �MUX′𝑛 очень похоже на то, что мы использовали в дока­
зательстве теоремы 4.14, но с несколькими отличиями.

Для начала давайте посмотрим на необходимые и достаточные условия
того, чтобы 𝑔𝑎,𝑔𝑏 ∈ 𝐻 были различными. Пусть

𝑅𝑔𝑎,𝑔𝑏 =
{︀(︀

(𝑔𝑎,𝑥𝑎,𝑦𝑎),(𝑔𝑏,𝑥𝑏,𝑦𝑏)
)︀
∈ 𝑆 ′ × 𝑆 ′ | 𝑥𝑎 ⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎) ̸= 𝑥𝑏 ⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏)

}︀
.

– На элементах 𝐷 =
{︀(︀

(𝑔,𝑥,𝑦),(𝑔,𝑥,𝑦)
)︀
| (𝑔,𝑥,𝑦) ∈ 𝑆 ′

}︀
, которые содержат

𝑔𝑎 и 𝑔𝑏, поведение протокола Π в первых 𝑛−3 раундах различается. Ча­
стичная стенограмма 𝑇 первых 𝑛−3 раундов протокола Π на входах из
𝐷 зафиксирована по лемме 4.31, но она не включает в себя информацию
о том, кто посылает каждое сообщение, поэтому одни и те же частичные
стенограммы могут быть получены после разных последовательностей
раундов. Такое различие в раундах может иметь место тогда и только
тогда, когда 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏. Действительно, для любых фиксированных 𝑔𝑎 = 𝑔𝑏

коммуникация содержит только классические раунды, и следовательно,
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частичная стенограмма однозначно определяет какой из игроков посы­
лал в каждом раунде.

– В протоколе Π на некотором входе из 𝑅𝑔𝑎,𝑔𝑏 происходит неклассический
раунд. Опять же, если 𝑔𝑎 = 𝑔𝑏, то в протоколе Π могут быть только
классические раунды.

– В протоколе Π на некотором входе из 𝑅𝑔𝑎,𝑔𝑏 происходит только класси­
ческая коммуникация, которая завершается в листе с пометкой ⊥.

Можно утверждать, что одно из этих условий выполняется тогда и только
тогда, когда 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏. Действительно, предположим, что 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏. Если первое
или второе условие выполняется, то 𝑔𝑎 ̸= 𝑔𝑏. Предположим, что это не так.
Первые 𝑛 − 3 раунда протокола Π на входах из 𝑅𝑔𝑎,𝑔𝑏 уже известны, поэтому
пропустим их и будем рассматривать только раунды коммуникации протокола
Π после них. Мы знаем, что рассматриваемые раунды являются классическими.
По построению множества 𝐻 существует пара 𝑥,𝑦, такая что (𝑔𝑎,𝑥,𝑦) ∈ 𝑆 ′,
(𝑔𝑏,𝑥,𝑦) ∈ 𝑆 ′ и 𝑥⊕𝑔𝑎(𝑦) ̸= 𝑥⊕𝑔𝑏(𝑦). По определению задачи U𝑛�MUX′𝑛 протокол
Π на таких входах ((𝑔𝑎,𝑥,𝑦),(𝑔𝑏,𝑥,𝑦)) обязан выдать ответ ⊥, а следовательно,
выполняется третье условие.

Теперь предположим, что 𝑔𝑎 = 𝑔𝑏. Покажем, что в этом случае ни одно
из условий не может быть выполнено. Первое условие нарушается, т.к. в этом
случае частичная стенограмма однозначно определяет кто из игроков посылает
в каждом из раундов. Второе условие нарушается по определению частично
полудуплексного протокола, который не допускает неклассических раундов в
этом случае. Третье условие не выполнено по определению задачи U𝑛�MUX′𝑛.

Теперь мы можем использовать эти условия для того, чтобы решить зада­
чу NEQ𝐻 . Опишем недетерминированный протокол. В протоколе Алиса и Боб
недетерминированно угадывают, какое из условий выполняется, и угадывают
доказательство этого.

– Для первого условия Алиса и Боб угадывают номер раунда 𝑖 ∈ [𝑛− 3],
в котором есть различие, и бит 𝑏 ∈ 𝐵. Они проверяют, что поведение
в раунде 𝑖 на элементах из 𝐷, содержащих 𝑔𝑎 и 𝑔𝑏, различается: на
элементах c 𝑔𝑎 посылает Алиса, а на элементах с 𝑔𝑏 посылает Боб (в
случае 𝑏 = 0), или наоборот (в случае 𝑏 = 0).

– Для второго условия игроки угадывают число 𝑡 ∈ [𝑑 − 𝑛 + 3], строку
𝑇 ′ ∈ {0,1}𝑡, число 𝑘 ∈ [𝑛] и пару битов 𝑏,𝑝 ∈ {0,1}. Далее они проверяют,
что существуют пары (𝑥𝑎,𝑦𝑎) и (𝑥𝑏,𝑦𝑏), такие что
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– 𝑝 = (𝑥𝑎 ⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎))𝑘 ̸= (𝑥𝑏 ⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏))𝑘 = 1− 𝑝,
– коммуникация на входах ((𝑔𝑎,𝑥𝑎,𝑦𝑎),(𝑔𝑏,𝑥𝑏,𝑦𝑏)) с точки зрения

обоих игроков согласована с частичной стенограммой 𝑇 ∘𝑇 ′ дли­
ны 𝑛− 3 + 𝑡, т.е. если игрок посылает некоторый бит раунде 𝑗,
то этот бит совпадает с битом на позиции 𝑗 в 𝑇 ∘ 𝑇 ′,

– раунд с номером 𝑛−2+ 𝑡 (следующий после описанных в 𝑇 ∘𝑇 ′)
по протоколу Π не является классическим: оба игрока посылают
(в случае 𝑏 = 1) или оба игрока принимают (в случае 𝑏 = 0).

Длина доказательства в этом случае не превосходит 𝑑− 𝑛+𝑂(log 𝑛).
– Для третьего условия игроки угадывают строку 𝑇 ′ ∈ {0,1}𝑑−𝑛+3, число

𝑖 ∈ [𝑛] и бит 𝑝 ∈ {0,1}. Далее они проверяют, что существуют пары
(𝑥𝑎,𝑦𝑎) и (𝑥𝑏,𝑦𝑏), такие что

– 𝑝 = (𝑥𝑎 ⊕ 𝑔𝑎(𝑦𝑎))𝑘 ̸= (𝑥𝑏 ⊕ 𝑔𝑏(𝑦𝑏))𝑘 = 1− 𝑝,
– коммуникация на входах ((𝑔𝑎,𝑥𝑎,𝑦𝑎),(𝑔𝑏,𝑥𝑏,𝑦𝑏)) с точки зрения

обоих игроков согласована с частичной стенограммой 𝑇 ∘ 𝑇 ′,
– частичная стенограмма 𝑇 ∘ 𝑇 ′ заканчивается в листе, который

помечен ⊥.
Длина доказательства не превосходит 𝑑− 𝑛+𝑂(log 𝑛).

Это сведение показывает, что задача NEQ𝐻 может быть решена с помощью
недетерминированного протокола сложности 𝑑 − 𝑛 + 𝑂(log 𝑛). Следовательно,
глубина частично полудуплексного протокола для задачи U𝑛�MUX′𝑛 не меньше

𝑛+N(NEQ𝐻)−𝑂(log 𝑛) > 𝑛+ log log |𝐻| −𝑂(log 𝑛)

> 𝑛+ log
√
𝑁 −𝑂(log log(𝑁)) = 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛).

В заключение мы применяем лемму 4.19 для того, чтобы перенести эту нижнюю
оценку на частично полудуплексную коммуникационную сложность задачи
U𝑛 �MUX𝑛.
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4.6 Нижняя оценка на блочную композицию универсального
отношения и функции

В этом разделе мы покажем, как из нижней оценки на XOR-композицию
универсального отношения и функции (теорема 4.12) получить нижнюю оценку
на блочную композицию универсального отношения и функции.

Определение 4.32. Для 𝑛 ∈ N и булевой функции 𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1} блоч­
ная композиция универсального отношения и функции U𝑛◇KW𝑓 определяется
следующим отношением:

U𝑛 ◇KW𝑓 = {(𝐴,𝐵,(𝑖,𝑗)) | 𝐴𝑖,𝑗 ̸= 𝐵𝑖,𝑗} ∪ {(𝐴,𝐵, ⊥) | ∀𝑖 ∈ [𝑛] : 𝑓(𝐴𝑖) = 𝑓(𝐵𝑖)},

где 𝐴,𝐵 ∈ {0,1}𝑛×𝑚.

Теперь сформулируем теорему о нижней оценке на коммуникационную
сложность блочной композиции универсального отношения и игры Карчмера —
Вигдерсона для некоторой функции.

Теорема 4.33. Для любого 𝑛 ∈ N существует 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1}, такая что

CC(U𝑛 ◇KW𝑓) > 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛).

Для доказательства этой теоремы мы покажем, что результат теоре­
мы 4.12 также выполняется для следующей версии задачи U𝑛 � KW𝑔.

Определение 4.34. Пусть 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛. В коммуникационной игре
U𝑛 � KW′

𝑔 Алиса получает 𝑥𝑎,𝑦𝑎 ∈ {0,1}𝑛, Боб получает 𝑥𝑏,𝑦𝑏 ∈ {0,1}𝑛, и их
задача найти 𝑖 ∈ [2𝑛], такой что (𝑥𝑎∘𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑥𝑏∘𝑦𝑏)𝑖. Если 𝑥𝑎⊕𝑔(𝑦𝑎) = 𝑥𝑏⊕𝑔(𝑦𝑏),
то они могут выдать ⊥.

Заметим, что эта задача относится к U𝑛 � KW𝑔 так же, как задача
U𝑛 �MUX′𝑛 относится к U𝑛 �MUX𝑛. Поэтому, если мы не будем пользоваться
леммой 4.19 в доказательстве теоремы 4.12, то мы получим следующую ниж­
нюю оценку.

Теорема 4.35. Для любого 𝑛 ∈ N существует функция 𝑔 : {0,1}𝑛 → {0,1}𝑛,
такая что

CC(U𝑛 �KW′
𝑔) > 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛).
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Теперь мы готовы доказать нижнюю оценку на блочную композицию.

Доказательство теоремы 4.33. Пусть 𝑛 = 𝑘 + ⌈log 𝑘⌉ + 1. Мы будем доказы­
вать нижнюю оценку путём сведения задачи U𝑘 � KW′

𝑔 к U𝑛 ◇ KW𝑓 . Пусть
функция 𝑔 : {0,1}𝑘 → {0,1}𝑘 такая, что

CC(U𝑘 �KW′
𝑔) > 1.5𝑘 −𝑂(log 𝑘).

Определим функцию 𝑓 : {0,1}𝑛 → {0,1}. Будем интерпретировать вход как
конкатенацию битовой строки 𝑥 длины 𝑘, битовой записи числа 𝑖 ∈ [𝑘] и бита
𝑏 ∈ {0,1}. В этих обозначениях

𝑓(𝑥 ∘ 𝑖 ∘ 𝑏) = 𝑏⊕ 𝑔(𝑥)𝑖.

Получив на вход (𝑥𝑎,𝑦𝑎) Алиса определяет матрицу 𝐴 следующим образом: в
строчке с номером 𝑖 она записывает строку 𝑦𝑎, битовую запись числа 𝑖 дли­
ны log 𝑘 (c ведущими нулями) и последним битом добавляет (𝑥𝑎)𝑖. Последние
⌈log 𝑘⌉ + 1 строк Алиса заполняет нулями. В результате она получает матри­
цу 𝐴 ∈ {0,1}𝑛×𝑛. Боб аналогичным образом определяет матрицу 𝐵. Теперь
несложно проверить, что для любого 𝑖 ∈ [𝑘] выполняется (𝑥𝑎 ⊕ 𝑔(𝑦𝑎))𝑖 = 𝑓(𝐴𝑖)

и (𝑥𝑏 ⊕ 𝑔(𝑦𝑏))𝑖 = 𝑓(𝐵𝑖). Следовательно, если ответ задачи U𝑛 ◇ KW𝑓 на входах
(𝐴,𝐵) равен ⊥, то ⊥ является корректным ответом и для задачи U𝑘 �KW′

𝑔 на
входах ((𝑥𝑎,𝑦𝑎),(𝑥𝑏,𝑦𝑏)). Теперь предположим, что 𝐴𝑖,𝑗 ̸= 𝐵𝑖,𝑗. При 𝑖 ∈ [𝑘 + 1,𝑛)

различий быть не может по построению. Если 𝑖 = 𝑛, то (𝑥𝑎)𝑗 ̸= (𝑥𝑏)𝑗. Если
𝑖 6 𝑘, то (𝑦𝑎)𝑖 ̸= (𝑦𝑏)𝑖. Из этого сведения мы получаем следующую оценку

CC(U𝑛 ◇KW𝑓) > CC(U𝑘 �KW′
𝑔) > 1.5𝑘 −𝑂(log 𝑘) = 1.5𝑛−𝑂(log 𝑛).

4.7 Нижняя оценка на композицию произвольной функции
и функции мультиплексера

В этом разделе мы приведём доказательство теоремы 1.53.

Теорема 1.53. Для любых 𝑚,𝑛 ∈ N, таких что 𝑛 > 6 log𝑚, и любой непо­
стоянной функции 𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1}

CC(KW𝑓 ◇KWM𝑛
) > log𝐿(𝑓) + 𝑛−𝑂(log 𝑛).
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Доказательство. Для начала мы покажем, что для любой непостоянной функ­
ции 𝑓 : {0,1}𝑚 → {0,1},

CC(KW𝑓 ◇KWM𝑛
) > CC(KW𝑓 ◇ U𝑛)−𝑂(log 𝑛)

сведя задачу KW𝑓 ◇U𝑛 к KW𝑓 ◇KWM𝑛
, а потом применим нижнюю оценку на

CC(KW𝑓 ◇ U𝑛) доказанную в серии работ [13; 23].
В коммуникационной игре KW𝑓 ◇U𝑛 Алиса и Боб получают (𝑥,𝑋) и (𝑦, 𝑌 ),

соответственно, где 𝑥 ∈ 𝑓−1(0), 𝑦 ∈ 𝑓−1(1), 𝑋, 𝑌 ∈ {0,1}𝑚×𝑛. Их задача найти
𝑖,𝑗 ∈ [𝑛], такие что 𝑋𝑖,𝑗 ̸= 𝑌𝑖,𝑗. Опишем сведение задачи KW𝑓 ◇ U𝑛 к задаче
KW𝑓 ◇KWM𝑛

. Получив 𝑥 и 𝑋 Алиса определяет функции 𝑠1, . . . ,𝑠𝑛 следующим
образом:

𝑠𝑖(𝑟) =

⎧⎨⎩𝑥𝑖, 𝑟 = 𝑋𝑖,

0, 𝑟 ̸= 𝑋𝑖,

где 𝑋𝑖 обозначает строку 𝑋 с номером 𝑖. Боб получив 𝑦 и 𝑌 действует анало­
гично и определяет функции 𝑡1, . . . ,𝑡𝑛 таким же образом. Несложно проверить,
что (𝑓 ◇ M𝑛)(𝑠1,𝑋1, . . . ,𝑠𝑚, 𝑋𝑚) = 0 и (𝑓 ◇ M𝑛)(𝑡1,𝑌1, . . . ,𝑡𝑚, 𝑌𝑚) = 1, и следо­
вательно игроки могут следовать протоколу для игры Карчмера — Вигдерсона
для 𝑓 ◇M𝑛 на этих входах.

Протокол может выдать два вида ответов: Алиса и Боб могут найти раз­
личие либо в каких-то строках 𝑋𝑖 и 𝑌𝑖, либо в каких-то функциях 𝑠𝑖 и 𝑡𝑖. В
первом случае им достаточно достаточно выдать номер строки и номер столб­
ца, где обнаружено различие, т.е. они уже нашли различие в матрицах 𝑋 и 𝑌

для задачи KW𝑓 ◇U𝑛. Во втором случае Алиса и Боб находят различие между
функциями 𝑠𝑖 и 𝑡𝑖 для некоторого 𝑖 ∈ [𝑚], т.е. в конце протокола оба игрока зна­
ют некоторую строку 𝑟, такую что 𝑠𝑖(𝑟) ̸= 𝑡𝑖(𝑟). Тогда по построению функций
𝑠𝑖 и 𝑡𝑖 верно либо 𝑟 = 𝑋𝑖, либо 𝑟 = 𝑌𝑖. За два дополнительных сообщения игроки
могут определить какой из двух случаев имеет место. Если 𝑟 = 𝑋𝑖 ̸= 𝑌𝑖, то Боб
может определить позицию, где 𝑟 = 𝑋𝑖 и 𝑌𝑖 отличаются, и переслать её Алисе
при помощи log 𝑛 сообщений. Второй случай обрабатывается симметрично.

Это сведение показывает, что

CC(KW𝑓 ◇ U𝑛) 6 CC(KW𝑓◇M𝑛
) +𝑂(log 𝑛).

Для завершения доказательства нам осталось воспользоваться нижней оценкой,
доказанной в работе [23]:

CC(KW𝑓 ◇ U𝑛) > log L(𝑓) + 𝑛−𝑂(log 𝑛).
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Заключение

Основные результаты работы заключаются в следующем.
1. Получены результаты о предсказании семействами сертификатов и се­

мействами несовместных свидетелей, улучшающие известные оценки
до точных.

2. Сформулированы и изучены полудуплексные модели коммуникаци­
онной сложности. В частности был доказан ряд верхних и нижних
оценок на полудуплексную коммуникационную сложность функций и
игр Карчмера — Вигдерсона. Для получения нижних оценок был раз­
работан набор методов, специфичный для полудуплексных моделей.

3. Доказана нижняя оценка 1.5𝑛 − 𝑜(𝑛) на коммуникационную слож­
ность композиции универсального отношения и некоторой функции
для случаев XOR-композиции и блочной композиции. Доказательство
использует новые методы, специально разработанные для этих целей:
сведе́ние задач недетерминированной коммуникационной сложности
для получения нижних оценок на композицию с отношением муль­
типлексера и метод преобразования нижних оценок на отношение
мультиплексера в нижние оценки на сложность некоторой функции че­
рез полудуплексную коммуникационную сложность.

Дальнейшее развитие проекта может заключаться в совершенствовании разра­
ботанных методов и доказательстве новых оценок на их основе.
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